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RECHERCHES 


LA  LIBRATION  DE  LA  LUNE, 


DANS  LESQUELLES  ON  TACUE  DE  RÉSOUDRE 

LA  QUESTION  PROPOSÉE  PAR  L'ACADÉMIE   ROYALE   DES  SCIENCES 
POUR  LE  PRIX  DE  L'ANNÉE   1764  (*). 


(Prix  de  l'Académie  Royale  des  Sciences  de  Paris,  tome  IX,  1764. 


I. 

Cet  écrit  a  pour  objet  d'examiner  les  différents  mouvements,  appa- 
rents ou  réels,  que  la  Lune  peut  avoir  autour  de  son  centre.  Je  suppose 
d'abord  que  cette  Planète  a  une  figure  quelconque;  et  je  cherche  le 
mouvement  qu'elle  doit  recevoir  de  l'action  de  la  Terre  et  du  Soleil. 
Quoiqu'un  très-grand  Géomètre  ait  déjà  donné  des  méthodes  et  des  for- 

(*)  Dans  ce  premier  travail  sur  la  libration  de  la  Lune ,  Lagrange  donne  une  explication 
satisfaisante  du  phénomène  de  l'égalité  entre  les  mouvements  moyens  de  translation  et  de 
rotation  de  la  Lune  ;  mais  il  n'est  pas  aussi  heureux  à  l'égard  du  phénomène  de  l'égalité  entre 
le  mouvement  des  nœuds  de  l'équateur  lunaire  et  celui  des  nœuds  de  l'orbite  de  la  Lune  sur 
l'écliptique. 

Il  fallait  de  nouveaux  efforts  pour  obtenir  une  solution  complète  du  Problème  du  mouvement 
de  l'axe  lunaire.  L'illustre  Auteur  y  a  consacré  assurément  de  longues  méditations,  car  ce  n'est 
que  seize  années  plus  tard  qu'il  présenta  à  l'Académie  de  Berlin  sa  célèbre  Théorie  de  la 
libration  de  la  Lune.  (Œuvres  de  Lagrange,  t.  V,  p.  1.)  (Note  de  l'Éditeur.) 
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mules  générales,  qui  peuvent  aisément  s'appliquer  à  la  recherche  dont 
il  s'agit  ici,  néanmoins  il  m'a  paru  plus  commode  de  reprendre  la  ques- 
tion en  entier,  et  de  la  résoudre  par  une  méthode  que  je  crois  nouvelle 
à  plusieurs  égards  et  qui  est  d'un  usage  simple  et  général  pour  tous  les 
Problèmes  de  Dynamique.  Cette  méthode  me  conduit  naturellement  à 
trois  équations  générales,  qui  reviennent  au  même,  pour  le  fond,  que 
celles  qu'on  trouve  dans  les  Mémoires  de  l' Académie  de  1754,  pages  4^4 
et  425  ;  et,  pour  en  faciliter  la  comparaison  à  ceux  qui  voudront 
prendre  la  peine  de  la  faire,  j'expose  en  peu  de  mots  les  principales  dif- 
férences qu'il  y  a  entre  elles  par  rapport  à  la  diversité  des  dénomina- 
tions. D'après  ces  équations,  j'examine  quels  changements  l'action  de  la 
Terre  et  du  Soleil  doit  produire  dans  la  rotation  de  la  Lune  et  dans  la 
position  de  son  axe.  Après  avoir  prouvé  que  l'action  du  Soleil  est  pres- 
que insensible  par  rapport  à  celle  de  la  Terre,  je  trouve  qu'en  supposant, 
avec  M.  Newton,  que  la  Lune  est  un  sphéroïde  allongé  vers  la  Terre, 
cette  Planète  doit  faire  autour  de  son  axe  une  espèce  de  balancement  ou 
de  libration,  par  lequel  sa  vitesse  de  rotation  est  tantôt  accélérée,  tantôt 
retardée;  et  j'explique  alors  avec  facilité  pourquoi  la  Lune  doit  nous 
montrer  toujours  à  peu  près  la  même  face,  quoiqu'elle  n'ait  point  reçu 
d'abord,  comme  il  est  très-naturel  de  l'imaginer,  une  rotation  exacte- 
ment égale  à  son  mouvement  moyen  autour  de  la  Terre.  Je  fais  voir  en- 
suite que  l'axe  de  cette  Planète  doit  être  sujet  à  un  mouvement  semblable 
à  celui  de  la  Terre,  comme  M.  d'Alembert  l'a  déjà  démontré  dans  la  sup- 
position que  la  Lune  soit  un  sphéroïde  homogène  et  elliptique  dans  tous 
les  sens;  mais  je  diffère  essentiellement  de  lui  sur  la  quantité  de  la  pré- 
cession et  de  la  nutation  qui  doit  avoir  lieu  dans  cette  hypothèse;  je 
donne  la  raison  de  la  différence  qui  se  trouve  entre  nos  résultats,  en  fai- 
sant voir  que  les  formules  qui  sont  vraies  pour  la  Terre  ne  s'appliquent 
pas  indistinctement  à  la  Lune,  comme  le  suppose  cet  Auteur.  Je  fais  voir 
de  plus  que  la  figure  de  la  Lune  pourrait  aussi  être  telle  que  la  préces- 
sion de  ses  points  équinoxiaux  fût  exactement,  ou  à  très-peu  près,  égale 
au  mouvement  des  nœuds  de  la  Lune,  comme  l'a  trouvé  M.  Cassini;  et 
dans  ce  cas  je  démontre  qu'il  ne  doit  plus  y  avoir  de  nutation  sensible 
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dans  l'axe  de  cette  Planète.  Au  reste,  c'est  aux  Astronomes  seuls  à  nous 
instruire  pleinement  là-dessus;  mais,  pour  les  mettre  plus  à  portée  de 
connaître  ces  différents  mouvements,  je  propose  des  méthodes  que  je 
crois  assez  simples  pour  déterminer,  par  le  moyen  des  observations  des 
taches  de  la  Lune,  la  position  de  son  axe  de  rotation  et  la  quantité  de  sa 
libration  tant  apparente  que  réelle. 

Tels  sont,  en  abrégé,  les  points  principaux  de  la  Dissertation  sui- 
vante. L'Académie  Royale  des  Sciences  ayant  proposé  pour  le  sujet  du 
Prix  de  l'année  prochaine  :  «  Si  l'on  peut  expliquer  par  quelque  raison 
»  physique  pourquoi  la  Lune  nous  présente  toujours  à  peu  près  la  même 
»  face;  et  comment  on  peut  déterminer  par  les  observations  et  par  la 
»  théorie  si  l'axe  de  cette  Planète  est  sujet  à  quelque  mouvement  propre, 
■  semblable  à  celui  qu'on  connaît  dans  l'axe  de  la  Terre,  et  qui  produit 
»  la  précession  des  équinoxes  et  la  nutation  »;  j'ose  lui  présenter  le 
fruit  de  mon  travail  sur  cette  importante  matière.  S'il  ne  répond  pas  en- 
tièrement aux  vues  de  cette  savante  Compagnie,  au  moins  servira-t-il  à 
jeter  de  nouvelles  lumières  sur  un  des  principaux  phénomènes  célestes. 

II. 

Comme  il  n'est  question  ici  que  du  mouvement  que  la  Lune  doit  avoir 
autour  de  son  centre  de  gravité,  en  vertu  de  l'action  du  Soleil  et  de  la 
Terre,  il  est  évident  qu'on  peut  regarder  le  centre  de  la  Lune  comme 
immobile  par  rapport  à  la  Terre  et  au  Soleil,  en  transportant  à  ces  deux 
Planètes  en  sens  contraire  le  mouvement  que  la  Lune  a  réellement  autour 
d'elles,  c'est-à-dire  en  imaginant  que  la  Terre  et  le  Soleil  se  meuvent  au- 
tour du  centre  de  la  Lune,  supposé  fixe,  comme  les  verrait  un  observa- 
teur placé  dans  ce  centre. 

Cela  posé,  j'imagine  par  le  centre  de  la  Lune  un  plan  parallèle  à 
l'écliptique,  auquel  je  rapporte  la  position  des  centres  de  la  Terre  et  du 
Soleil,  comme  aussi  celle  de  tous  les  points  de  la  masse  de  la  Lune.  Pour 
cela,  ayant  mené  du  centre  de  cette  Planète  dans  le  plan  dont  je, parle 
une  ligne  fixe  et  dirigée  vers  le  premier  point  d'Anes,  laquelle  sert 


8  RECHERCHES 

d'axe  commun  à  toutes  les  abscisses  :  soient  x  l'abscisse  et  y  l'ordonnée 
rectangle  qui  répondent  à  la  projection  du  centre  de  la  Terre  sur  ce 
plan,  et  soit  z  l'autre  coordonnée  rectangle  qui  exprime  la  distance  du 
centre  de  la  Terre  au  point  qui  en  est  la  projection;  soient  aussi  os',  y',  z' 
les  coordonnées  semblables  pour  la  position  du  centre  du  Soleil;  enfin 
soient  X  l'abscisse,  et  Y,  Z  les  deux  ordonnées  correspondantes  à  un 
point  quelconque  a  de  la  masse  de  la  Lune. 

Il  est  visible  : 

i°  Que  la  distance  de  ce  point  au  centre  de  la  Terre  sera  exprimée  par 


vA  x  -  X)2  +  (j  -  Y)'  -4-  ( z  -  Z)', 

quantité  que  j'appelle  R,  pour  abréger; 

2°  Que  la  distance  du  même  point  au  centre  du  Soleil  sera  exprimée 
de  même  par  la  quantité 


^'-Xf  +  (j'-ï)!  +  (2'-Z)!, 

que  j'appelle  R'. 

Donc,  si  l'on  nomme  T  la  masse  de  la  Terre  et  S  celle  du  Soleil,  chaque 

point  a  de  la  Lune  sera  tiré  par  deux  forces,  l'une  dans  la  direction  de 

T  .  S 

la  ligne  R,  égale  à  — ?  l'autre  suivant  la  ligne  R',  égale  à  t^- 

De  plus,  si  l'on  prend  l'élément  du  temps  dt  pour  constant,  on  aura 

—T^-i  -j«->  -jjr  Pour  les  forces  accélératrices  dont  le  point  «  est  sollicité 

suivant  la  direction  des  espaces  dX,  dY,  dZ,  qu'il  parcourt  dans  l'in- 
stant dt,  et  il  faudra,  par  le  principe  général  de  la  Dynamique,  que  ces 

forces  prises  en  sens  contraire  et  combinées  avec  les  forces  ^?  ^  tien- 
nent le  système  de  tous  les  points  a,  c'est-à-dire  la  masse  entière  de  la 
Lune,  en  équilibre  autour  de  son  centre  de  gravité  supposé  fixe. 

III. 

C'est  un  principe  généralement  vrai  en  Statique  que,  si  un  système 
quelconque  de  tant  de  corps  ou  de  points  que  l'on  veut,  tirés  chacun 
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par  des  puissances  quelconques,  est  en  équilibre,  et  qu'on  donne  à  ce 
système  un  petit  mouvement  quelconque,  en  vertu  duquel  chaque  point 
parcoure  un  espace  infiniment  petit,  la  somme  des  puissances,  multi- 
pliées chacune  par  l'espace  que  le  point  où  elle  est  appliquée  parcourt 
suivant  la  direction  de  cette  même  puissance,  sera  toujours  égale  à  zéro. 
Dans  la  question  présente,  si  l'on  imagine  que  les  lignes  X,  Y,  Z,  R,  R' 
deviennent,  en  variant  infiniment  peu  la  position  de  la  Lune  autour  de 
son  centre, 

X  +  aX,     Y  +  âY,     Z  +  ÔZ,     R  +  ÔR,     R'-t-âR', 

il  est  facile  de  voir  que  les  différences 

ÔX,  ôY,  ôZ,  ÔR,  ÔR' 

exprimeront  les  espaces  parcourus  en  même  temps  par  le  point  a  dans 
des  directions  opposées  à  celles  des  puissances 


f/2X 

d'Y 

d2Z 

T 

S 

dt2  ' 

a. — ; 1 

dt2 

arfF' 

aw 

«Ht; 

qui  sont  censées  agir  sur  ce  point;  on  aura  donc,  pour  les  conditions  de 
l'équilibre,  l'équation  générale 

/[-^■(-a)+-^(-w)+^(-«)+«I;(^«a,+«|î(-«ii')]=o; 

savoir,  en  changeant  les  signes, 

(A)        ^  r«(</»XaX-i-tfIYdY  +  rfIZ3Z)  +  T  f^  +  S  f^-  =  o. 

Les  quantités  ÎX,  §Y,  àZ,  ôR,  5R'  ne  sont  autre  chose  que  les  différen- 
tielles des  lignes  X,  Y,  Z  prises  à  l'ordinaire  et  affectées  de  la  caractéris- 
tique §  au  lieu  de  la  commune  d,  pour  les  distinguer  des  autres  différen- 
tielles des  mêmes  lignes  qui  ont  rapport  au  mouvement  réel  du  corps. 

Quant  au  signe  d'intégration  /  >  il  est  mis  pour  marquer  la  somme 

de  toutes  les  formules  semblables  qui  répondent  à  tous  les  éléments  a. 
de  la  masse  de  la  Lune. 

VI.  2 


10  RECHERCHES 


IV. 


Scolie.  —  Le  principe  de  Statique  que  je  viens  d'exposer  n'est,  dans 
le  fond,  qu'une  généralisation  de  celui  qu'on  nomme  communément  le 
principe  des  vitesses  virtuelles,  et  qui  est  reconnu  depuis  longtemps  par 
les  Géomètres  pour  le  principe  fondamental  de  l'équilibre.  M.  Jean  Ber- 
noulli  est  le  premier,  que  je  sache,  qui  ait  envisagé  ce  principe  sous  un 
point  de  vue  général  et  applicable  à  toutes  les  questions  de  Statique, 
comme  on  le  peut  voir  dans  la  Section  IX  de  la  nouvelle  Mécanique  de 
M.  Varignon,  où  cet  habile  Géomètre,  ajprès  avoir  rapporté  d'après 
M.  Bernoulli  le  principe  dont  il  s'agit,  fait  voir,  par  différentes  appli- 
cations, qu'il  conduit  aux  mêmes  conclusions  que  celui  de  la  composi- 
tion des  forces. 

C'est  aussi  ce  même  principe  qui  sert  de  base  à  celui  que  M.  de  Mau- 
pertuis  a  donné  dans  les  Mémoires  de  l' Académie  de  1740,  sous  le  nom 
de  loi  du  repos,  et  que  M.  Euler  a  développé  ensuite  et  rendu  très-gé- 
néral dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  pour  l'année  1 7 5 1 . 

Enfin  c'est  de  ce  principe  que  dépend  celui  de  la  conservation  des 
forces  vives,  comme  M.  d'Alembert  l'a  remarqué  le  premier  à  la  fin  de 
sa  Dynamique  ;  ce  qui  peut  d'ailleurs  se  démontrer  généralement  ainsi. 

Soit  un  système  quelconque  de  tant  de  corps  qu'on  voudra  m,  m', 
m", . . . ,  qui  pèsent,  ou  qui  soient  attirés  vers  des  centres  par  des  forces 
quelconques;  soient  P,  Q,  R, . . .  les  forces  qui  agissent  sur  le  corps  m, 
et  p,  q,  r,...  les  distances  respectives  de  ce  corps  aux  centres  de  ces 
forces;  soient  aussi  P',  Q',  R  , . . . ,  P",  Q",  R", ...  les  forces  des  corps 
m',  m",...,  et/)',  q',  /',...,  p",  q",  r",...  leurs  distances  aux  centres  des 
forces;  si  l'on  imagine  que  tous  ces  corps  se  meuvent,  durant  un  instant 
quelconque  dt,  par  les  espaces  ds,  ds',  ds",...  avec  les  vitesses  v,  v\  c",..., 
il  faudra,  par  le  principe  général  de  la  Dynamique,  que  le  système  des 
corps  m,  m',  m",...,  animés  chacun  des  forces 

mdv  m'  dv'  tn"dv" 

df  c/t~  '  dF"'""' 
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dans  la  direction  même  des  espaces  ds,  ds' ,  ds",...,  soitea  équilibre  avec 
les  forces 

mV,  mQ,  mR,...,     m'P',  m'Q',  m'R',...,     m"V<",  m"Q",  m"  R",.  ■  .,■  ■  #- 

Or,  si  l'on  considère  le  système  pendant  que  les  corps  changent  infini- 
ment peu  de  position  en  parcourant  les  espaces  ds,  ds',  ds", . . .,  il  est 
clair  que 

dp,  dq,  dr, . . . ,     dp' ,  dq",  dr' , .  .  .,     dp",  dq" ,  dr", ....... 

exprimeront  les  espaces  parcourus  par  chacun  des  corps,  clans  des  direc- 
tions contraires  à  celles  des  forces  P,  Q,  R,...,  P',  Q',  R' ;  on  aura 

donc,  par  le  principe  de  l'équilibre  dont  nous  parlons, 


dt 

m'dv' 
~~dT~ 

m"  d<.'" 

~d~T 


ds  +    mV  (—  dp)  -+-  mQ(—  dq)  -+-   wR(  —  dr)  +. 


ds'  -4-  m' P'  (  —  dp' )  ■+-  m' Q'  [—  dq' )  -\-  m!  R'  (—  dr'  )  -+- . 
ds"->r  m"  P"(—  dp"  )  ■+■  m"  Q"(—  dq"  )  -4-  m"  R"(  —  dr"  )  ■+- . 


1  ■         1      1  1  ds     ds'     ds"      '       .   .    . , 

Mettant,  au  lieu  de  dt,  ses  valeurs  —  >  — 1  -=->•••  et  intégrant,  on 

aura 

me2  -4-  /»'  v"-  -4-  m'V'2  4...=  mV!4  m'  V"2  -4-  m"  V"2  -4- .  .  . 


—  2  m     (Pdp   -4-  Q  dq  -4-  R  <//•  -f- . .  .') 

—  2  m'  /  (  P'  dp'  -+-  Q'dq'  -4-  R'  </r'  +•...) 

—  2  m"  f  (  P"d//'-t-  Q"dq"-+-  \\"dr"+.  .  .  ) 


V,  V,  V",...  étant  les  valeurs  primitives  de  v,  v' ,  v" ,...;  et  cette  équation 
renferme,  comme  on  le  voit,,  la  conservation  des  forces  vives  prise  dans 
toute  son  étendue. 
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Au  reste  le  principe  de  Statique  que  je  viens  d'exposer,  étant  combiné 
avec  le  principe  de  Dynamique  donné  par  M.  d'Alembert,  constitue  une 
espèce  de  formule  générale  qui  renferme  la  solution  de  tous  les  Pro- 
blèmes qui  regardent  le  mouvement  des  corps.  Car  on  aura  toujours  une 
équation  semblable  à  l'équation  (A)  (Article  précédent),  et  toute  la  dif- 
ficulté ne  consistera  plus  qu'à  trouver  l'expression  analytique  des  forces 
qu'on  suppose  agir  sur  les  corps  et  des  lignes  suivant  lesquelles  ces 
forces  agissent,  en  n'employant  dans  ces  expressions  que  le  plus  petit 
nombre  possible  de  variables  indéterminées,  de  manière  que  leurs  diffé- 
rentielles désignées  par  le  §  soient  entièrement  indépendantes  les  unes 
des  autres;  après  quoi,  faisant  séparément  égaux  à  zéro  les  termes  qui 
se  trouveront  multipliés  par  chacune  des  différentielles  dont  je  parle, 
on  aura  tout  d'un  coup  autant  d'équations  particulières  qu'il  en  faudra 
pour  la  solution  du  Problème,  comme  on  le  verra  dans  les  Articles  qui 
suivent. 

V. 

Soient  présentement: 

n  l'inclinaison  du  plan  de  l'équateur  lunaire  par  rapport  à  celui  de 

l'écliptique; 
s    la  longitude  du  nœud  descendant  de  l'équateur  lunaire,  c'est-à-dire 

l'angle  que  l'intersection. de  cet  équateur  avec  l'écliptique,  ou  avec 

le  plan  parallèle  à  l'écliptique  et  passant  par  le  centre  de  la  Lune, 

fait  avec  l'axe  des  abscisses  (Article  II); 
w  la  distance  d'un  méridien  lunaire  pris  à  volonté  sur  la  surface  de  la 

Lune,  et  qu'on  appellera  dorénavant  le  premier  méridien,  au  nœud 

descendant  de  l'équateur,  cette  dislance  étant  comptée  à  l'ordinaire 

sur  l'équateur  et  selon  la  suite  des  signes. 

Il  est  aisé  de  voir  que  ces  trois  variables  suffiront  pour  déterminer,  à 
chaque  instant,  la  situation  de  la  Lune  par  rapport  à  son  centre,  qui  est 
censé  immobile;  aussi  ce  seront  les  seules  qu'il  faudra  faire  varier  dans 
les  différentielles  des  lignes  X,  Y,  Z,  R,  R'. 
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Soient  de  plus  : 

r  le  rayon  ou  la  distance  d'un  point  quelconque  a  au  centre  de  gravité 
de  la  Lune; 

P  l'angle  que  ce  rayon  fait  avec  le  plan  de  l'équateur,  ou  la  distance  du 
point  a  à  l'équateur  comptée  sur  le  méridien  qui  passe  par  ce  point; 

Q  l'angle  que  le  méridien  passant  par  le  point  oc  fait  avec  le  premier  mé- 
ridien, c'est-à-dire  la  distance  entre  ces  deux  méridiens  comptée 
sur  l'équateur  en  allant  d'occident  en  orient. 

Il  est  visible  que  ces  trois  nouvelles  indéterminées  ne  dépendent  nul- 
lement de  la  position  de  la  Lune  sur  son  centre,  mais  seulement  de  la  si- 
tuation particulière  de  chacun  de  ces  points  a  par  rapport  à  tous  les 
autres.  Ainsi  ces  quantités  r,  P,  Q  ne  seront  variables  dans  nos  formules 

que  relativement  aux  intégrations  indiquées  par  le  signe  /  dans  l'équa- 
tion (A). 

Au  reste  il  est  bon  de  remarquer  d'avance  que,  comme  on  suppose  que 
le  centre  de  rotation  de  la  Lune  soit  dans  son  centre  même  de  gravité,  on 
aura,  par  la  propriété  connue  de  ce  centre,  les  trois  conditions  suivantes 


;B)  /  arsinP  =  o,       I  acr  cosP  sinQ  =  o,       i  areosP 


cosQ 


VI. 

Maintenant,  pour  avoir  les  valeurs  des  coordonnées  X,  Y,  Z  exprimées 
en  r,  P,  Q,  w,  s,  n,  je  considère  que  l'angle  P  peut  être  regardé  comme 
exprimant  la  déclinaison  du  point  «  vu  du  centre  de  la  Lune,  et  rapporté 
à  l'équateur  lunaire;  et  que,  dans  cette  supposition,  l'angle  Q  +  w,  que 
je  nommerai  Q',  pour  abréger,  sera  l'ascension  droite  du  même  point 
comptée  à  l'ordinaire  depuis  le  nœud  descendant  de  l'équateur.  Donc, 
en  rapportant  le  point  a  au  plan  de  l'écliptique  lunaire  (j'appelle  ainsi  le 
plan  que  nous  avons  imaginé  parallèle  à  l'écliptique  et  passant  par  le 
centre  de  la  Lune),  lequel  est  incliné  à  l'équateur  de  l'angle  n,  on  trou- 
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vera  facilement,  par  les  formules  de  la  Trigonométrie,  sa  latitude  que 
j'appellerai/?  et  sa  longitude  que  je  nommerai  q'  ;  car  on  aura,  comme  il 
est  aisé  de  le  démontrer, 

sinp  =  sin  P  cos  n  —  cos  P  sin  Q'  shirr, 
sinP  siriTr  -+-  cosP  sinQ'cosTr 


sinç' 
cosq' 


cosp 

cosP  cosQ' 
cosp 


Mais  il  est  clair  d'autre  part,  que  l'angle/»  n'est  autre  chose  que  l'angle 
fait  parle  rayon  ravec  le  plan  des  X  et  Y;  et  que  q'  -h  s,  que  je  nomme  q, 
est  l'angle  que  la  projection  de  r  sur  ce  plan  fait  avec  l'axe  des  X;  on 
aura  donc,  comme  il  est  facile  de  le  concevoir  même  sans  figure, 

,  Z  =  rs'mp, 
(D)'  (  Y  =  rcosp  sinq  =  rcosp  cosq'  sine  -+-  rcosp  siuq'cose, 

\  X  =  rcosp  cosq  =  rcosp  cosç'cose  —  rcosp  sing'sine, 

et,  substituant  pour  sin/»,  pour  sin<jr'  et  cosq'  leur. valeurs  ci-devant, 

/  X  =  /'CosP  cosQ'cose  —  rcosP  sin  Q' sine  cosk  —  rsinP  sinesinTr, 
(E)     |  Y  =/-cosP  cosQ'sine -I- rcosP  sinQ'cose  COS7:  H- rsinPcosesin7:, 
l  Z  =  r  sinP  costt  —  rcosP  sinQ'sin-, 

où  l'on  se  resouviendra  que  Q'  =  Q.-t-  w. 

VII. 

Ou  différentiera  d'abord  ces  valeurs  de  X,  Y,  Z,  en  faisant  varier  seu- 
lement w,  e,  n  (Article  V),  et  en  mettant  la  caractéristique  §  au  lieu  de 
la  d,  pour  avoir  celles  de  SX,  SY,  SZ;  on  différentiera  ensuite  les  mêmes 
valeurs  X,  Y,  Z  deux  fois  à  l'ordinaire,  pour  avoir  les  différentio-différen- 
tielles  d2X,  d2Y,  d2Z;  après  quoi  on  fera  les  produits  d2X  SX,  d2  Y  SY, 
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d2Z  §Z;  et,  après  avoir  effacé  ce  qui  se  détruit,  et  mis  pour 

sinQ'cosQ',     sin2Q',     cos2Q' 
leurs  valeurs 

J-sin2Q',    {  — ^cossQ',    } -1- -f  cos  2  Q' , 
on  aura 

d'XÔX  +  d2Y  dY  +  d2ZÔZ 

r2  cos2P[f/(rfto  +  cos7rc?e)  +  -jsin2Q'(sin27TC?e2 —  é/tt2)  +  cosaQ'sinTrrfrrefe]  \ 

—    +  /,2sinP  cosP[sinQ'(sin7r</2e  +  2  cos-tt  dn  de)  t  X  $M 

-t-  cosQ'(d2n  —  siii7rcos7rrfe2)]  / 

r"-  cos2 P  [rf(C0S7r  dut  4-  de  —  \  si n27r  de)  —  sin  2 Q'[sin27r Au de  -l-j û?(sin 7r  c?k)]   \ 
\  -+-  cos2Q'[\d(sm2nde)  —  sinTrrfw  </ir]l  j 

-1-  /  -t-  r2sinP  cosP[sinQ'[sin7:c?2w  -+-  d(sii\inde)~]  \  x  as 

j  -1- cosQ'[sinîTC?M2-f- sin2  7rc?ec?&j  +  6?(cos7rc?7r)]  I  l 

|  -+-  /'2  sin2P[«[( sin2Trde)] 

c2  cos2P[sin7rc?&)rf£  +  isinrt  COS7T  f/s2+  j  f/27T  +  sin  2  Q'(c?w  c?7T  —  |sin7T  c?2e) 
l  —  cos2Q'(sin7rrfMrfe  -1-  -j-sin^ costt<£e2  ■+■  \d,n<']  1 

-t-  1  -+-  r'sinP  cosP[—  sinQ'(2  cosirc?w  e?e  -4-  cos2  7t  e?s2  ■+-  du2)  jx§n. 

I  +  cosQ'  (  d2  w  -4-  cos  7r  d2  e  )  ] 

\  -1-  /,2sin2P[rf2Tr  —  sin7rcoS7rc?e2] 

On  multipliera  cette  quantité  par  a,  et  l'on  en  prendra  l'intégrale  en 
faisant  varier  seulement  r,  P,  Q  (Article  V)  ;  on  aura  ainsi  la  valeur  de 

/  a(d2\d\  -t-  d2\  ÔY  -t- d2ZèZ), 

qu'il  faudra  substituer  dans  l'équation  (A),  Article  III. 
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VIII. 

Remarque.  —  Il  y  a  plusieurs  moyens  d'abréger  le  calcul  de  la  va- 
leur de 

d2XÔX-hd2YSY^-d2ZèZ; 

en  voici  un  qui  quoique  indirect  est  néanmoins  préférable  par  sa  simpli- 
cité et  sa  généralité.  On  commencera  par  chercher  la  valeur  de 

d\2-hdY2-hdZ2; 

et  pour  ce  j'observerai,  dans  la  supposition  présente,  que  la  valeur  de  X 
devient  celle  de  Y,  en  mettant  simplement  —  cosa  à  la  place  de  sins,  et 
sins  à  la  place  de  coss,  c'est-à-dire  en  augmentant  l'angle  e  de  90  degrés; 
ce  qui  aura  par  conséquent  lieu  aussi  dans  les  valeurs  de  e?X2  et  de  e?Y2  ; 
d'où  il  s'ensuit  que,  dès  que  Ton  aura  la  valeur  de  dX,  on  en  pourra  tirer 
tout  de  suite  celle  de  dX2-hdY2,  en  négligeant  simplement  dans  le  carré 
de  dX  tous  les  termes  qui  renfermeraient  sine  coss,  et  effaçant  dans  les 
autres  les  carrés  sin2s  et  cos2e;  après  cela  il  n'y  aura  plus  qu'à  faire  le 
carré  de  dZ,  et  l'on  aura,  après  quelques  réductions, 

dX2  +  f/YJ  -+-  f/Z2 

=  r2cos2P[c?w2  -t-  2  cosiîdude  -+-  de2  —  {  sin27re?e2-f-  jcfa2 

-+-  ~  C0S2Q'(sin2Trc?£2  —  e?::2)  —  sinaQ'siiiTrrfTrd'e] 

-t-  2/,2sinP  cosP[sinQ'(sin7re?c)c/£  ■+-  sin?:  cos7r</e2) 
-t-  cosQ'(du>dT:  -t-  cosk  dedi:)] 

-t-  r2  sin2P  [sin27T  dz2  -+-  dn2\ 

Je  différentie  à  présent  cette  équation  par  d,  c'est-à-dire  en  affectant 
les  différentielles  de  5  au  lieu  de  d;  j'aurai,  après  avoir  divisé  par  2, 

dXodX  -+-  dYèdY  +  dZ  odZ  . 

=  /•2cos2P[e?w  èdw  -t-  cosTïrfe  àda>  -h  costtc/co  S  de  —  siii7r  dut  de  ôtt  -+- . . .]  + 

Je  ne  mets  pas  cette  différentielle  en  entier  parce  que  je  ne  veux  que 
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donner  une  idée  de  la  méthode  que  je  propose.  Maintenant  je  considère 
que  ftdX  est  la  même  chose  que  d  5X,  comme  il  est  aisé  de  s'en  convain- 
cre en  considérant  la  nature  du  Calcul  différentiel;  il  en  est  de  même  des 
autres  différences  affectées  de  Bd;  on  peut  donc  mettre  partout  diï  au 
lieu  de  iïd,  et  l'on  aura 

dX  ddX  +  dY  dèY  -h  dZ  dôZ 

=  r2  cos2  P  (  dto  d  do)  -+■  cos  tï  de.  d  ôw  +  cos  t.  dot  dèe  —  sin  n  do)  dt  ôtt  .  .  .  )  +  .  .  .  • 

On  prendra  l'intégrale  de  cette  équation,  et,  regardant  les  différences 
affectées  de  à  comme  de  simples  variables,  on  fera  disparaître  leurs  dif- 
férentielles par  l'opération  assez  connue  des  intégrations  par  partie;  ce 
qui  donnera 

dX  SX  +  dY  SY  -+-  dl  SZ  -  f  (  d'  X  SX  -+-  d2  Y  SY  H-  d2  Z  SZ  ) 
=  r2  COS2  V  [dm  Soi  ■+-  coSxdcSo>  -h  cosndoiSe  ■+-■.  ..)■+-... 

—   i     r2C0S2T,[d1mSw  ■+-  d[C0S~ds)Sv  +  d(c0Sndt,>)Sz  -+-  s\n-nd'j>dï  Sx  -+■ .  .  .]  -+-  .  .  .    . 

Or  il  est  aisé  de  comprendre  que  cette  équation  doit  être  identique  et 
que  par  conséquent  il  faut  que  la  partie  algébrique  du  premier  membre 
soit  égale  à  la  partie  algébrique  du  second,  et  la  partie  intégrale  à  la  par- 
tie intégrale;  donc,  n'ayant  égard  qu'à  la  partie  intégrale  de  l'un  et  de 

l'autre  membre,  et  ôtant  le  signe  I  ,  on  aura  sur-le-champ 

d2XSX  -h  d2Y SY  +  d'ZSZ 

=  7':C0S2P[r/2MiÎM  -+-  d(coSTtdz)  Sa  -+-  d{C0S7zdù>)  Si  -+-  sin~  dwdt  St.  +...]+,...  . 

On  peut  remarquer  encore  que  cette  valeur  ne  diffère  de  celle  de 

dX  è  dX  -4-  dY  S  dY  -t-  dZ  à  dY, 

qu'en  ce  que  la  lettre  rfqui  était  après  la  ô  dans  les  différentielles  affec- 
tées de  Bd  se  trouve  maintenant  devant  les  quantités  mêmes  qui  multi- 
plient ces  différentielles,  et  que  les  autres  termes,  qui  ne  renferment 
VI.         "  3 
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point  de  semblables  différentielles,  ont  des  signes  contraires.  Ainsi,  ayant 

la  valeur  de 

dX*  +  tfY1  4-  dZ\ 

on  aura  facilement  celle  de 

d*X  àX  ■+■  d}  Y  <SY  +  d1  Z  ÔZ, 

dont  on  a  besoin  dans  la  solution  de  tous  les  Problèmes  de  Dynamique 
qu'on  voudra  traiter  suivant  notre  méthode. 

IX. 

Jusqu'ici  la  position  de  l'axe  de  rotation,  autour  duquel  nous  suppo- 
sons que  la  Lune  tourne  en  décrivant  d'occident  en  orient  l'angle  w,  est 
absolument  arbitraire,  et  nous  pourrons  prendre  telle  ligne  qu'il  nous 
plaira  pourvu  qu'elle  passe  par  le  centre  de  gravité;  mais  le  calcul  sera 
beaucoup  simplifié  si  l'on  suppose  qu'abstraction  faite  des  forces  étran- 
gères, la  rotation  de  la  Lune  doive  être  uniforme,  e.t  son  axe  une  ligne 
fixe  et  invariable.  Voyons  donc  les  conditions  qui  résultent  de  ces  suppo- 
sitions; pour  cela  il  n'y  a  qu'à  faire 

T  =  o,     S  =  o 
dans  l'équation  (A),  ce  qui  la  réduit  à 

~  fa{d*XàX  -+-  d'Y  ÔY  -+-  d*l  ÔZ)  —  o; 

et  il  faudra  que  cette  équation  soit  vraie  en  faisant 
d*<n  =  o,     de  =  o,     du  =  o  ; 

or,  clans  ce  cas,  on  aura  (Article  VII) 

d2  X  SX  -+-  d*  Y  <5 Y  +  d*Z  SZ 

=  r2sin  PcosPcosQ'siii7r</co2<k  —  /^sinP  cosPsinQ'rfaj'âîr; 
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donc  l'équation  à  vérifier  sera 

s'mndtfde  f         .                                d^àri   f      ,   .    _        _    .    _, 
-T- /  arJ  smP  cosP  cosQ ~ï~T~  f  al"  sin"  cos°  S'nQ  —  °> 

laquelle  donne  séparément  les  deux  suivantes  (Article  IV,  à  la  fin) 

(F)  /  «r'sinP  cosP  cosQ'  =  o,       /  «r2sinP  cosP  sinQ'  =  o. 

Telles  sont  les  conditions  nécessaires  pour  que  la  Lune  puisse  d'elle- 
même  tourner  uniformément  autour  d'un  axe  fixe;  par  conséquent  si  l'on 
suppose,  comme  les  observations  de  la  libration  paraissent  le  démontrer, 
que  ces  conditions  aient  lieu  dans  la  rotation  de  la  Lune,  il  faudra  négli- 
ger, dans  la  valeur  (Article  VII)  de 

d'XèX-hd'YÔY  -W'ZÔZ, 

tous  les  termes  où  se  trouvent  sinPcosPcosQ'  et  sinPcosPsinQ';  et 
pour  avoir  l'intégrale 


/■ 


(nf2XÔX  +  d'YÔY  +  d'ZÔZ), 

il  n'y  aura  plus  qu'à  mettre  au  lieu  de  Q'  sa  valeur  Q  -+-  w;  ce  qui  donne 

cos2Q'=  cosaQ  cos2w  —  sin2Qsin2w, 
sin2Q'  =  C0S2Q  sin2w  -4-  sin2Q  cos2w. 

En  supposant,  pour  abréger, 

I  «/,2cos2P  =  H,       I  ar2sin2P  =  K, 

1  «r2cos2PcoS2Q  ==  M,       /  a/'2cos2Psiri2Q  =  N, 
on  trouvera  pour  la  valeur  de 


hh 


,.     ,  ..(d'XdX  +  d'YÔY +  d*ZdZ) 
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une  expression  de  cette  forme 

12  ô&>'-4-  E ôe  -t-  H  Ô7r, 
dans  laquelle 

12  =  — , H  -) i (Msin2w  -4-  Ncos2m1 

dt"-  idt2 

sirnid^ds    -.  ,T   .         . 

h -r^ (  M  cos  2  <a  —  M  sin  2  w  ), 

E  = rfF H  +  ~^ (K-yH) 

sin2?:  f/&)  </e  -i-  -</(  sin Tidit )  ,,»    .  „ 
; ~ — - —    — -(M  sin  2»  -+-  Ncos26j) 

-jd(sin27:6?ê)  —  sin7tc?w6?7r  ...  ..    . 

-+- j- (  M  cos  2  w  —  N  sin  2  (ù  ), 

TI_sinxdudz           d'nfiV   ,    v,   ,    suit:  cos  ttc/e2 
n-~-rf? H+^(?H  +  K)+ ^ (TH-K) 

doidn  —  4sin7rc?2£  ...    .  „ 

—  (  M  sin  2  w  +  N  cos  2  m  ) 


sin7Tû?6i</e  -+-  jd2n  -+■  }sin7r  cosnde' 
dt2 


M  cos2w  —  N  siii2w). 


X. 

Scolie  I.  —  On  aurait  tort  de  croire  que  les  conditions 

I  cxr2  sinP  cosPcosQ'  =  o,        /  ar2s\nV  cosPsinQ'=  o 

rendissent  notre  solution  moins  générale;  car  je  vais  démontrer  que, 
dans  quelque  corps  que  ce  soit,  on  peut  toujours  trouver  trois  axes  qui 
passent  par  le  centre  de  gravité,  par  rapport  à  chacun  desquels  ces  deux 
équations  aient  lieu  en  même  temps. 

Pour  cela,  imaginons  pour  un  moment  que  la  position  de  la  Lune, 
que  je  considérerai  ici  comme  un  corps  quelconque,  soit  fixe  par  rap- 
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port  au  plan  de  son  écliptique;  et  cherchons  la  position  du  plan  de 
l'éqUateur  de  manière  que  l'on  ait 

/  ar1  sinP  cosP  cosQ'=  o,       I  ar-  sinP  cosP  sinQ'=  o; 

on  aura  d'abord,  en  combinant  les  formules  (C^de  l'Article  VI, 

sinP  =  sinTt  cosp  sinq'  ■+-  costc  s'mp, 

cosPsinQ'=  cosn  cos/>sinç'—  sin7r  s'mp, 

cosP  cosQ'=  cosp  cosq'  ; 
donc 

sinP  cosPsinQ'  =  sin^  costc  (cos2/>  sin2^' —  sin2/>)  -+-  (cos2tc  —  shi'tc)  cosp  sinp  sin</', 
sinP  cosP  cosQ'  =  sinjrcos2/Jsin<7'cosy'-(-costrsin/)COS^cosi7', 

et,  en  mettant  pour  q'  sa  valeur  q  —  s  afin  que  l'angle  q'  ait  une  origine 
fixe, 

sinP  cosP  sinQ' 
=  sin^  costc(cos!/>  sin2  7  cos'e  —  a  cos2/»  sin<7  cos</  siiwcoss  -+-  cos2p  cos2 17  sin2;  —  sin2/>) 
-+-  (cos2tt  —  sin27r)  (cosp  sinp  sin  7  cose  —  cosp  sinp  cos'j  sins), 

sin  P  cos  P  cos  Q' 

=  sinncos'/'siiii/  cos  </ (cos2  s  —  sin2  =  )  -+-  sin  tc  sin  s  cos;  (cos2/>sin2<jr  —  cos2/;  cos2  y) 
+  cos  tc  (  sinp  cosp  sin  </  sin  e  -+-  si  n  p  cosp  cos  q  cos  s  ) . 

Donc  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

I  ar'cos-p  sin'q  =  A,  l  ar2  cos*p  cos'q  =  B, 

I  xr1  cos'p  sinq  cosq  ==  C,  /  ar2  cos/;  sinp  sinç  =  1), 

J  ar2  cosp  sinp  cos</  ==  E,  I  ar2sin2p  ==  F, 
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on  aura 

/  a/'2sinPeosPsinQ' 
=  sinîycos7v(Acos:«—  aCsirucoss -t- Bsiir;  —  F)  -+-  (cos2w  —  sin2w)  (Dcoss  —  Esins)  =  o, 

/a/-2sinPcosPcosQ' 
=  sin7r[(A  — B)sinecoS£-+-C(cos2e—  sin2s)]  -)-C0S7r(Dsins-(-Ec0SE)  =  o, 

deux  équations  d'où  l'on  tirera  les  valeurs  de  £  et  n. 
La  première  nous  donne 

tang7T  Esine  — Dcose 

i  —  tangJ7r        A  cos'ê  —  2CsinscoSE  -+-  Rsin2E  — F 

et  la  seconde  nous  donne  aussi 

—  Dsine  —  Ecose 

g    "~  (A  —  R)  sinecose  -i-  C(cos2e  —  sin2E)' 

donc,  chassant  tang7r  et  faisant  sins  =  x,  on  aura,  après  les  réductions, 
une  équation  de  cette  forme 


a.v  -t-  bx1  -+-  if+gx')  y'i  —  x2  =  o, 
dans  laquelle 

a=  CDK  -+-  EHK  -  C2E  —  aCHB  +  aD'E  -  E% 

b  —  _2CDK  —  EHK-+-  3CDH  -+-  ?.C2E  —  3D2E  -+-  E3, 

/=CEK-C2D  +  E2D, 

g  =  DHK  —  aCEK  —  CEH  -+-  2C2 1)  -+-  ï)3  —  H2 D  -  3E2D, 

K  étant  =A  — F  et  H  =  A  —  B.  Cette  équation,  étant  dégagée  des 
signes  radicaux,  devient  celle-ci 

2  ab  -t-  1  fg  —  g2     ,       a2  ■+-  f'  —  if  g    ,  f2 

b2-hg2  b2  +  g2  ■■    b2-+-g2 

laquelle,  ayant  son  dernier  terme  négatif,  et  ne  renfermant  aucune  puis- 
sance impaire  de  x,  aura  nécessairement,  comme  on  sait,  au  moins  deux 
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racines  réelles  et  égales,  l'une  positive  et  l'autre  négative;  donc,  puisque 


lange  = 


fjl  — x3 


on  aura  au  moins  une  valeur  de  tangs,  et  par  conséquent  de  l'angle  s; 
et  cette  valeur  étant  substituée  dans  l'expression  de  tangrc  ci-dessus,  on 
aura  l'angle  n  correspondant.  Ayant  les  angles  s  et  n,  on  aura,  comme 
on  le  voit,  la  position  du  plan  cherché  de  l'équateur  par  rapport  au  plan 
donné  de  l'écliptique.  Si  D  =  o  et  E  =  o,  alors  tangrc  =  o,  et  le  plan 
cherché  tomberait  dans  le  plan  donné,  ce  qui  est  évident,  parce  que  lés 
deux  équations 

/  ocr2  cosp  sinp  sin(/  =  o,       /  xr2  cosp  sinp  cosq  =  o 

sont  analogues  aux  équations  de  condition 

I  ar'  cosPsinP  sinQ'  =  o,      I  car"-  cosPsinP  cosQ'=o;' 

mais,  en  reprenant  les  équations  qui  résultent  immédiatement  de  ces 
deux  dernières  équations  et  y  mettant  D  =  o  et  E  =  o,  on  trouve 

sinu  cos7r(A  cos2s  —  2'C  sine  cose  -+-  Bsin'e  —  F)  =  o, 
sin7r[(A  —  B)  sine  cose  -f-  C(cos'-e  —  sin-'s)]  =  o, 

équations  qui,  outre  la  racine  n  =  o,  donnent  encore 

costt  ==  o,      (A  —  B)  sine  cose  -+-  C(cos2e  -r-  sin'e)  =  o; 
savoir,  en  faisant  tangs  =  /, 

B— A 


G 


t  —  I  =  o, 


dont  les  deux  racines  sont  nécessairement  réelles,  à  cause  du  dernier 
terme  négatif;  de  là  il  s'ensuit  que  si,  après  avoir  trouvé  par  les  équa- 
tions ci-déssus  la  position  du  plan  cherché,  on  regarde  maintenant  ce 
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plan  comme  donné,  on  trouvera  encore  deux  autres  plans  qui  auront  la 
même  propriété,  et  dont  la  position  par  rapport  à  celui-là  sera  détermi- 
née par  les  équations 

B  —  A 

COS7T  =  O,         t2  H t  —  I  ==  O. 

Donc  :  i°  ces  deux  derniers  plans  couperont  le  premier  à  angles  droits; 
2°  ils  se  couperont  l'un  l'autre  avec  un  angle  égal  à  la  différence  des 
angles  qui  ont  pour  tangentes  les  deux  racines  de  l'équation  en  /;  c'est- 
à-dire  qu'en  nommant  t!  et  t"  ces  racines,  la  tangente  de  l'angle  en  ques- 
tion sera,  à  cause  de  t't"=  —  i, 

/'  —  t"        t'  —  t" 

I  -t-  /'  /"  O 


XI. 

Scolie  H.  —  A  l'égard  des  quantités  H,  K,  M,  N  de  l'Article  IX  [équa- 
tions (G)] ,  il  est  clair  que  leur  valeur  dépend  entièrement  de  la  figure  et 
de  la  constitution  intérieure  de  la  Lune;  car,' soit  D  la  densité  d'une 
particule  quelconque  u,  on  trouvera  aisément 

c  =  Hr>cosPdQdPdi; 
et  l'on  aura 

H  =  f  D r>  dr  cos3 P  f/P  f/Q,  K  —  MJ  r\  dr  sin2  P  cos  P  r/P  dQ, 

M=  fDr*drcos3PdP  coszQdQ,  N  =  /  I)rV/rcos5Pc/P  sin  aQ  f/Q; 

et,  pour  avoir  la  valeur  complète  de  ces  intégrales,  il  faudra,  après  avoir 
substitué  pour  D  sa  valeur  en  r,  P  et  Q,  intégrer  :  i°  en  faisant  varier  r 
et  en  mettant,  après  l'intégration,  sa  valeur  en  P  et  en  Q,  qui  dépend 
de  la  figure  de  la  Lune;  2°  en  faisant  varier  Q  et  en  mettant,  après  l'in- 
tégration Q  =  c,  c  étant  la  circonférence  d'un  cercle  dont  le  rayon  =  i  ; 

3°  en  faisant  varier  P  et  en  mettant,  après  l'intégration,  P  =  -f-,  et  dou- 
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blant  les  termes.  Comme  la  figure  de  la  Lune  est  sensiblement  sphérique, 
on  ne  s'éloignera  pas  de  la  vérité  en  la  regardant  comme,  formée  de  dif- 
férentes couches  à  peu  près  sphériques  et  dont  chacune  soit  partout  de 
la  même  densité;  soit  donc  r'(i  -+-  e'%)  le  rayon  variable  d'une  couche 
quelconque  de  densité  uniforme,  r'  étant  le  rayon  de  cette  couche,  qui 
est  perpendiculaire  au  plan  de  l'équateur,  e  une  quantité  constante  très- 
petite,  et  \  une  fonction  quelconque  de  r',  P  et  Q,  qui  soit  nulle,  lorsque 
P  =  go0.  On  remarquera  :  i°  que  la  quantité  D  sera  une  fonction  de  r' 
seulement;  20  que,  si  l'on  néglige  les  carrés  et  les  puissances  plus 

hautes  de  e,  on  aura,  en  faisant,  pour  abréger,  — j^—  =  X, 

ridr=r'idr' '-+-  e      ,     ■'  dr'  =  r'"dr' +  eXdr'; 
dr 

d'où  il  suit  qu'on  aura 

H  =  /  D  r"  dr'  cos3  P  dS  dQ  -+-  e  f  DX  dr'  cos3P  dP  dQ, 
K=  fnr'^dr'  sin2P  cosPrfP  dQ  +  e  JBXdr'sWP  cosP  dP  dQ, 
M=  f  Dr'*  dr'  cos3P  coszQdPdQ+  e  f  T)Xdr'  cos3 P  coszQdPdQ, 
N  =  A)r"1(/r'cos3Pd,Psin2QdQ  +  e  jDXdr'  cos3P dP  sinzQdQ. 


II, 


Soit 
on  aura 


/' 


fvr'tdr1  cos*PdPdQ  =  F   Ccos3PdPdQ  =  cV  fcos3  P  dP  ==  {  c  F  ; 
on  trouvera  de  la  même  manière 

jDr"dr-'  sin2P  cosPf/P</Q  =  |cF, 
/l)r'*(/r'eos3P</Pcos2Qc/Q=:o,      /  Dr"*'  cos3P</P  sinzQdQ  =  o; 

VI.  4 
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on  aura  donc 


=  icF  +  ê  I  DXtfr'cos>PrfP'/Q  )  [  H  =|cF, 

à  très-peu  près 


K  =  4cF; 


?F  -+-  e  f  DX  f//-'  cos'P  JP  r7Q 
K  =  f  cF  +  e  /  DX</r'sin2PcosPc/P</Q 
M  — e  rDX(/r'cos3Pf/PcosaQ</Q, 
N  =  e  ÇuXdr'cos'PdPsin^QdQ. 

D'où  l'on  voit  :  i°  que  les  quantités  H  et  K  sont  des  quantités  finies; 
2°  que  les  quantités  M  et  N  sont  des  quantités  très-petites  par  rapport 
à  H  et  K,  étant  de  l'ordre  de  e;  3°  que  la  quantité  K  —  |H  est  aussi  une 
quantité  très-petite  du  même  ordre,  étant  égale  à 

e  fl)Xdr'(sin2P  —  ;  cos2P)  cosPc?Pf/Q. 

Quant  à  la  masse  de  la  Lune,  on  la  trouve  en  intégrant  l'expression 
de  «,  savoir,  dans  la  supposition  présente, 

D  r'dr  cosP  dP  dQ  =  D  r'Hlr'  cos  P  f/P  dQ  +  éDX'dr'  cos  P  dV  dQ, 

et  son  intégrale  sera 

a  c  /  D  r'-dr'  +  e  j  DX'dr'  nos  P  f/P  dQ, 

en  prenant  ici  X'  pour  la  valeur  de  — t-t^m 

Donc,  nommant  cette  masse  L,  on  aura,  aux  quantités  de  l'ordre  de  e 
près, 

L  =  2cfl)r"dr',      d'où       f\)r''dr'=: 

Or,  quoique  sans  connaître  la  valeur  de  D  on  ne  puisse  déterminer  le 
rapport  de  F  ou  de  I  X)r"'dr'  à  /  Dr'-dr1 ,  on  peut  néanmoins  trouver 
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des  limites  entre  lesquelles  ce  rapport  doit  nécessairement  demeurer. 
Il  est  clair  :  i°  que,  si/exprime  la  valeur  de  r'  à  la  surface, 

Çlir'idr'<fi  ij)r"dr[, 

parce  que  r"'  est  toujours  </V2;  de  plus  on  a 

fl)r'*dr'^  |D/S  — |  fr">dD,       f»r'»6?r'=  jD/3  -  j  fr'3dD; 

ce  qui  donne 

3f  f-Dr»dr'—  5  j  Hr"dr'  =  fr'*(r"  -f2)dl) 

égale  à  une  quantité  positive  si  dh  est  négatif,  et  à  une  quantité  néga- 
tive si  c?D  est  positif,  parce  que  r'2  </2;  donc,  20  si  la  densité  diminue 
du  centre  à  la  circonférence, 

jBr'>dr'<^f2  ilïr"dn'; 

mais  si  elle  augmente, 

f'Dr',dr'>lp  fl)r"dr'; 

ainsi,  dans  ce  dernier  cas,  la  valeur  de  F  sera  contenue  entre  les  limites 

PL  3   PL 

- —      et     ■= 

ic  5'   2  c 

Si  la  densité  était  partout  la  même,  on  aurait  alors 

5      2  6' 

XII. 

Scolie  III.  —  On  peut  au  reste  déterminer  la  figure  de  la  Lune  par  la 
Théorie,  en  supposant  qu'elle  ait  été  originairement  fluide,  et  qu'elle  ait 
conservé,  en  se  durcissant,  la  forme  qu'elle  aurait  dû  prendre,  en  vertu 
de  la  gravitation  mutuelle  de  ses  parties,  combinée  avec  la  force  centri- 

4- 
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fuge  et  avec  l'attraction  de  la  Terre.  Pour  cela,  nous  supposerons  que  le 
premier  méridieji  de  la  Lune,  d'où  l'on  commence  à  compter  les  angles  Q, 
soit  celui  qui  passe  par  la  Terre,  lorsque  le  lieu  moyen  de  cette  Planète 
est  égal  à  son  lieu  vrai,  et  nous  regarderons  l'attraction  de  la  Terre 
comme  agissant  dans  le  sens  du  diamètre  de  l'équateur  qui  se  trouve 
dans  le  premier  méridien;  ce  qui  est  vrai  à  très-peu  près,  à  cause  que  la 
Lune  nous  présente  toujours  sensiblement  la  même  face.  Or  soient  ©  le 
rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  sous  l'équateur  de  la  Lune 
et  p  la  distance  moyenne  du  centre  de  la  Lune  à  la  Terre;  on  trouvera 
généralement  pour  la  figure  de  chaque  couche 

£  =  A  cos2P  -i-  B  cos2P  cos2Q, 

et  les  deux  quantités  A  et  B  seront  déterminées  par  les  deux  équations 
suivantes 


!K) 


i    5  Lor's 
e     ^cf3 

i    3T  5/-'5 
e  2p3    2.c 


5L/-' 

2A 

1C 

SLr' 

U 

-  fvd{Ar'i)  +  r"(&—  fl)d\\  =o, 

-  fDc/(B/-'s)-f-  r"(n  -  JDdBj  =  o, 


jS  et  yj  étant  égales  à  ce  que  deviennent  /  DdA  et  /  DdB,  lorsque  r'=f; 

la  démonstration  de  ces  formules  est  facile  à  trouver  par  les  principes 

établis  par  MM.  Clairaut  et  d'Alembert;  je  ne  la  donne  point  ici,  pour 

ne  pas  m'écarter  trop  de  mon  objet  principal.  On  aura  donc  dans  cette 

hypothèse 

X—     \  ,      =      j  ,       cos'Ph ,  ,       cos2Pcos2Q; 

dr  dr  dr 

et  par  conséquent  on  trouvera 

fDXc/;' cos3PrfPrfQ=ff  c  fDd(Ar's)  + ff  e  A)rf(B/',s), 

f  DX  dr'  sin2  P  cos P  dV  dQ  =  -±c  f  D d{  A  r's)  +  -fr  c  fl)d(  B /•" ), 

f  DX  dr'  eos3P  r/P  cosaQ  dQ  =  -^  c  A)  d(  B  r"-), 
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et 


ZdX  dr'  cos8PdP  sinaQ  dQ  =  o. 


Par  là  on  aura 


(L) 


M  =  ^  fl)d(Br'%     N  =  o, 

_  iH  =  -  iy  f\>d(Ar")  -  ^  fvdÇBr"). 

Si  l'on  suppose  D  =  i,  on  aura  alors 

M.=  4"Ç».  K-!H  =  -i^p(A'  +  iB<), 

io  i5 

en  prenant  A' et  B'  pour  les  valeurs  de  A  et  B,  lorsque  r'=f.  Mais,  si 
l'on  veut  avoir  égard  aux  conditions  de  l'équilibre,  on  aura,  par  les 
équations  (K),  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  densité  D, 

j  ic  4ce        J  2C  2p  2ce 

en  mettant  r' =/■  Si  l'on  supposait  de  plus  la  densité  constante  et  égale 
à  i ,  on  aurait,  à  cause  de  L  =  —^—  dans  cette  hypothèse, 

5Ly         _  i  _  i5T/'  _  i5T/' 

ioL-4c/3~,tp'  2p»(5L-2c/3)  ~~    4Lp3   ' 

Du  reste  on  remarquera  que  e(A'  +  B')  sera  dans  ce  cas  l'ellipticité  du 
premier  méridien,  et  eh!  celle  du  méridien  qui  est  à  90  degrés  de  là; 
d'où  il  suit  que  les  deux  demi-axes  de  l'équateur  seront  J{i  -+-  ek'-h  eW) 
et/(i  +  ek'),  et  que  son  ellipticité  sera,  à  très-peu  près,  eB'. 


XIII. 

Il  reste  encore  à  trouver  la  valeur  des  deux  ternies  j  °^-  et  j  -^  de 
l'équation  (A).  Pour  cela,  soient 
p  le  rayon  de  l'orbite  de  la  Terre  autour  de  la  Lune,  projeté  sur  le  plan 
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de  I'écliptique  lunaire;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  rayon  de 
l'orbite  de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  réduit  a  I'écliptique; 

v  la  longitude  de  la  Terre,  vue  du  centre  de  la  Lune,  ce  qui  est  la  même 
chose  que  la  longitude  de  la  Lune  vue  du  centre  de  la  Terre  et 
augmentée  de  180  degrés; 

À  la  tangente  de  la  latitude  de  la  Terre,  vue  de  la  Lune,  et  supposée  au- 
dessus  de  I'écliptique  lunaire,  laquelle  est  égale,  mais  de  signe 
contraire  à  celle  de  la  Lune  vue  de  la  Terre. 

On  aura,  comme  il  est. très-facile  de  le  concevoir, 
x  =  pcosv,    _r  =  psinLi,     z  =  p\; 

et,  si  £  exprime  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  la  Lune  et  i  la  tan- 
gente de  l'inclinaison  de  l'orbite,  la  valeur  de  X  sera,  suivant  les  déno- 
minations qu'on  vient  de  poser, 

X  ==  —  /  sin(u  —  1800  —  Ç)  =  z'sinfu  —  Ç). 

Soient  aussi 

p'  le  rayon  de  l'orbite  apparente  du  Soleil  autour  de  la  Terre, 
v'  sa  longitude. 

Il  est  visible  qu'on  aura 

x' —  x  7=  p'  cosî/,     y' — y  =■  p' .sin  y',     z'=zz, 
savoir 

x' =z  p'cosu'-i-  p  cos  y,    y' =  p'  sinu'  -+-  p  sinu,     z' =  z  =  pi. 

On  fera  donc  toutes  ces  substitutions  dans  l'expression  de  R  et  de  R' 
(Article  II),  et  l'on  aura,  après  quelques  réductions  fort  simples,  en 
substituant  pour  X,  Y,  Z  leurs  valeurs  [Article  VI,  équations  (E)],  et 
réduisant, 

R2  —  p-(n-  l2)  —  ap(Xcos v  -+■  Y sin  v  ■+-  11)  -+- X2 -f-  Y2 -+-  Z 
=  p2(i  -+-  X2)  —  2p/-sinP[sin(u  —  e)  sin7r-+-À  costt] 

—  2  pr  cos  P  sin  Q'  [sin  (v  —  e)  cosu  —  1  sin  7r]  —  2  pr  cos  P  cos  Q'  cos  (u  —  z)  -+-  r'. 
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On  aura  de  même 

R'2=p'2H-  2p'pcos(i/  —  u)  +p2(n-X2)  —  2p'(Xcosi/+Ysinw')- 

—  2P(Xcosu-4-Ysinu-+-ZX)+X2  +  Y2-t-Z2 

=  p'2H-  2  p'p  cos  (t/  —  v)  +p2{i -hl-)  —  2p'rsinPsin(u'  — s)  sirm 

—  2p'rcosPsinQ'sin(u'  — £)cos7r—  2p'rcosP  cos  Q' cos  (1/  —  s) 

—  2prsinP[sin(u  —  e)  sinTr  +  X  costt] 

—  2 pr  cos P  sin Q'  [sin (u  —  e)  costt  —  1  sin tt]  —  2 pr  cos P  0 os Q'  cos (u  —  e)  +  /,2. 

Substituant  au  lieu  de  Q'  sa  valeur  Q  +  w,  et  faisant,  pour  abréger, 
après  avoir  développé  les  sinus  et  les  cosinus  de  Q  +  w, 

T  =  sin(u  — e)sinTr  +  À  costt, 

A  =  sin  m  sin  [u  —  e)  costt  -+-  cos  m  cos(u  —  e)  —  Xsinw  sinir, 

A  =  cos co  sin!  u  —  e)  costt  —  sin™  cos(u  —  e)  —  1  cos  m  shiTr, 

(m; 

I  r'=  sin(i/  — e)sin7r, 

f  A'==sin&)sin('u'—  e)  costt -t-cosw  cos(u'  —  e), 

1  A'=  cosw  sin(u'  —  e)  costt  —  sin  w  cos (1/  —  s), 


R2  =p2(n-X2)  —  2p/'sinP  xT—  2prcosPcosQx  A—  2pr cosP  sinQ  x  A  +  r2, 

R'2=-p'2-+-2p'pcos(i/ —  u)4-p2(n-X2)  —  2/-sinP  x  (pT'-f-pD 

—  2  7-cosPcosQ  X  (p'A'  +  pA)  — a/'cosPsinQ  x  (p'A'  +  pA)  +  r\ 

XIV. 

Je  différentie  maintenant  la  valeur  de  R2  qu'on  vient  de  trouver,  en 
taisant  varier  seulement  go,  s,  n,  et  en  écrivant  à  au  lieu  de  d;  j'aurai,  en 
retenant  les  lettres  r,  A,  A,  et  divisant  par  2, 

RôR  =  —  pr(sinPôr+  cosPcosQâA  -4-  cosP  sinQÔA), 
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On  a  de  plus,  en  négligeant  les  carrés  et  les  autres  puissances  de  /-vis- 
à-vis  de  p, 

-L  =  ! j  h ^-^rsinP-H  AcosPcosQ-4- AcosPsinQ). 

R3       p^i  +  X»)"5       p^i  +  X'f 

On  multipliera  donc  ensemble  ces  valeurs  de  R§R  et  de  ^  en  ayant 
attention  de  rejeter  tous  les  termes  qui  renfermeraient 

rsinP,     rcosPsinQ,     /-cosPcosQ,     r2sinPcosPcosQ,     r2sinP  cosP  sinQ, 

par  la  raison  que  l'intégrale  de  ces  termes,  après  avoir  été  multipliés 
par  a,  est  égale  à  o  [Article  V,  (B)  ;  Article  IX,  (F)]  ;  on  multipliera  en- 
suite chaque  terme  du  produit  par  oc,  et  l'on  en  prendra  l'intégrale,  en 
se  souvenant  que  l'on  a  [Article  IX,  (G)] 

/  ar2cos2P  =  H,        /  ccr-  cos'P  COS2Q  =  M, 

|  ar2sin2P=K,       I  «/•'  cos2Psin2  Q  =  N, 
ce  qui  donne 

ra/-2cos2Pcos2Q  =  i(H  +  M),       r«/-2cos2Psin2Q  =  i(H-  M), 
ar2cos2PsinQ  cosQ  =  jN. 


/■ 


Par  ce  moyen,  on  aura 

f'~=± ^£L_[Krôr  +  }H(AÔA-h  AÔA) 

-t-^M(AÔA  —  AÔA)  + |N(AÔA  -4-  AÔA)]. 
Or  on  trouve,  par  la  différentiation  de  Y,  A,  A  (Article  précédent), 
§T  =  —  cos(u  —  s)  sin7tôe  -+-  [sin(u  —  s)  costc  —  Xsin7r]Ô7r, 

ôA  =  [coswsin(u  —  s)  cosrc  —  sinw  cos(u  —  s)  —  )iC0SMsin7r]ô&> 

—  [sinco  cos(u  —  s)  costt  —  cosco  sin(u  —  e)]ôe 

—  [sinto  sin(u  —  e)  sin7i  +  >isindocos7:]Ô7r; 
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savoir,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  par  la  seule  inspection  des  for- 
mules (M),  Article  précédent, 

ôÀ  =  Adco  -+-  (A  costt  -l-  T  cosco  sinir)âs  —  T  sinco  Ô7r. 

On  a  de  même 

SA  =  —  Aow  —  t  A  costt  -+-  r  sinco  sinn)  de  —  r  cosco  <5tt; 
donc 

AôA  -4-  AôA=  L(A  cosco  —  A  sin  m)  sin  7r  de  —  r(Àsinw  -+-  Acosw)âîr, 

AôA  —  AôA  =  aAAâco  -h  2AAcosTrck  -t-  T(A  cosco  -+-  A  sinco)  sinîrâe 

—  T,(A  sin co  —  A  cos<u)Ô7v, 

Ac5A  -t-  AâA=  (A2  —  A2)ôco  -t-  (A2  —  A2)  costt  ck  -t-  Ti  A  cosco  —  A  sinco)  sinvrâE 

—  r<  A  sinco  -4-  Acosco)â7r. 

Donc,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

/'^  = ^L_  (o'ôw  +  e'ôe  +  n'ôTt), 

on  aura 

il':=MAA-t-iN':A2  —  A2;, 

E'  =  (  —  K-+-}H)rcos(i/  —  e)sin7t  +  7M[2AAcos7T  +  r(Acosco  +  Asinw)sin7T] 

-t-jN[(A2  —  A2)  costt -i-  r  (A  cosco  —  A  sinco)  sinn], 

11'=  (K  — 4-H')r[sin(u  —  e)  costt—  ).  sinTr]  —  iftir(Asinco  —  A-cosco) 
—  }Nr(A  sinco  -t-  A  cosco). 

On  remarquera  que  dans  ces  formules  j'ai  mis  pour  A  cosco  —  A  sin  w 
sa  valeur  cos(u  —  e),  et  pour  A  sinco  -+-  A  cosco,  sin(u  —  s)  cosît  —  XsinTr; 
mais  j'ai  conservé  dans  les  autres  ternies  les  lettres  T,  A,  A,  tant  pour 
rendre  les  expressions  moins  composées  que  pour  les  raisons  qu'on  verra 
plus  bas. 

VI.  5 
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XV. 

On  cherchera  d'une  manière  semblable  la  valeur  de  /  -stt'  et  pour 

cela  il  suffira  de  remarquer  :  i°  que,  dans  l'expression  de  R'2  (Ar- 
ticle XIII),  on  peut  négliger  les  termes  pT,  pA,  pA  vis-à-vis  de  pT', 
p'A',  p'A',  parce  que  le  rayon  p'  de  l'orbite  du  Soleil  est  incomparable- 
ment plus  grand  que  le  rayon  p  de  l'orbite  de  la  Lune;  i°  que  la  valeur 
de  R'2  ne  différera,  après  cela,  de  celle  de  R2,  qu'en  ce  qu'il  y  aura, 
au  lieu  de  p2(i  -+-  X2), 

p"  -I-  2p'p  COS(l/ —  II)  -+-  p2(l  -I-  l2), 

quantité  qu'on  peut  réduire  par  la  même  raison  à  p'2;  et  au  lieu  des 

(T,  A,  A,  p  elX),  (T',  A',  A',  p'  et  zéro);  d'où  il  s'ensuit  que,  si  Ton  fait 

pareillement 

/aôR'  3p'2  ,  _,,  .         T_,„ .        _„ .    . 

K  p 

on  trouvera  aussi 

Q"=  MA'A'+  |N(A"  —  A'3), 

E''  =  (— K+|H)Fcos(u'— e)sin7r  +  jM[2A'A'co'S7r-t-F(A'coswH-A'sinw)  sin7:] 
+  |N[(A'2  —  A'2)  costt  -+-  F(  A'cosm  —  A'sinw)  sin7r], 

n"=(K  — iH)Fsin(u'  — e)  costt  —  }MF(A'sinw  —  A'cosco) 
—  ■jN  F  (A'sinw  +  A'cosw). 

XVL 

Remarque.  —  La  valeur  de  R  de  l'Article  XIII  nous  fournit  un  moyen 
commode  et  simple  de  trouver  la  position  du  centre  apparent  de  la  Lune 
par  rapport  à  son  équateur  et  à  son  premier  méridien.  Car,  comme  la 
quantité  R  exprime  la  distance  de  chaque  point  a  de  la  Lune  au  centre 
de  la  Terre,  il  est  évident  qu'elle  sera  la  plus  petite,  lorsque  le  rayon  r 
sera  dans  la  ligne  qui  joint  les  centres  de  la  Lune  et  de  la  Terre,  c'est- 
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à-dire  qui  passe  par  le  centre  apparent  de  la  Lune;  donc  si  l'on  fait  :  la 
distance  du  centre  apparent  de  la  Lune  au  plan  de  Péquateur  lunaire  =  ty  ; 
la  distance  du  méridien  qui  passe  par  le  centre  apparent  au  premier  mé- 
ridien =  0,  il  n'y  aura  qu'à  mettre,  dans  l'expression  de  R,  ^  au  lieu 
de  P,  et  6  au  lieu  de  Q,  et  faire  ensuite  sa  différentielle  égale  à  zéro,  en 
regardant  if  etO  comme  variables;  ce  qui  donnera 

—  2pr(T  cos^1  —  A  cosQ  sin^  —  A  sin  9  sin^)^ 

-)-  2 p ;•( A  cos iJj  sin 8  —  A  cos i|>  ces 8)d8  =  o ; 

d'où  l'on  tire  séparément  les  deux  équations 

Tcos^  —  A  cos  S  sin  4*  —  A  sin  6  sin^  =  o,     A  cosij'  sin  9  —  A  cos^  cos  8  =  o; 

la  dernière  donne  d'abord 

sin6  ___  A 

cos  6  —  A  ' 
d'où 

.    „  A  A 


y/ A2  -(-  A2  y/ A2  -+-  A2 

ensuite  la  première  nous  donnera 

sin  41 r 


cos<\i       Acosô  ■+■  A  sin© 
et,  en  substituant  pour  sinô  et  cos$  les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver, 


sin  >4> f 

cos+^^+Â7' 


d'où  l'on  tire 


•    i  r  i  v/A2 

sinilj  =  ,       COSOi  = 


y/P  -+-  A2  +  A2  '        V/P  + A2  -i-  A2 

mais  on  a  par  les  valeurs  de  T,  A,  A  [Article  XIII  (M)], 

P  -+-  A2  -+-  A2  =  i  -t-  V  ; 
donc,  substituant  cette  valeur,  on  aura 


r  =  sin4»  y/n-  ^2i     y/ A2  -+-  A2=  cos^  y^t  -t-XJ, 
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et  par  là 


A  =  cosô  cosA^/i  -+-  X',     À  =  sin  9  cos  41  v^1  -+  ^  ■ 

Ainsi  l'on  aura  les  valeurs  de  F,  A,  A  exprimées  par  les  angles  Ô  et  di, 
et  vice  versa  on  aura  ces  angles  exprimés  par  les  quantités  F,  A,  A, 
c'est-à-dire  par  les  angles  w,  a,  -  et  v. 

On  trouvera  de  la  même  manière,  en  changeant  simplement  T,  A,  A 
en  F,  A',  A',  et  faisant  X  =  o,  les  angles  ô'  et  <|/  qui  donnent  le  centre 
apparent  de  la  Lune  vue  du  Soleil,  c'est-à-dire  du  centre  de  l'hémisphère 
éclairé;  et,  comhinant  ces  angles  avec  les  ansles  6  et  <h,  il  serait  aisé  de 
déterminer  généralement  les  pliases  de  cette  Planète. 


XVII. 

Corollaire  général.  —  Il  Faut  maintenant  substituer  dans  l'équa- 
tion (A)  les  valeurs  que  nous  avons  trouvées  (Articles  IX,  XIV  et  XV); 
ce  qui  la  changera  en  celle-ci 

O ^-_  q,  _  3|  Q,\  fki       /E 3T_  E,  J  3S  E>A  d. 

P3(t  +  X2)3  /  \  p3{l  +  Vf  p  / 

h- Ai-    >T  '.ir-JgnAfa  =  o, 

v    p-(.-i-ji-)'     p    ; 

laquelle  devant  être  vraie,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  différen- 
tielles o«,  rîe,  07T  (Articles  III  et  iVj,  nous  fournit  les  trois  suivantes 

(D  12 ^L_i2'_^!i!"  =  o, 

p3(i+.^)2  p3 

(  ?•  )  E  —    ■ j  L' E"  =  o, 

p3(n-A2)v  P 

(3)  n £i__  n'_ -^  n"=  o. 

p3ii-+-a2)2      ■  p 

La  première  de  ces  équations  servira  à  déterminer  les  lois  de  la  rota- 
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tion  de  la  Lune  autour  de  son  axe,  la  seconde  à  déterminer  la  nutation, 
et  la  troisième  à  déterminer  la  précession. 

XVI11. 

Scolie.  —  Les  équations  (i),  (2),  (3),  que  nous  venons  de  trouver, 
répondent  exactement  aux  équations  (G),  (H)',  (K)  données  par  M.  d'A- 
lembert,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  l'année  1764.  pages  4^4 
et  425,  pour  la  précession  des  équinoxes  et  la  nutation  de  l'axe  de  la 
Terre,  en  vertu  de  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune. 

Pour  en  faire  la  comparaison,  on  remarquera  : 

i°  Que  les  angles  P,  s,  n,  dans  les  formules  de  M.  d'Alembert,  répon- 
dent dans  les  nôtres  aux  compléments  des  angles  m,  £,  n; 

20  Que  les  lignes /et  a  — h  dans  celles-là  ont  dans  celles-ci  pour  va- 
leurs /-cosP  et  rsinP,  et  que  les  angles  X"  sont  la  même  chose  que  les 
compléments  des  angles  Q'; 

3°  Que  les  angles  V,  X',  V,  X  répondent  aux  compléments  des  angles 
^-180°,  Q  —  9,  f  —  1800,  Q  — 5'; 

4°  Que  les  angles  y'  et  y  répondent  ici  aux  angles  y  —  (s+  2700), 
y'—  (s-f-  2700). 

Enfin  on  mettra  dans  les  formules  citées  T  au  lieu  de  L,  et  p,  p'  et  —  1 
au  lieu  de  u',  u  et//. 

XIX. 

Résolution  de  l'équation  (1) 

J'observerai  d'abord  qu'en  regardant  la  Lune  comme  peu  différente 
d'un  globe,  ainsi  qu'elle  l'est  en  effet,  les  quantités  M,  N  sont  incompa- 
rablement plus  petites  que  les  quantités  H,  K  Article  XI);  d'où  il  suit 
que,  dans  l'expression  de  fi  (Article  IX),  on  peut  négliger  les  termes  qui 
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renferment  M  et  N  vis  à  vis  de  ceux  qui  renferment  H;  ce  qui  la  réduit  à 

d(dto  -4-  cosTirfe) 


dt2 


II. 


J'observe  ensuite  qu'au  lieu  de  l'angle  u,  qui  représente  le  mouvement 
de  rotation  de  la  Lune,  il  est  beaucoup  plus  commode  d'employer  l'angle  0 
(Article  XVI),  lequel  est  toujours  nécessairement  très-petit,  à  cause  que 
la  Lune  montre  toujours  à  peu  près  la  même  face  à  la  Terre.  Or,  pour 
trouver  la  valeur  de  w  en  6,  on  aura  recours  aux  formules  de  l'Article 
cité,  et  l'on  remarquera  : 
i°Que 

Asinw-f-Acosw^y/n-A2  cos^lcosôsinw-t-sinS  cosw)  =  v/i  +  XJ  cos^  sin(&H-0), 

et  que  de  même 


A  cosw  —  A  sinw  =  y/i  -i-  X2  cosip  cos(,w  -t-  0); 

2°  Qu'en  substituant  pour  A  et  pour  A  leurs  valeurs  [Article  XIV,  (M)], 

A  sinw  -i-  A  cosw  =  sin(u  —  e)  costc  —  Xsin7t, 

et  que,  par  les  mêmes  substitutions, 

A  cosw  —  A  sinw  =  cos(u  —  e); 

d'où  il  s'ensuit  que  l'on  aura 

sin  ( w  -+-  8  ) sin{u  —  e)  costt  —  1  sinn 

cos(w  +  0)  —  cos(u^e). 

ou  bien 

tang(w  -+-0)  =  tang(u  —  e)  costt  —  7isin7rséc(u  —  t) 

=  tang(>  —  e)  —  2  sin2-  tang(u  —  e)  —  Xsin7rséc(u  —  e), 

parce  que,  comme  l'on  sait, 

.        7T  I  —  COSTT 

sin2  -  == ; 


SUR   LA   LIBKATION   DE   LÀ    LUNE.  39 

3°  Que  la  quantité  X,  qui  dénote  la  tangente  de  la  latitude  de  la  Lune 
(Article  XIII),  est  toujours  une  quantité  assez  petite,  puisque  sa  plus 
grande  valeur  est  d'environ  tang5°9'; 

4°  Que  l'angle  n,  qui  représente  l'inclinaison  de  l'équateur  lunaire  à 
.  l'écliptique  (Article  V),  est  aussi  très-petit;  car,  suivant  les  observations 
de  M.  Cassini,  on  &  n  =■  2°3o',  et,  suivant  celles  de  M.  Mayer,  on  a  seu- 
lement 7T  =  I°2C)'. 

D'où  il  s'ensuit  qu'on  aura  à  très-peu  près 

tang(w  -+-  0)  =  tang(u  —  s), 
et  par  conséquent 

w  +  0  =  v  —  s, 

ou,  si  l'on  veut  faire  le  calcul  plus  exactement,  en  ne  négligeant  que  les 
quantités  de  l'ordre  sin''7r  et  de  X2sin27r 


2  sm 


2  sin2-  tang(u  —  s)       ,    .         .   ,  ,, 

i       D  A  siri7Tsec(u  —  e)1 

i-f-tang2(u  —  e)  i  -+-  tang2(u  —  e) 

=  v  —  e  —  sin2-  sin(2i;  —  2s)  —  A  sinn  cos{u  —  e). 

2 

Mais  nous  nous  contenterons  ici  de  prendre  simplement  v  —  s  pour  la 
valeur  de  w  -t-  9,  ce  qui  nous  donnera 

u>  =  u  —  e  —  0,     cfos  =  du  —  de  —  dB 
et 

du  -+-  costt  de  =  du—(ï  —  cosît)  de  —-dQ  =  du  —  a  sin2  -de  —  d6  =  du  —  d6, 

i 

en  négligeant,   comme  on  vient  de  le  faire,  les  termes  de  l'ordre  de 
sin2  -■  Faisant  donc  cette  substitution  dans  la  valeur  de  Ù.  ci-dessus,  on 


dl' 
Soit  maintenant  V  le  mouvement  moyen  d'e  la  Lune  autour  de  la  Terre, 
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on  aura,  en  regardant  l'orbite  de  cette  Planète  comme  circulaire, 

dT-  _         T 

dt2  —    ,,       ,,,f 

P3(n-X2)2 

(il  faudrait  mettrerâ  la  vérité  T  +  L  au  lieu  de  T,  mais  la  différence  qui 
en  résulte  est  trop  petite  pour  qu'il  soit  nécessaire  d'en  tenir  compte  ici). 

Donc 

3T        _  3 (/V      i       _  3 d\< 

,,  4—    dt-     i  +  V~~    dt2 

p3(i  +  ^> 

en  négligeant  le  carré  de  la  quantité  très-petite  X. 

On  trouvera  de  même,  en  nommant  V  le  mouvement  moyen  de  la  Terre 

autour  du  Soleil, 

3_S  _  3d\'\ 

mais  on  remarquera  que  V'=  -^p  a  très-peu  près,  et  par  conséquent 
3JV'2  i     3d\2 


dr-        180    dr- 

3dV" 
d'où  il  s'ensuit  que  l'on  peut  négliger  entièrement  le  terme     ,      il"  venant 

de  l'action  du  Soleil,  vis-à-vis  du  terme  — j—  12'  qui  vient  de  l'action  de 
la  Terre,  de  sorte  que  l'équation  (i)  deviendra  simplement,  après  avoir 
fait  les  substitutions  précédentes  et  divisé  par  -r,  , 

(4)  _d»e  +  <ju_iS^.o'=o. 

Or,  par  l'Article  XIV,  on  a 

Q'^MAA  +  liNtA2  —  A2), 
et,  par  l'Article  XVI, 


A  =  cosô  costy  y  i  -t- 1-,     A  =  sin  6  cos^  y  ■  ~+"  ^2> 
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donc,  puisque 

sinôcosô  =  -jsin20,     et    sin20  —  cos26  =  —  cos20, 

on  aura 

Q'=  jcos*|(n-X2)  (Msin20  —  Ncos20); 

mais  on  a  (Articles  XVI  et  XIII) 


sin<\i  y/i  -+-  X2  =  T  =  sin(u  —  e)  sin7r  -t-Xcosr, 
d'où  l'on  tire 


cosvp  y'1  +  ^2  =  s/'  "+"  ?-2sin27r  —  2Xsin7TC0S7r  sin(u  —  s)  —  sin27rsin2(u  —  e)=.i, 

en  négligeant,  comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici,  les  termes  où  se  trou- 
vent les  quantités  très-petites  X  et  sinrc  formant  des  produits  de  deux  ou 
de  plusieurs  dimensions. 

De  plus,  si  l'on  suppose,  ce  qui  est  permis,  que  le  premier  méridien 
de  la  Lune  soit  celui  qui  passe  par  la  Terre,  lorsque  le  lieu  vrai  de  cette 
Planète  est  égal  à  son  lieu  moyen,  il  est  clair  que  l'angle  0,  qui  représente 
la  distance  du  méridien  qui  passe  par  le  centre  apparent  de  la  Lune  à 
son  premier  méridien  (XVI),  sera  toujours  très-petit;  car,  suivant  les  ob- 
servations de  la  libration,  cet  angle  ne  va  guère  au  delà  de  8  degrés; 
par  conséquent  on  aura  à  très-peu  près,  et  avec  une  exactitude  suffisante 
pour  notre  objet,  sin2©  =  26  et  cos2Ô  =  i.  Donc  enfin 

Q'=  —  JN-+-M0. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  trouver  la  valeur  de  d2v;  pour  cela,  on  remar- 
quera que  y  —  i8o°est  la  longitude  vraie  de  la  Lune  (Article  XIII);  par 
conséquent,  si  l'on  appelle  m  le  rapport  du  mouvement  de  l'anomalie 
moyenne  de  la  Lune  à  son  mouvement  moyen,  et  qu'on  n'ait  égard  qu'à 
sa  première  inégalité,  on  aura 

■o  —  i8o°  —  long.  moy.  C  —  a  sin/nV, 
VI.  6 
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tétant,  suivant  M.  Clairaut,  6°  19',  et  m  un  nombre  très-peu  différent 
de  l'unité;  d'où  l'on  tire 

d*v  =  m2asinm\  c?V2. 

Faisant  donc  ces  substitutions  dans  l'équation  (4)  ci-dessus,  on  la 
changera  en  celle-ci 

3M  3N 

•     _  d>6  -  ^-  6  d\'>  +  ^  dV>  +  m?a  sin mV  rfV'  =  o, 
H  2H 

d'où  l'on  aura,  par  les  méthodes  connues, 

„      „      „        /„     /3M\         N    T  /.,,  /3M\"|  m2a         .        „ 

(5)    fl  =  C9in^V^^-J  +  nî[i-cos^Vy/TjJ---— ^s.ni«V. 

m         H 

C  est  l'une  des  deux  constantes  indéterminées  introduites  par  la  double 
intégration,  l'autre  ayant  été  supposée  telle  que  l'angle  Q  soit  nul  lors- 
que V  =  o,  c'est-à-dire  lorsque  le  lieu  vrai  de  la  Lune  est  le  même  que 
son  lieu  moyen. 

De  là  il  est  facile  de  voir  que,  si  l'on  veut  tenir  compte  des  autres  iné- 
galités du  mouvement  vrai  de  la  Lune,  et  qu'on  suppose  pour  cela 

v  —  !8o°  =  long.  moy.  @  —  a  sin  m  V  —  b  sinraV  —  csinpV  — . .  ., 
on  trouvera  pareillement 

n-  b         . 

sin  n  V  — 


3  M  ,       3  M 

T  n~TT 


XX. 


Conséquences  qui  résultent  de  la  formule  précédente  par  rapport 
à  la  libration  de  la  Lune  et  à  sa  rotation. 

Comme  l'équateur  lunaire  n'est  que  très-peu  incliné  à  l'écliptique,  il 
est  clair  que  l'angle  Q  représentera,  sans  erreur  sensible,  la  libration  de 
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la  Lune  en  longitude;  d'où  l'on  voit  que  cette  libration  différera  un  peu 
de  celle  qui  a  été  supposée  jusqu'à  présent  par  les  Astronomes.  Pour  en 
faire  la  comparaison  avec  plus  de  facilité,  on  mettra  l'expression  de  6 
sous  la  forme  suivante 

ù  \T  U      •  17  3M  a  ■  V 

6  =  —  «sinmv-  b  sinre  V  — ... n 5-jj  sin/nv- 

n       ,       sffl 

m--H 


-KVf)^[— (Vf)]-- 


et  l'on  remarquera  qu'elle  comprend,  pour  ainsi  dire,  trois  sortes  de  li- 
bra  lions. 
•La  première  est  représentée  par  les  termes 

—  asinmV  —  ôsinnV  —  ..., 

qui  expriment  la  différence  entre  le  mouvement  vrai  et  le  mouvement 
moyen  de  la  Lune;  ainsi  cette  libration  est  purement  optique,  et  c'est  la 
seule  qu'on  ait  observée  jusqu'ici. 
La  seconde  est  contenue  dans  les  termes 

3M  a  .        xr       3M  b  .      „ 

et  vient  en  partie  de  l'irrégularité  du  mouvement  de  la  Lune  et  en  partie 
de  la  non-sphéricité  de  cette  Planète;  mais  elle  sera  presque  insensible, 
en  supposant,  comme  on  l'a  fait  au  commencement  de  l'Article  précé- 
dent, M  incomparablement  plus  petite  que  H,  et  cela  doit  en  effet  être 
ainsi;  autrement  il  serait  impossible  que  les  Astronomes  ne  s'en  fussent 
pas  encore  aperçus. 

La  troisième  enfin  est  celle  qui  est  représentée  par  les  termes 

"»(V¥)^[— (Vf)]- 

et  qui  ne  dépend  aucunement  du  mouvement  de  la  Lune  autour  de  la 

6. 


kk  RECHERCHES 

Terre,  mais  simplement  de  sa  figure  non  sphérique.  Elle  sera  la  plus 
grande,  lorsque 


el  alors  sa  valeur  sera 


2M  ' 

le  signe  -t-  a  lieu  lorsque  la  libration  se  fait  dans  le  sens  de  la  rotation 
de  la  Lune,  c'est-à-dire  d'occident  en  orient  par  rapport  au  centre  de  la 
Lune,  et  d'orient  en  occident  par  rapport  à  la  Terre;  et  le  signe  —  est 
pour  la  libration  du  côté  opposé,  d'où  l'on  voit  que  ces  deux  librations 
ne  seront  jamais  égales,  excepté  si  N  =  o,  auquel  cas  elles  seront  en- 
tièrement analogues  aux  oscillations  d'un  pendule  simple  de  la  Ion- 

gueur  ~^p  qui  décrirait  des  arcs  égaux  à  2C. 

Au  reste,  soit  que  N  =  o,  ou  non,  la  durée  d'une  libration  entière  com- 
posée d'une  allée  et  d'un  retour,  sera  toujours  égale  à  la  durée.d'une 
oscillation  totale  du  même  pendule,  ou  bien  elle  sera  au  temps  pério- 

dique  de  la  Lune  comme  1  :  V/-^- 

A  l'égard  de  la  rotation  de  la  Lune,  comme  on  a  trouvé  dans  l'Ar- 
ticle XIX 

m  +  9  =  v  —  e,     à  très-peu  près, 

on  aura,  en  substituant  les  valeurs  de  v  et  de  0, 

«  •     0               3M         a                 ..      3M         b  .  .    .,     , 

w  =  long.  moy.  ©  -+- 180°  —  e  -f-  -g ^  sin  mV+ ^ ^j  S1L1  »  v  — . .. 

m2-TT  n»--g- 


-Csin    V< 


f3M\         N    f  {Vl  /3M\] 

-rj-iML'-^rVTrJj- 


D'où  l'on  voit  : 

i°  Que  la  rotation  moyenne  de  la  Lune  est  égale  à  son  mouvement 
moyen  autour  de  la  Terre,  moins  le  mouvement  moyen  de  ses  points 
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équinoxiaux;  condition  nécessaire  pour  que  cette  Planète  nous  présente 
toujours  à  peu  près  la  même  face; 

20  Que  la  vitesse  de  la  rotation  vraie  de  la  Lune  est  variable;  cette 
vitesse  étant  à  celle  du  mouvement  moyen  autour  de  la  Terre  dans  le 
rapport  de  d<a  à  dV ,  c'est-à-dire  de 


cosreV 


„A  /3M         /„     /3M\         N       /3M    .    /_,     /3M 


de 

■+- 

3M 
H 

ma 

cosmV 

-+- 

3M 
H 

nb 

dV 

ni2 

3M 
H 

n2 

3M 
H 

a 

ï. 
Ainsi, 

faisant  V 

=    O; 

,  on  a 

de 

3M 

H 

i 

ma 

■+- 

3M 
H 

nb 

.       3M 

n2 

3M 
H 

\/¥- 


pour  la  valeur  de  la  vitesse  primitive  de  rotation,  qui  aura  dû  être  impri- 
mée à  la  Lune  au  commencement  de  son  mouvement.  Donc,  à  cause  de 
l'indéterminée  C,  il  est  clair  que  cette  vitesse  aura  pu  être  quelconque, 
pourvu  qu'elle  différât  très-peu  de  ï,  c'est-à-dire  de  la  vitesse  du  mouve- 
ment moyen,  et  que  d'ailleurs  la  valeur  de  M  ne  soit  pas  nulle,  ni  né- 
gative. 

XXI. 

Remarque.  —  Jusqu'ici  les  Astronomes  avaient  toujours  supposé  que 
la  Lune  tournait  autour  de  son  centre  d'un  mouvement  parfaitement 
uniforme,  et  ils  avaient  été  obligés,  en  conséquence,  pour  sauver  le  phé- 
nomène de  la  non-rotation  apparente  de  cette  Planète,  d'imaginer  qu'elle 
eût  reçu  d'abord  une  vitesse  de  rotation  exactement  égale  à  celle  de  son 
mouvement  moyen  autour  de  la  Terre,  ou  plutôt  de  celui  de  ses  points 
équinoxiaux;  ce  qui  était  néanmoins  très-difficile  à  comprendre.  Il  me 
semble  que  la  Théorie  précédente  fournit  un  dénouement  tout  simple  de 
ce  paradoxe,  ou,  pour  mieux  dire,  ce  paradoxe  n'a  point  lieu  dans  la 
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Théorie  que  je  viens  de  donner  de  la  rotation  de  la  Lune.  Ainsi  je  puis,  à 
oet  égard,  me  flatter  d'avoir  pleinement  satisfait  à  la  première  partie  de 
la  question  proposée  par  l'Académie. 

XXII. 

Scolie.  —  Si  l'on  suppose  la  Lune  homogène,  et  que  sa  ligure  soit 
celle  d'un  sphéroïde  dont  l'équateur  et  les  méridiens  seraient  des  el- 
lipses, comme  clans  l'Article  XII,  on  trouvera  (Articles  XI  et  XII),  en  fai- 
sant D  =  i, 

H  =  fcF=^-,     M=ï-=H= — '     N  =  o; 
i5  i5 

M 

d'où  l'on  aura  —  =  eW=  à  l'ellipticité  de  l'équateur,  c'est-à-dire  à  la 

quantité  dont  le  demi-axe  de  l'équateur,  qui  est  à  peu  près  dans  la  même 
ligne  que  le  centre  de  la  Terre,  surpasse  l'autre  demi-axe,  cette  quantité 
étant  supposée  divisée  par  le  rayon  de  la  Lune;  donc,  suivant  l'Ar- 
ticle XX,  la  Lune  fera  réellement  autour  de  son  axe,  en  vertu  de  l'action 
de  la  Terre,  des  oscillations  exprimées  par  la  formule 

Csin(yv/3êF). 

Si  l'on  veut  que  l'allongement  de  la  Lune  vers  la  Terre  ait  été  produit 
par  l'action  même  de  la  Terre  sur  cette  Planète  supposée  fluide,  alors  on 
aura  (Article  XII ) 

e  B  =  7T  T  " 

4p3    L 

Pour  évaluer  cette  expression,  nous  ferons,  avec  M.  Clairaut, 

et.ayec  M.  de  Lalande 

1-1 
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(/'  est  le  rayon  de  la  Terre);  ensuite  nous  prendrons 

p  =  60/', 

ce  qui  donnera 

/_        3       , 


p        11x60 
de  là  je  trouve 


236     -,     JJeV  =     8^ 


10  000  000  1 000  000 


Donc  le  temps  d'une  oscillation  totale  sera  de 

1000  000       .....  .        „Q/Q  . 

— 07— 7 —  mois  périodiques  =  environ  5  04°  jours. 


On  peut  regarder  au  reste  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  sur  la  libra- 
tion  de  la  Lune  comme  un  commentaire  de  la  Proposition  XXXVIII, 
Livre  III  des  Principes  Mathématiques. 

XXIII. 

Résolution  de  l'équation  { 2  ) 

K-         3T      ,E'-3gE-=o. 

On  aura  d'abord,  en  négligeant  dans  la  valeur  de  E  (Article  IX]  les 
termes  qui  renferment  les  quantités  très-petites  M,  N  et  K  —  yH, 

_         6?(COS7T  dû)  -h  dz) 

E  = de H' 

expression  qu'on  peut  mettre  sous  cette  forme 
COS7T  d{dùi  -+-  cosirrfs)  T,       sin-n  du  do>  sin^n  dH  -+-  siii7t  C0S7T  dn  dt  ¥T 

7— H  — r- Il  + j— H, 

dt2  dt2  dt2 
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ou  simplement,  à  cause  de  sin7r  très-petit,  et  de  du  et  dz  très-petits  aussi 

par  rapport  à  d<x>,  comme  on  le  verra  dans  la  suite, 

cosk  d(das  -f-  COSTvde)  „       sin?r  dn  da> 
dP  dC- 

c'est-à-dire  (Article  XIX) 

_       „  sin  7r  drt  </w  TT 

E  =  12  COS7T r- — —  H, 

dt2 

En  second  lieu,  on  aura  (Article  XIV) 

E'=—  (K  —  J-H)rcos(u  —  e)sin7r+  MAAcos7r-+--îMr(Acosw  -+•  Asinw)sin7r 
-+-  {N(A]  —  A:)cos7r  -+-{Nr(Acoso)  —  A  sin  go)  sinTr, 

c'est-à-dire,  en  substituant  pour  A  et  pour  A  (Article  XVI)  les  expressions 


cos9  cos^s/'  ■+"  ^S     sin0  cos^v/' "*"  ^ 
et  mettant  i2'  à  la  place  de  MAA +|N(  A2  —  A2)  (Article  XIV), 

E'=  û'costt  -l- T sinTr  [({H  —  K)  cos(u  —  e)  -+-  {M  cos^y/n-X2  cos(w  —  6) 

—  |N  cos^  y/1  +  ^  sin(w  —  0)]. 


On  mettra  ici,  comme  dans  l'Article  XIX,  i  au  lieu  de  cost^y/i  -+-  X2  et 
v  —  g  —  B  au  lieu  de  w,  c'est-à-dire  u  —  a  —  2$  au  lieu  de  w  —  6,  ou  bien 
simplement  v  —  s,  à  cause  que  l'angle  d  est  toujours  très-petit,  et  l'on 
aura 

E'=i2'cos7r-H  r  sinTr  [(jH  —  K -t-|M)cos(u  —  e)  —  |Nsin(u  —  e)]. 

On  substituera  donc  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée  (2),  et,  ôtant 

,    „,  ,  ,  ,  .  ■     .    3rfV2 

ce  qui  se  détruit  en  vertu  de  1  équation  (1),  on  aura,  après  avoir  mis  — j— 

3T  ■  •  3S 

au  lieu  de r  et  effacé  les  termes  qui  contiennent  —  comme  dans 
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l'Article  XIX,  l'équation 

(6)      —dnclo)—      — '-  Tcosfy  —  e)dV2-\ =  Tsin(u  —  e)dV2  =  o. 

2  H  2  H 

Or  (Article  XIII) 

T  =  sln(u  —  .e)simr-f-7coS7r 

et  (Article  cité) 

~X  =  /  sin(u  —  Ç); 

donc 

rcos(v  —  e)  =  -jsin(2i;— 2.e)  s'inTî  +  yf  sin(2i;—  e  —  Ç)  cosn  — yisin(£  — e)  cos-, 

r  sin(u —  e)  =  |[i  —  cos(2t(  —  2e)]sin7r—  £i  côs(.2-u  —  e  —  Ç)  costt 

-+-  ~i cos(Ç  —  s)  cos-. 
De  plus 

«  =  u  —  s  —  9     et     du  —  du  —  de  —  dd  =  (î  -)-  ft)  d\',  à  très-peu  près, 

[j.  étant  le  rapport  de  la  précession  moyenne  des  points  équinoxiaux  lu- 
naires au  mouvement  moyen  V;  en  faisant  ces  substitutions,  on  remar- 
quera que  les  termes  qui  renferment  les  angles  Ç  —  s  deviendront,  par 
l'intégration,  beaucoup  plus  grands  que  les  autres,  parce  qu'ils  auront 
alors  pour  diviseur  la  quantité  très-petite  /j.  —p,p  exprimant  le  rapport 
du  mouvement  rétrograde  moyen  des  nœuds  de  la  Lune  à-  son  mouve- 
ment moyen  V;  donc,  n'ayant  égard  qu'aux  termes  dont  nous  parlons, 
on  changera  l'équation  (6)  en  celle-ci 

,    .     ,        3(H  —  aK-i-M)7COS7r    .    ,„       .  ...       3N/COS-        ..,       .  „7        3Nsinîr 

7        dn=    -i -. ; r^ Sin  (i  —  S  rfV-+-  — —  COS  g— S   rfV-H-  —. -jj  dX. 

v    '  4('  +  p-)H  4(n-f7.)H  4(n-p)H 

D'où  l'on  tire,  en  prenant  rs  pour  la  valeur  moyenne  de  n,  lorsque  V  =  o, 

3(H ■-  iK-t-MW'cosw  3NfCosra  .    ,„       .       3Nsinra  TT 

VI.  .7 
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Et,  en  supposant  que  n',  Ç',  z  soient  les  valeurs  de  tt,  Ç,  s  lorsque  V .  =  o, 

on  aura 

3(H  — 2K-t-M)icosro         ,.„       ,.               3N?'cosro  „.„/>.,      j, 

«J  =7r'+  ~t r-; ;    .„      cos  C—  s    —  -r, — ; r; tth  sin  ^  —  £    " 


XXIV. 

Résolution  de  l'équation  (3) 

n_      3T    in,_3Sn,  =  o- 

p*(i  +  X')2  p 

i°  La  valeur  de  n  est,  par  l'Article  IX,  en  négligeant  les  termes  mul- 
tipliés par  les  constantes  très-petites  M,  N,  (|H  —  K), 

sin^A       >         + 
dt1  dt-2 

20  La  valeur  de  II'  est,  par  l'Article  XIV  [en  mettant  sin(u  — .s)  au  lieu 
de  Asinw  —  Acosw,  et  cos  (y  —  a)  au  lieu  de  Asinw  +  Àcosw,  comme 
dans  l'Article  précédent,  et  négligeant  de  plus  la  quantité  infiniment  pe- 
tite du  second  ordre  Xsin7r,  comme  on  l'a  fait  toujours], 

[(K  —  |H)  costi  —  jM]rsin(u  —  e)  —  |Nrcos(u  —  e); 

3°  On  mettra,  comme  dans  l'Article  précédent,  |sin7r+-|-i'cos(Ç—£-)cos7: 

au  lieu  de  Tsin(y  — s),  —  |i'sin(Ç  —  e)  cosn  au  lieu  de  rcos(y  — e), 

(i  -+-[x)d\  au  lieu  de  rf«,  et  ^-r—  au  lieu  de  j-,  on  effacera  le 

terme  —  n',  par  les  raisons  alléguées  (Article  XIX),  et,  divisant  toute 
1  équation  (3)  par — j-2 — H,  on  aura 

H  +  2K        d'Ti  (aK-H)cosTT  — M 

Ch~       a(n-p)H  siiiTrdV  4('  +  /*)H  . 

„  (îK- H)cos7r—  M  costc  .       ...      .  ,..     ,        N/ cos-  .     .  ... 

4(i+/*  H         smîï  4H-p.  Hsinn 
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Ce  qui  donne,  en  intégrant,  après  avoir  mis  zô  au  lieu  de  n  (*), 

/ H  +  aK  d%  (aK  — H)cossj  — M  y 

y~n      2(i+  tj.) H  sinror/V  +  4(n-fz)H        : 

i             ,.  0(aK— Hjcoscj— M  cosnr  .  .,„>.,            Nicoscj  ,y      . 

-+-37— - — f- _^-ÏSin(Ç—  s.)—  3y-, — ■—- r^—. cos(Ç— e), 

y)  étant  égal  à' 

,        (2K— H)cosro—  M  cosnr  .   .    ,„,       ..       -  Nz'cosw  ,„,       ,. 

£  _37^ — T7 Tir  — isin(C— e'  —  377 -, nr cos(Ç'— e). 

On  remarquera  que  la  valeur  de  -~  peut  être  négligée,  parce  qu'elle 
ne  contiendra  pas  le  diviseur  [J—p  qui  se  trouve  dans  les  autres  termes. 


XXV. 

Conséquences  qui  résultent  des  formules  précédentes  (8),  (9),  par  rapport 
à  la  précession  des  équinoxes  et  à  la  nutation  de  l'axe  de  la  Lune. 

Si  l'on  fait,  ce  qui  est  permis, 

H  —  2R  -+-  M  =  hcosg,     Nï=hsing, 
savoir 

A  =  N/(H-aK  +  M)*  +  N',     tangg-  =  H  _  2^  +  M  » 

et  qu'on  mette  1  au  lieu  de  cossr,  on  aura,  en  négligeant  p.  vis-à-vis  de  1, 

3  hi               ,„                ,       3Nsinw,r 
cos(C  —  e-t-g-H r-n — v, 


".-"'      4(p-/>)H       ^  *'         4H 

3(H  —  aK  +  MK,  3hi  .    .., 

e  =  v) j^ V—  T -jT—. —  sin (Ç  —  s -h  g)  {*    . 

4H  4<P  — /')"  sinro  ° 

(*)  Le  procédé  d'intégralion  employé  ici  par  Lagrange  est  tout  à  fait  défectueux;  la  substi- 
tution de  ra  à  7r,  avant  l'intégration,  ne  saurait  effectivement  être  regardée  comme  légitime. 

(Noie  de  l'Editeur.) 

(**)  I)  y  a,  dans  le  texte  primitif,  plusieurs  fautes  de  signes  qui  ont  peu  d'importance;  nous 
avons  cru  devoir  toutefois  les  faire  disparaître.  (Note  de  l'Editeur.) 
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D'où  l'on  voit  : 

i°  Que,  si  N  n'est  pas  =  o,  l'inclinaison  de  l'équateur  sera  sujette  à 
une  diminution  ou  augmentation  constante  selon  que  N  sera  positive  ou 
négative  ; 

20  Que  la  valeur  de  p.,  c'est-à-dire  la  précession  moyenne  des  équi- 

noxes,  sera 

3(H-2K-t-M) 
4H  > 

3°  Que  le  pôle  de  l'équateur  de  la  Lune  décrira,  pendant  une  révolu- 
tion des  nœuds  de  l'orbite  par  rapport  aux  nœuds  de  l'équateur,  un  petit 

cercle  dont  le  rayon  sera 

3  hi 
4(f--/MH' 

Mais,  si  p-=p,  c'est-à-dire  si  le  mouvement  des  points  équinoxîaux 
de  la  Lune  est  égal  au  mouvement,  des  nœuds  de  l'orbite,  comme  l'a 
trouvé  M.  Cassini,  les  formules  précédentes  ne  serviront  plus;  mais  il 
faudra  mettre  d'abord  au  lieu  de  sr  sa  valeur 

71  +  77 TtF  COS(£'— ê'-t-gl, 

4(p.  —  p)E  & 

et  au  lieu  de  r\  sa  valeur 

3/n  .  .    .„. 


4(p  —  /?)Hsinra 


on  mettra  ensuite  s'  —  p.V  au  lieu  de  s,  et  Ç' —  pY  au  lieu  de  'Ç;  après 
quoi,  regardant  (p. — p)Y  comme  une  quantité  infiniment  petite,  on  aura 

cos(  Ç  —  e  -+-  g)  =  cos(Ç'  —e'-h  g)  —  (y.  —  p)  V  sïn(Ç'  —  e'-h  g), 
sin(Ç—  e-h  g)=  sin(Ç'  —  s'-f-gr)  -+-  (a  —  p)  V  cos(Ç'—  e' -+-§■)■; 

et  les  valeurs  de  s  et  de  n  deviendront  les  suivantes 

.  *=-H^pr-  +  4Hsm(«        s'!J  ■ 

,      ri(H  — a.K+M)  3hi  „,       ,  I, 

e  =  £ '  —    — r-fT h  tt¥— ; cos( C  —  z'  +  g}\\  . 

|  4H  4Hsinnr         v  &yJ 
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D'où  il  s'ensuit  que 

3(H  — 2K  +  M)  3hi 

u  = t^j . — -  +  -T7T—. —  cos {ç  —  e  -4-  ff), 

et  qu'il  n'y  aura  plus  de  nutation  sensible  dans  l'axe  de  la  Lune. 

XXVI. 

Remarque.  —  Il  est  bon  de  remarquer  que,  si  l'on  voulait  appliquer 
à  la  Terre  regardée  comme  un  sphéroïde  quelconque  les  formules  (8) 
et  (9),  il  faudrait  effacer  partout  les  lettres  M  et  N.  La  raison  de  cela  est 
que,  l'angle  6  n'étant  plus  alors  très-petit  par  rapport  à  v,  il  ne  serait 
plus  permis  de  mettre,  comme  nous  l'avons  fait,  sihfu  —  s)  et  cos  (y  —  e) 
au  lieu  de  A  sinw  —  A  cosoj  et  de  A  sinw  -1-  A  cos«  dans  les  expressions 
de  E'  et  de  II';  mais  il  faudrait  substituer  pour  A  et  pour  A  leurs  valeurs 
[Article  XIII  (M)]  ;  cependant,  comme  les  termes  venant  de  ces  substitu- 
tions seraient  tous  multipliés  par  sin2w  ou  cos2co,  et  que  w  serait  dans 
ce  cas  beaucoup  plus  grand  que  V,  étant  a4rès-peu  près  dans  le  rapport 
de  27  à  1 ,  il  est  clair  que  ces  termes  pourraient  être  négligés  entièrement 
comme  devant  être,  après  l'intégration,  considérablement  plus  petits 
que  les  autres.  M.  d'Alembert  a  fait  le  premier  cette  importante  obser- 
vation, sans  laquelle  il  eût  été  comme  impossible  de  résoudre  le  Pro- 
blème de  la  précession  des  équinoxes  clans  la  Terre  considérée  comme 
un  sphéroïde  à  méridiens  dissemblables;  mais  elle  n'a  plus  lieu  à  l'égard 
de  la  Lune,  dans  laquelle  w  =  V  à  peu  près;  et  c'est  ce- qui  fait  que  nos 
résultats  diffèrent  un  peu  de  ceux  de  ce  grand  Géomètre,  comme  on  va 
le  voir. 

XXVIL 

Scolie  I.  —  En  supposant  la  Lune  homogène  et  de  figure  elliptique, 
comme  dans  l'Article  XXII,  on  aura  (Article  XII) 

H=£Sp,     M=^-.eB',     N  =  o,     K-iH=-^(«A'+*eB'); 

i5  i5  2  i5 
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donc  (Article  XXV) 

»=.o,      A  =  H  — 2K  +  M=^(eÀ'+eB'),      „  —  aeA'-t-  aeB'; 
&  i5  H 

donc 

3/(eA'-+-eB') 

7r  =  c7 S —  cosiC  —  £), 

2{[J.—p) 

3«'(eA'+eB')    .    ,„                       3e(A'+  IV) 
s  = -/j  —  fi\ ; —. —  sm(Ç  —  e),     p.  =  — ; ; 

où  l'on  remarquera  que  eA'-l-eB'  représente  l'ellipticité  du  premier 
méridien,  c'est-à-dire  l'allongement  de  la  Lune  (dans  le  sens  de  la  ligne 
qui  joint  le  centre  de  la  Lune  et  de  la  Terre  à  très-peu  près),  par  rapport 
au  demi-axe  de  la  Lune;  et  que  par  conséquent  le  mouvement  de  l'axe 
de  cette  Planète  dépend  en  ce  cas  uniquement  de  la  quantité  de  cet 
allongement. 

Par  la  théorie  de  la  figure  de  la  Lune,  on  a  (Articles  XII  et  XXII) 

eB'  =  -  /,.     == >      et.      eA'  =  }<p; 

4p  L      #    iooooooo 

or  <p  exprime  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  sous  l'équa- 
teur  de  la  Lune;  donc,  si  l'on  nomme  -p'  ce  même  rapport  sous  l'équa- 
teur  de  la  Terre,/'  le  rayon  de  la  Terre,  t,  t.  les  temps  de  la  rotation  de  la 
Lune  et  de  la  Terre,  on  voit  facilement  qu'on  aura 


ce  qui  donne 


p   L   t< 


mettant  -is  au  lieu  de  m',  —  au  lieu  de  ir,  67  au  lieu  de  -p'  et  — r  au 

288  '11         J  ^    27ï 


t' 


ieu  de  —  >  je  trouve 


6326 
000  000  000  ' 
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d'où 


et  par  conséquent 


donc 


IOOOOOOO 


3i5 


47i 


IOOOOOOO 


et,  multipliant  ce  nombre  par  36o  degrés,  on  aura,  en  secondes,  61"  pour 
la  précession  moyenne  des  points  équinoxiaux  lunaires  dans  un  mois 
périodique. 

Pour  avoir  la  nutation,  il  faut  multiplier  u.  par  —   — >  ou  bien  par  - 

r  '     '         a  —  p  '         p 

simplement,  à  cause  de  \j.  extrêmement  petit. 

Or,  en  prenant  pour  la  tangente  i  de  l'inclinaison  de  l'orbite  lunaire 
tang5°9',  et  pour  le  rapport/;  du  mouvement  moyen  des  noeuds  au  mou- 
vement périodique  de  la  Lune      ^foo    '  F  trouve  l;l  nutation  de  l'axe 

=  3'39";  et,  divisant  ce  nombre  par  sinw  (en  prenant  pour  vs,  2  degrés, 
valeur  moyenne  entre  celles  de  M.  Cassini  et  de  M.  Mayer),  j'ai  i°4/|'i5" 
pour  la  plus  grande  équation  de  la  précession. 

Selon  M.  d'Alembert  [voyez  le  dernier  Mémoire  de  ses  Opuscules),  la 
précession  moyenne  des  équinoxes  dans  l'hypothèse  présente  est  seule- 
ment de  — — ^^- — ->  et  la  nutation  est  aussi  diminuée  à  proportion; 

c'est  ce  qui  fait  que  nos  résultats  ne  s'accordent  point;  mais  j'ai  donné 
ci-dessus  (Article  XVII)  la  raison  de  cette  différence  entre  les  formules 
de  ce  srand  Géomètre  et  les  miennes. 


XXVIII. 

Scolie  II.  —  Voyons  maintenant  quelle  devrait  être   la   valeur  de 
eA'-t-eB',  pour  que  la  précession  moyenne  des  équinoxes  lunaires  lut 
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égale  au  mouvement  des  nœuds  de  la  Lune;  dans  ce  cas,  on  aura  (-Ar- 
ticle XXV) 


[J=P——  - — TTj —     -  +  .       . —  cos(Ç'  —  e'+  g) 


3(H  — 2K-+-M)  3/ii 

4H  "  +  4Hsii 

f  (eA'-t-  eR')    i  H J- —  cos('C  —  e')    -, 

|_  Sinnj 


donc 

eA'-(-  eR' 


— cos(C 

sinro 


'""] 


Donc,  si  l'on  veut,  avec  M.  de  Cassini,  que  le  nœud  descendant  de 
l'équateur  lunaire  soit  toujours  au  même  point  que  le  nœud  ascendant 
de  l'orbite  de  la  Lune,  on  fera  e'=  Ç',  et  l'on  aura 


eA'  +  eR'  = 


747 


I  ooo  ooo 


et,  dans  ce  cas,  il  n'y  aura  plus  de  nutation  sensible  dans  l'axe. 

XXIX. 

Scolie  III.  —  Au  reste,  quelle  que  soit  la  valeur  de  eA'+eB',  pourvu 
qu'elle  surpasse  — — — ■>  je  dis  que  le  mouvement  des  équinoxes  lu- 

^  r  I  ooo  ooo      J  *  ' 

naires  deviendra  toujours  de  lui-même  égal  au  mouvement  des  nœuds 
de  la  Lune;  car  il  est  clair  qu'on  pourra  toujours  trouver  un  angle  'Ç  —  s' 
tel,  que  l'on  ait 

,     eA'+eR'=— = -. — 


3      I  H -. COS( 

I  sincr 


;-«,]' 


donc  lorsque  les  nœuds  de  l'équateur  et  de  l'orbite,  à  force  de  s'éloigner, 
seront  parvenus  à  la  distance  Ç  —  s'  entre  eux,  le  nœud  de  l'équateur 
recevra  un  mouvement  égal  à  celui  de  l'orbite. 

Il  est  vrai  que  l'inclinaison  de  l'axe  sera  sujette  à  une  augmentation 
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ou  diminution  constante,  selon  que  ê'>  Ç'  ou  <  Ç',  en  vertu  de  laquelle 
la  valeur  sinsr  changera  un  peu,  et  l'équation 


eA'-t-  eîi' . 


l    i  +  -^ —  cos(Ç'—  e') 


cessera  d'être  vraie;  mais  elle  se  rétablira  ensuite  par  la  variation  de  la 
distance  'Ç  —  e'.  Peut-être  pourrait-on  démontrer,  par  ce  raisonnement, 
que  les  nœuds  de  l'équateur  lunaire  devront  enfin  coïncider  pour  tou- 
jours avec  ceux  de  l'orbite. 

XXX. 

Scolie  IV.  —  Un  moyen  de  déterminer  si  le  mouvement  des  noeuds 
de  l'équateur  lunaire  est  exactement  égal  à  celui  des  nœuds  de  l'orbite, 
ce  serait  d'observer  pendant  une  longue  suite  de  révolutions  de  la  Lune 
la  quantité  de  sa  plus  grande  libration  en  latitude.  Car  il  est  clair  que 
cette  libration  peut  être  représentée  sans  erreur  sensible  par  l'angle  que 
nous  avons  nommé  <f  (Article  XVI),  à  cause  que  l'inclinaison  de  l'équa- 
teur à  l'écliptique  est  extrêmement  petite;  or  (Articles  XVI  et  XIII) 

_       T  sin [u  —  e )  sin  n  +  "k  cos n  __  sin (u  —  e )  suite  +  i  sin (u  —  g  )  ços g 

hinv—  v/7+^_  v^+^  Ji  +  i'sitf-iv  —  Z,) 

[en  mettant  pourX  sa  valeur  ism(u—  Ç)].  Donc,  si  Ç  =  s,  on  aura 

.    ,  sin(u  —  K)         ,  .  ■  . 

sintL  =  v     — (sinTr  +  i  costt), 

v/i  +  i2sin2(v—  Ç) 

et  comme  (Article  XIII) 

v  =  long.  ©  +  i8o°     et    g  =  long.  Q, 

lorsque  la  Lune  sera  dans  ses  plus  grandes  latitudes  boréales,  on  aura 

v  —  i8o°  —  Ç  =  90°, 

savoir 

v  —  Ç=2'7P°    et     sin(u  —  Ç)  =  —  1; 

on  trouvera  de  même  sin-(-y— .Ç)  =  1  pour  les  plus  grandes  latitudes 
VI.  8 
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méridionales;  donc  la  libration  totale  en  latitude  sera 


SiniT  -+-  /  COSTT 


v/i  -1-  i2 
ce  qui  va  à  y  environ  du  rayon  de  la  Lune.  Soit  maintenant  a>  ou  <Ç, 

il  est  évident  qu'après  quelques  révolutions  de  la  Lune,  on  devra  avoir 
--  =  Ç  -+- 1800;  et  alors  sin^  sera  égal  à 


y/i  -1-  i  sin2(u  —  Ç 
et  la  libration  totale  égale  à 
—  sin  tt  -4-  i  costt 


i  costt), 


-    seulement  du  rayon  de  la  Lune. 


v/i  +  i2  9 

XXXI. 

Scolie  V.  —  Je  finirai  ces  recherches  par  exposer  une  méthode  par 
laquelle,  ayant  trois  observations  d'une  même  tache  de  la  Lune,  on 
pourra  connaître  la  position  de  l'équateur  de  cette  Planète  par  rapport  à 
l'écliptique.  Soient,  comme  dans  l'Article  XIII,  v  —  1800  la  longitude  du 
centre  de  la  Lune  et  X  sa  latitude  supposée  australe,  U  —  1800  la  longi- 
tude de  la  tache  et  X  —  /  la  tangente  de  la  latitude,  dans  une  observa- 
tion quelconque;  il  est  facile  de  voir,  en  conservant  les  suppositions  et 
les  noms  de  l'Article  II,  que  l'on  aura 


s/x'-hy1        P  <Jx2-»r-y2        p  \jx2-\-y2       ? 

et  de  même 

SinU,  r=  /  —  /: 


or 

(x  —  Xf  -+-  (y  —  Y )■  —  x1  -\- y'  —  ixX  —  iyY  —  p2  —  2.rX  —  -iy  Y, 
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à  très-peu  près;  donc,  en  négligeant  les  carrés  et  les  puissances  plus 
.    hautes  de  X,  Y,  aussi  bien  que  leurs  produits,  on  aura 

r— Y                  r      Y      xrX      r2Y        .                  Xsinu  —  Ycosu 
*- =  ± 1 ■- v- =  sinu  -+-  coav — » 


v/(^-X)s-f-(j-Y)'       P       P         P3  P  P 

en  mettant  sinu  et  cosu  au  lieu  de  2-,  —  ;  par  conséquent,  si  l'on  fait 

sinU  =  sinu  —  S, 
on  aura  l'équation 

(i)  S- — =  Y  cosu  —  Xsinu. 

cosu 

On  trouvera  de  la  même  manière 

z  —  Z  z       1        zx\        zyY 


t/(*  —  X)» -+-(/  — Y)»       P        P  P  P 


=  1 h  -  (Xcosu  +  Ysinu)  =  X  — /  (hypothèse); 

P       P 


ce  qui  donnera 


(i)  — ^—  =  Xcosu  -t-  Ysinu. 

À 

Il  faut  tirer  de  ces  deux  équations  les  valeurs  de  X,  Y,  Z;  et  pour  cela 
on  remarquera  que,  r  étant  le  rayon  de  la  Lune,  on  aura 

X2  -+-  Y2  -+-  Z2  =  r\ 

et  que 

(Y  cosu  —  X  sinv)2  -+-  (X  cosu  +  Y  sinu)2  =  X2  -+-  Y2  =  r2  —  Z2;  v 


on  aura  donc 


V  cos2u 
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d'où  l'on  tire 


Z  = 


>/-+-  h\ 


en  faisant,  pour  abréger, 


Ayant  la  valeur  de  Z,  on  trouvera  aussitôt  celle  de  X  et  de  Y  par  les 
équations  (i),  (2),  car 

v       Z  —  p/  0  -.       Z  —  p^.  c, 

X= — r-1— cosu  —  pSlangu,     Y  := — r-^  sinu -1- p». 

A  A 

On  fera  le  même  calcul  pour  chacune  des  deux  autres  observations, 
et  l'on  appellera  X',  Y',  Z';  X",  Y",  Z"  les  valeurs  correspondantes  de 
X,  Y,  Z. 

Maintenant  on  a  [Article  VI,  (D)j 

Z—  rs'mp,     Y=rcospsinq,     X  =  rcosp  cosq;' 

de  plus,  en  combinant  les  deux  premières  formules  (C), 

sinP  =  s\up  c.os-  -+■  cosps'mq'  suit: 

=  sinp  costt  -4-  cosp  sinq  cose  sinT-  —  coup  cosq  sine  sin-, 

en  mettant,  au  lieu  de  q',  q  —  1;  donc,  substituant  pour  sinyo,  cos/>sin<y, 

Z    Y    X 

cospcosq  leurs  valeurs  -■>  -1  —■>  on  aura 

(  3 )  '  sin  P  =  Z  cos7ï  +  Y  cos  e  sin  tt  —  X  sin  e  sin  7: 

et  de  même  pour  les  deux  autres  observations 

(4)  rsinP  =  Z' costt  +  Y' cosssinTï  —  X'  sine  sin n, 

(5.)  '  rsinP  =  Z"cos7ï -t- Y"cosesin- —  X"sinesiii7T, 

en  supposant  que  la  position  de  l'équateur  demeure  la  même. 
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Retranchant  l'équation  (4)  de  l'équation  (.3)  et  l'équation  (5)  de 
l'équation  (4).  on  aura  deux  nouvelles  équations 

(6)  (Z  —  Z'  )  cos7r  -+-  (Y  —  Y')  cose  siriTï  —  (X  —  X')  sine  suitc  =  o, 

(7)  (Z'—  Z")  costt  -1-  (Y'— Y")cos£siii7r  —  (X'—  X")sine  siriTr  =  o, 

d'où  l'on  tire 

(X  —  X'  )  sin e  —  (  Y  —  Y'  )  cos e  __  costt  __  ( X'  —  X"  )  sin  e  —  (  Y'  —  Y")  cos s 
Z—  Z'  ~~  sirnr  ~  Z'  —  Z" 

et  par  conséquent 

/Y -Y'       Y'.— Y"\     /X  — X'       X'  — X" 
tan  g  g 


Z  — Z'        Z— Z' 
Connaissant  s,  on  trouvera  7:  par  la  formule 

Z  —  Z' 

lang77—  (X  —  X')sine-(Y—  Y')  cose  ' 
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CHAPITRE   PREMIER. 

FORMULES    GÉNÉRALES    POUR    LE     MOUVEMENT    DES    SATELLITES     DE    JUPITER. 

I. 

Soient  nommés  : 

r  le  rayon  vecteur  de  l'orbite  d'un  satellite  quelconque  projetée  sur  le 

plan  de  l'orbite  de  Jupiter; 
p  la  tangente  de  la  latitude  du  satellite  par  rapport  à  ce  même  plan; 
F  la  force  que"  Jupiter  exerce  sur  le  satellite  à  la  distance  1 . 

On  aura  la  distance  du  satellite  au  plan  de  l'orbite  de  Jupiter  égale  à  rp. 

Donc  la  distance  du  satellite  au  centre  de  Jupiter  sera  r\Ji  -\-p2. 

Par  conséquent  la  force  par  laquelle  le  satellite  est  poussé  vers  Jupi- 

F 

ter  sera  —. — ■ — -• 

>'2(i  +  />J) 

Cette  force  peut  être  regardée  comme  composée  de  deux  autres  :  l'une 

9- 
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parallèle  au  rayon  vecteur  et  égale  à ,-;  l'autre  perpendiculaire 

au  plan  de  l'orbite  de  Jupiter  et  égale  h  •  ,  • 

/•2(i  +  />2)2 

Or  on  peut,  en  général,  réduire  les  forces  perturbatrices  du  satellite 
a  trois  forces  uniques,  dont  : 

La  première,  que  j'appelle  R,  soit  parallèle  au  rayon  r; 

La  seconde,  que  j'appelle  Q,  soit  perpendiculaire  au  rayon  vecteur, 
et  parallèle  au  plan  de  l'orbite  de  Jupiter; 

La  troisième,  que  j'appelle  P,  soit  perpendiculaire  à  ce  même  plan. 

Donc  le  satellite  sera  sollicité,  dans  les  directions  dont  nous  parlons, 
par  les  forces 

L__+1{,       Q,       -iL  +  P. 


r2(H-/>2)2  r=(n-/j2)2 

dont  les  deux  premières  déterminent  le  mouvement  que  le  satellite  doit 
avoir  dans  le  pian  de  l'orbite  de  Jupiter,  ou  pour  mieux  dire,  parallèle- 
ment à  ce  plan. 

ii. 

Cela  posé,  soient  : 

/    le  temps  écoulé  depuis  le  commencement  du  mouvement; 
œ  l'angle  décrit  par  le  rayon  r  durant  ce  temps; 
l'élément  du  temps  dt  constant,  c'est-à-dire,  ddt  =  o. 

On  aura  pour  la  vitssse  circulatoire  du  satellite,  parallèlement  au  plan 

de  l'orbite  de  Jupiter,  '-—■,  d'où  résulte  la  force  centrifuge  '   Jf}  =  —~, 

F 

laquelle  étant  retranchée  de  la  force  -j  +  R,  on  aura  la  véritable 

r2(i-+-/92)2 
force  qui  tend  à  diminuer  le  rayon  r. 

Donc,  par  le  principe  des  forces  accélératrices,  on  aura 


(A) 


dt'  —    „,  *  dp 
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Maintenant  on  sait  que,  si  la  force  perpendiculaire  Q  était  nulle,  le 
rayon  /•  décrirait  des  aires  proportionnelles  aux  temps,  de  sorte  que  l'on 
aurait,  à  cause  de  dt  constant, 

r7dy 

2 

mais  la  force  Q  fait  parcourir  perpendiculairement  à  r  l'espace  Qdt2 
pendant  le  temps  dt;  donc  le  secteur  - — ^  croîtra  pendant  ce  temps  de 

i  *-.<  Qrdt*  ,  .,, 

la  quantité  -,  par  conséquent  on  aura  I  équation 

d(r-dw)  =  Qrdl\ 

dont  l'intégrale,  en  ajoutant  cdt,  est 

r2dy  =  cdt  -h  dt  (  Qrdt; 

d'où  l'on  tire 

d<f  =  c+fQrdt 
dt  r' 

Enfin  on  aura,  en  vertu  de  la  force  perpendiculaire  au  plan  de  l'or- 
bite de  Jupiter, 

dHpr)_         Fp 

dt*     ~  i  +  r' 

r2(i-hp2Y 

ou  bien 

d'p        idpdr        pd2r  Fp  P 

dt2  r  dt2  r  dt2  |        r 

l,3(H-  p2) 

d'où,  en  mettant  pour  — ,—  sa  valeur 
r  rdt- 

do2  _  F  _    R 

r*{x+p2)2 

tirée  de  l'équation  (A),  et  effaçant  ce  qui  se  détruit,  on  aura  l'équation 
suivante 

d2p  d<s2        idpdr        P  —  Ru 

(C)  ■dï+I,W  +  -7dï~+~F-L=°- 
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III. 

Les  équations  (A),  (B),  (C)  donneront  r,  o  et p  en  t,  ce  qui  suffira 
pour  faire  connaître  le  lieu  du  satellite  à  chaque  instant.  Que  si  l'on 
voulait  connaître  la  figure  même  de  l'orbite  qu'il  décrit,  il  faudrait  éli- 
miner des  équations  (A),  (C)  l'élément  dt.  Or  de  l'équation  (B)  on  tire, 
après  quelques  réductions  fort  simples, 

dt  — 


i/c2-\-  2 /*Qr3rfcp 

donc,  si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  (A),  (C),  et  qu'on  fasse  pour 
plus  de  simplicité  -  ==  u,  on  aura,  en  prenant  df  constant, 

7,                Fd+/>2f  h-R'-2  +  Q^- 
d-u                          r  da> 

la)  -, \- u -z —         — -=o, 

«?2  c2  -4-  2  f  Q  r3  da 

*,         *{*-'*  +  *%) 

if  rrr-t-/J^--  7 "-=0. 

«?■  c2H-2/Qrsrf(p 

Supposons  pour  un  moment  que  les  forces  perturbatrices  P,  Q,  R 
soient  nulles;  on  aura  par  l'équation  (c) 

d2p 

df^r  =  °>        . 

dont  l'intégrale  est,  comme  on  sait, 

p  =  G  sincp  -+-  H  coscp, 

ou  bien 

p  =  \sm(y  —  e), 

X  et  s  étant  deux  constantes  arbitraires.  Cette  dernière  expression  de  p 
fait  voir  que  l'orbite  est  toute  dans  un  plan  fixe,  dont  la  position  dépend 
des  quantités  X,  s,  qui  expriment,  la  première,  la  tangente  de  l'incli- 
naison, et  la  seconde,  la  longitude  du  nœud.  Retenons  maintenant  cette 
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même  expression  de  p,  et  supposons,  à  cause  des  forces  perturbatrices, 
X  et  s  variables  ;  on  aura 

dp=  c?Xsin(cf>  —  e)  -+-  Xcos(<p  —  s)(d<p  —  de). 

Or,  afin  que  le  corps  puisse  être  regardé  comme  se  mouvant  réellement 
dans  le  plan  déterminé  par  X  et  e,  il  faut  que  la  valeur  de  dp  soit  la  même 
que  si  ces  quantités  demeuraient  constantes,  c'est-à-dire,  que 

dp  =  Xcos(9  —  e)rf<p; 

donc 

e?Xsin(<j?  —  e)  =  Xcos(<p  —  s)  de; 

par  conséquent,  à  cause  de  do  constant, 

d*p  Ac/s 

~  =  —  Asin  9  —  e   +  -r—. — p-» 

«92  sin  <b  —  e   «ai 


et 


c?2p  Ide. 


sin  (  9  —  e  ) 


On  réduira  ainsi  l'équation  (c)  ci-dessus  à  deux  équations  du  premier 
degré,  qui  donneront  X  et  e  en  <j>;  d'où  l'on  connaîtra  la  variation  de  l'in- 
clinaison de  l'orbite  et  le  mouvement  de  la  ligne  des  noeuds.  C'est  ainsi 
que  la  plupart  des  Géomètres  en  ont  usé  jusqu'ici  dans  Ta  recherche  des 
orbites  des  Planètes;  mais  il  nous  paraît  plus  court  de  chercher  directe- 
ment la  latitude/?  par  une  seule  équation,  d'autant  plus  que  les  quan- 
tités X  et  s  s'en  déduiront  plus  aisément;  car,  puisque 

-,    .    ,  dp 

p  =  /sin(9  —  e),     -f-  =  Acos(9  —  e), 


On  pourrait  faire  une  pareille  transformation  sur  l'équation  (a);  ce 
qui  réduirait  l'orbite  à  une  ellipse  dont  l'excentricité  et  la  position  de  la 
ligne  des  apsides  seraient  variables,  ainsi  que  M.  Newton  l'a  pratiqué 


72  RECHERCHES  SUR   LES   INÉGALITÉS 

par  rapport  à  la  Lune.  En  effet,  si  l'on  suppose  3'abord 

Q  =  o,     R  =  o,    p  =  o, 

l'équation  (a)  devient 

d2u  F 

4.  M =  Q, 

acp2  c2 

dont  l'intégrale,  étant  mise  sous  cette  forme 

F 

U r  =  p  cosf©  —  a), 

c2        r 

donne  une  ellipse  dans  laquelle  •=  est  le  demi-paramètre,  ~  l'excen- 
tricité, et  u  la  longitude  de  l'apside  inférieure.  Qu'on  regarde  mainte- 
nant p  et  a  comme  variables,  et  qu'on  suppose,  par  une  raison  analogue 
à  celle  que  nous  avons  expliquée  ci-dessus, 

du  =  —  p  sin(9  —  a)  o?cp, 

on  trouvera 

dp  cos(cp  —  a)  -h  psin(ô  —  a)  du  =  o, 

d'u  F  _  pdat 

e?<p2  c1       cos(a> —  a)d<p 

Ainsi  l'équation  fa)  se  réduira  à  deux  équations  du  premier  degré,  d'où 
l'on  tirera  aisément  p  et  a. 

IV. 

Les  observations  nous  apprennent  que  les  inégalités  des  mouvements 
des  satellites  de  Jupiter  sont  très-petites,  aussi  bien  que  les  inclinaisons 
de  leurs  orbites,  par  rapport  à  l'orbite  de  cette  Planète;  d'où  il  suit  que, 

si  l'on  nomme  a  la  valeur  moyenne  de  r,  p.  la  valeur  moyenne  de  ■—■> 

c'est-à-dire  la  vitesse  angulaire  moyenne,  et  qu'on  dénote  par  n  un  coef- 
ficient très-petit,  et  par  x,  y,  z  des  quantités  variables,  on  aura  les  ex- 
pressions suivantes 

r=a{i-\-  nx),     cp  =  \j. t  -+-  ny,     p  =  nz, 
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où  l'on  remarquera  que  les  valeurs  de  x  et  de  -4-  ne  doivent  contenir 
aucun  terme  constant;  autrement  a  et  p.  ne  seraient  plus  les  valeurs 
moyennes  de  r  et  de  -?-■>  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 


Suhsti tuons  maintenant  ces  expressions  de  r,  <p,  p  dans  les  équations 
de  l'Article  II,  et  négligeons  les  termes  qui  se  trouveraient  multipliés 
par  des  puissances  de  n  plus  hautes  que  n2,  parce  qu'une  plus  grande 
exactitude  serait  superflue  dans  le  sujet  que  nous  traitons;  nous  chan- 
gerons d'abord  l'équation  (A)  en  celle-ci 

d2x         F 

—  nu  —j-r  =  —  (i  —  ?.nx  +  3n!^')(i  —  f  n'z-)  ■+-  R 


dt2 


i   „  dy  dy2S 

—  a(i  +  nx)  I  f/2  -t-  2«p. -j-  -+-  n'-^— 


OU 


bien 


d-x.        F  /2F  \  ?F  ■    ,  dy 


na    ,    '+    —  —  «/j.-  —  11  (  — —  -l-  <i[j.2  )  ^e  -+- n2  —  (3x2  —  f  z2!  —  ina[j. 


/f2  a-  \  a2  a2  r  dt 

dy  dy- 

•  -7 rt2  «  -r— 

(/<  dt' 


Si  «  était  =  o,  on  aurait 


F  ,      u 

—  —  flfr  -+-  R  =:  o; 


donc,  n  étant  très-petite,  la  quantité 

F  D 

a2         ' 
devra  l'être  aussi;  de  sorte  qu'on  pourra  supposer 


F  F 

au.- -+-  R  =  11  —  X. 

«-  '  «- 

VI. 
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Cette  substitution  faite,  on  divisera  toute  l'équation  par  na,  et  l'on 
aura,  en  mettant  pour  plus  de  simplicité /au  lieu  de  — , 


d'x  j,  dy        j,^    .      y,o_.,       a_,x       --     _  ty       _  dy1 

~dt 


—  (2/+/^)  x  —  ïu. -j-  -+-/X  -+-  nf{3x2  —  ^z2)  —  2np.x  -fr 


VI. 

L'équation  (B)  deviendra,  par  les  mêmes  substitutions, 


Si  n  était  =  o,  on  aurait 


[c         fQ(i  +  nx)dtl 
h  ^ I  (  1  —  2«,r  +  3 ri*x- 
a-                    a  J 

Qdt  =  au.—  ^ 


supposons  donc 

C  c  F 

l  Q(i  -h  nx)  dt  =  au. h  «—  Y; 

J  r       a  a? 

on  aura,  après  les  réductions, 

-p  =.  —  2(*^  "^yY  -+-  3»f*àf* —  -znfxY. 


VII. 

Enfin  l'équation  (C)  se  changera  en  celle-ci 

/23  /  e?r\  dzdx         P —  «Hz  • 


dt1  V  dt  j  dt1  a{i-hnx) 

et  l'on  prouvera  ici,  comme  on  a  fait  ci-dessus,  qu'il  faut  que  la  quan- 
tité P  soit  très-petite  de  l'ordre  n;  c'est  pourquoi  nous  supposerons 

P  —  nRz  F  „ 


1  -f-  nx 
d'où  nous  aurons  l'équation 


d'2z  ,  .„  dy  dzdx 
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VIII. 

Voilà  les  formules  par  lesquelles  on  pourra  déterminer  les  inégalités 
des  satellites  de  Jupiter,  dès  qu'on  aura  trouvé  les  valeurs  des  quantités 
X,  Y,  Z  qui  résultent  de  leur  action  mutuelle. 

Pour  rendre  ces  formules  encore  plus  commodes  pour  le  calcul,  nous 

substituerons  dans  celles  des  Articles  V  et  VII  la  valeur  de  -4t  tirée  de 

ai 

l'Article  VI. 

De  cette  manière,  on  aura,  en  négligeant  toujours  les  termes  affectés 
de  n*,.n*;..., 

[~-h(3u.2-2f)x+f\-iu.fY  ) 

(D)  \   dt2        v    r         J  '         J  rJ  \  —  o, 

(       —  n(6[x2 —  3f)x2 —  f  nfz2-h  6n.jj.fxY  —  nf2Y2 } 

(E)  -J-  -4-  2jj.x  —  /Y—  3ri[j.x2  -+-  znfxY  =  o, 

(F  )  -jj  -+-  jjSz  +/Z  —  l\n\i}zx  -+-  in—r- 1-  in\>.fzY  =  o. 

Nous  avons  dit  que  les  valeurs  de  x  et  -~-  ne  doivent  renfermer  aucun 

terme  constant;  on  remplira  ces  deux  conditions  par  le  moyen  des  con- 
stantes/et c. 


CHAPITRE   II. 

DÉTERMINATION  DES  FORCES  PERTURBATRICES  DES  SATELLITES  DE  JUPITER. 

IX. 

Soient  : 

W    la  masse  de  Jupiter, 
@(  la  masse  du  premier  satellite, 
CE 2  la  masse  du  second  satellite, 
©3  la  masse  du  troisième  satellite, 
©s  la  masse  du  quatrième  satellite. 
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Supposons  de  plus  que  toutes  les  quantités  que  nous  avons  nommées 
r,  p,  <p,  F,  R,  Q,  P,...,  dans  le  Chapitre  précédent,  soient  désignées  ici, 
relativement  au  premier  satellite,  par 

r,,-/»,,  9,,  F„  R„  Q„  P,,...; 
relativement  au  second  satellite,  par. 

r2,  p2,  <p„  F,,  R„  Q,,  P2, . . .  ; 
relativement  au  troisième,  par 

'•3,  p»  93,  F„  R3,  Q„  P,,...; 
et  relativement  au  quatrième,  par 

rt,  pi;  <p„  F„  R4,  Q„  P,,.... 

En  général,  nous  conserverons  toujours  dans  la  suite  les  noms  donnés 
dans  les  Articles  précédents,  avec  cette  seule  différence  que  nous  mar- 
querons les  lettres  d'un  trait  pour  le  premier  satellite,  de  deux  traits 
pour  le  second  satellite,  etc.  (*). 

Enfin  nous  dénoterons,  pour  plus  de  simplicité,  la  distance  entre  deux 
satellites  quelconques,  c'est-à-dire,  la  ligne  droite  qui  joint  leurs  centres, 
par  A(r,  r);  r,  r  étant  les  rayons  vecteurs  des  deux  satellites;  ainsi  la 
distance  entre  le  premier  et  le  second  satellite  sera  désignée  par  A(r, ,  r2), 
la  distance  entre  le  premier  et  le  troisième  par  A(r,,  r3),  et  ainsi  des 
autres. 


Cela  posé,  il  est  visible  : 

i°  Que  le  satellite  C(  est  attiré  vers  Jupiter  avec  une  force 


rf(n-pî) 

(*)  Il  nous  a  paru  indispensable,  au  point  de  vue  de  l'exécution  typographique,  de  rem- 
placer les  traits  par  des  indices  en  chiffres  arabes.  (Note  de  l'Éditeur.  ) 
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et  qu'en  même  temps  Jupiter  est  attiré  lui-même  vers  le  satellite  avec 
une  force 


/■s(H-/>')' 

d'où  il  suit  que  la  force  totale  qui  tend  à  rapprocher  le  satellite  de  Ju- 
piter est 


r2(H-j»f  ) 


Cette  expression  doit  être  comparée  avec  l'expression  de  la  force  centrale 
F 


7'2(l-f-^2) 

F 


Article  I),  c'est-à-dire,  en  la  rapportant  au  premier  satellite, 
ce  qui  donne  d'abord 


r2(H-/>2) 

F,=  V  -+-  ©,. 

2°  Que  le  satellite  <§),  est  attiré  vers  le  satellite  @2  avec  une  force 

®, 

A(r„  r2)2' 

laquelle  peut  se  décomposer  en  deux  autres  :  l'une  dans  la  direction  du 
rayon  mené  du  satellite  (§),  à  Jupiter,  qui  sera 


A(/-„r2)3     ' 
l'autre  parallèle  au  rayon  mené  du  satellite  d£2  à  Jupiter,  et  qui  sera 


(£2/-2y/i  -+-  p\ 
A(r„r2y 

De  plus  le  même  satellite  CE,  doit  être  regardé  comme  attiré  par  une 
force  égale,  et  en  sens  contraire,  à  celle  avec  laquelle  Jupiter  est  attiré 
parle  satellite  <D2,  c'est-à-dire  par  une  force 


>'l(i  +  pl) 
et  dirigée  parallèlement  au  rayon  mené  de  ce  dernier  satellite  à  Jupiter, 
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Donc  l'action  du  satellite  C2  produit  dans  le  satellite  €,  deux  forces  : 


A(r„r,)3 
dirigée  vers  Jupiter,  l'autre 

s,  r       -  îVï±£ii 

-Lr22(n-/>^)         A(r„r,)3  J 

dans  une  direction  parallèle  à  celle  qui  va  du  satellite  @a  à  Jupiter. 

3°  Or  la  force 

@ar,y/i  +  />; 
A(r,,r2)3 

se  décompose  en  deux  autres  :  l'une  perpendiculaire  au  plan  de  l'orbite 
de  Jupiter 


A  (  r, ,  r. 


l'autre  parallèle  au  même  plan  dans  la  direction  du  rayon  r,,  qui  sera 


A(r„r2 


Pareillement  la  force 


\_r\{i  +pl)         A(r„r2)3  J 


se  change  en  deux  autres  forces  :  l'une  perpendiculaire  au  plan  de  l'or- 
bite de  Jupiter 

cJ ^ --     r'P'    1, 

-  |       Ar„T23    ' 

l_>\(H-/»')  'J 

et  l'autre  parallèle  à  ce  plan,  dans  la  direction  du  rayon  r2, 

«.r — ' — —a  ri  i- 

Enfin  cette  dernière  force  se  décompose  encore  en  deux  autres  :  l'une 
dans  la  direction  du  rayon  r,,  avec  le  rayon  r2  fait  l'angle  y2 — <f\\  l'autre 
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perpendiculaire  à  cette  direction;  la  première  sera  exprimée  par 


la  seconde  par 


^r'    !i"Â(iyco5(y,"Tl 

A  5 7-, — - — r,     sin((B2  — cp, 

L '•>('  + ^2)  J 


et  tendra  à  diminuer  l'angle  <p,,  au  lieu  que  nous  avons  supposé 
(Article  II)  que  la  force  perpendiculaire  Q  tendait  à  augmenter 
l'angle  <p;  c'est  pourquoi  il  faudra  la  prendre  négativement. 

4°  Comparant  donc  toutes  ces  forces  avec  les  forces  R,  Q,  P  (Article  I), 
ou  bien  R,,  Q,,  P,  (Article  IX),  on  aura  en  conséquence  de  l'action  du 
satellite  @2  les  expressions  suivantes 


K,  — ®  rri~,,aC0S (?'  — ?')  _,_  ros(?2-cp,n 
L  r\{i-hpî)2} 

_  _   rrasin(ya  — 9,)       sin(y,  — <p,)l 

["r,p,  -  r2/>,  p2  1 

A(''l.''2)3  2,  2X2- 


p,  = 


On  trouvera  de  la  même  manière  les  expressions  des  forces  R, ,  Q, ,  P, , 
en  tant  qu'elles- résultent  de  l'action  des  satellites  @3  et  ©.,;  et  il  est  clair 
que  l'on  aura  les  mêmes  formules  que  ci-dessus,  en  marquant  seulement 
de  trois  traits  ou  de  quatre  traits  les  lettres  qui  sont  marquées  de  deux 
traits  (*). 

XI. 

Si  l'on  veut  avoir  égard  aussi  à  l'action  du  Soleil  sur  le  satellite  ©,, 
on  nommera  : 
©  la  masse  du  Soleil, 
5,  la  distance  du  satellite  © ,  au  Soleil, 
p,  le  rayon  vecteur  de  l'orbite  du  Soleil  autour  de  Jupiter, 
<b    la  longitude  du  Soleil  vu  du  centre  de  W  ; 

(  *  )  Voir  la  Note  de  la  page  76. 
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et  il  n'y  aura  qu'à  mettre,  dans  les  expressions  de  R, ,  Q4,  P<  de  l'Ar- 
ticle X,  ©  au  lieu  de  @2,  5,  au  lieu  de  A(r, ,  r2),  p,  au  lieu  de  r2,  ty  au 
lieu  de  <pa,  et  supposer  p2  =  o.  De  cette  manière  on  aura,  en  vertu  de 
l'action  du  Soleil, 


R,  =  #p 


cos(<i  — 9O       cos(iJ>  —  91) 


-?.)1 


Q  =  ©  ["P.sin(^  — 9,)  _  sin(^  — o.)  "1 


P,  =  © 


XII. 


Donc,  en  joignant  ensemble  les  forces  qui  proviennent  de  l'action  des 
trois  satellites  (D2,  <§),,  @4,  et  du  Soleil  sur  le  satellite  (£,,  on  aura  les 
valeurs  complètes  de  R,,  Q,,  P,  exprimées  de  la  manière  suivante 


R,=  @, 


©4 


Q,=  @2 


r,  —  /'2cos(9s — 91)        cos(92  —  91) 


A(r,,r,)* 
r,  —  r3cos(93  —  9,)        cos(9., —  9, 


A(/-,,n)3 
r,  —  r4  cos(94  —  9, 


cos(92  —  <p,)~| 

) 


A(r,,r4)3 
—  p,  cos(4l  —  9.) 


>i(i+plY 


cos(9<  —  cp,  >~1 


COS(<|/ 


1 


r2sin(92  —  <p,)        sin(92 


A(r,,  r2 
r3sin(-93- 


»,) 


sin(93  —  9.) 


^1 


A(r,,  /'s;3 

r4sin(9(  —  9,)        sin(94  —  91)1 
A(r,,r4)3         "  ~~  "J 

r!  (i+/>î)    J 

r4sin(^  —  9,)        sin(4< —  tp,  )H 
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!>■/'■- 

|  A(r„ 

[r,pt-i 


-2  Pi 


—  r3p3 


r,pi 


-A(r,,r4) 


?] 

P»        1 

'+/>Î)TJ 

rï(»  +  /»î)  J 


r\{i+p 
P 

rî( 


«np. 


xm. 


Telles  sont  les  expressions  des  forces  perturbatrices  du  satellite  C,; 
d'où  il  est  facile  de  déduire  celles  des  trois  autres  satellites  ©,,  @3,  C„. 
En  effet,  un  peu  de  réflexion  suffit  pour  faire  voir  que  les  quantités  R,, 
Q(,  P(  deviendront  R2,  Q2,  P2,  en  marquant  seulement  de  deux  traits  les 
lettres  qui  sont  marquées  d'un  trait,  et  réciproquement  (*);  ainsi  l'on 
aura  pour  les  forces  perturbatrices  du  second  satellite  les  expressions 
suivantes 

>,  —  l\  COS(<j3,  —  <p2) 


R2=  ©, 


Q,= 


S, 


© 


A(n,  r,) 

A  —  »'3  cos  (  <p3 


A(r2,  r3 
r4  cos  (  a 


A(r2,  r4)3 
Pi  cos(ij/ 


â' 


:os(cp,  —  <p2)"| 

r\{i  +  p\?\ 

cos(y3  —  ?»)"[ 

cos(94  —  .<?2)1 

'i(i+p4f  J 

cos(4l  —  <Pi)~l 

—, — t 


i\  sin(ç, 


A(r2,  r,)3 
r3sin(cp3  —  cp2) 


A(r,,  r3 
r4sin(cp4  - 


sin(y,  —  cp2)~j 
r](i+p\f\ 

] 


sin(<p3  —  cp. 


A(r2,  r4)3 
p,  sin  (  4"  —  tpï 


sin(cp4  — cp2)~l 

^(x  +  KfJ 
sin  (  4>  —  tp2)"l 

pl      \ 


(*)  Voir  la  Note  de  la  page  76. 
VI. 
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P2  =  cl 


r*  (i+/»î 


|   A(r„r,) 

[>,/>,  —  /■,/>,  p,  "I 

'      à(r„  r,)a  •  ± 

L      v        3;  rî(n-#)\J 

p-./».  — r4/>,  />,  "] 


M.       ''2   Pj 

On  aura  pareillement  les  expressions  de  R,,  Q3,  P3,  et  de  R4,  Q,,,  P4, 
en  marquant  successivement  de  trois  et  de  quatre  traits  les  lettres  qui 
ne  sont  marquées  que  d'un  seul  trait  dans  les  expressions  de  R,,  Q,,  P,, 
et  réciproquement  (*). 

XIV. 

Il  reste  à  chercher  les  valeurs  des  quantités  A(rt,  r2),  A(r, ,  rs),..., 
qui  expriment  les  distances  entre  le  premier  satellite  et  le  second,  entre 
le  premier  et  le  troisième,  etc.  (Article  IX).  Or  il  est  facile  de  trouver 
qu'on  aura 

A(r,,  r,)2z=  (r2p2  —  r,/?,)2  -+-  [r,  sin(tp3  —  <j>,)]2  -t-  [r2  —  r,  cos(<p2  —  91  )]2 
=  r]  (1  -hp])  —  ar,  r2[cos(92  —  <p,)  -+- p^p^\  ■+-  fj(t  +  pi); 

donc,  tirant  la  racine  carrée, 


A(r„  r2)  =  \jr\  (1  +/>ï)-2r,  r,[cos(<p2  —  <p,)  +  j»^]  -+-  r22(i  -t-/?2)  ■ 

On  trouvera  pareillement 

A(r„  r3)  =  v/rj(i  +  p])  —  2c,  r3[cos(<p3  —  91)  +  p,  />3]  -t-  >'3(i  +/>f)» 

et  ainsi  des  autres.  On  voit  par  là  que 

A(j-„r,)  =  A(r„  r,), 

car  l'expression  de  cette  dernière  quantité  demeure  la  même,  en  chan- 
geant r,,  plt  f,  en  r2,  /?,,  <p2,  et  réciproquement;  ce  qui  est  d'ailleurs 
évident. 

(*)  Voir  la  Note  de  la  page  76. 
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XV. 

Pour  avoir  maintenant  la  valeur  de  d, ,  il  n'y  aura  qu'à  changer,  dans 
celle  de  A(r, ,  r2),  r2  en  p,,  (p2  en  <\>,  et  effacer  la  quantité  /?2  (Article  XI); 
on  aura  donc  ainsi 


ô,  =  s/r]  (n-/?,)  —  2r,p,  cos(i^  —  <?i)-t-  P,  ; 
on  trouvera  pareillement 


d2—  \fr'2{l  +  pi)  —  2f2p,COS(4i  —  <p2)  -4-  pf , 

et  ainsi  des  autres. 

XVI. 

Nous  avons  supposé  (Article  X)  que  l'attraction  de  Jupiter  sur  les  sa- 
tellites était  exactement  en  raison  inverse  du  carré  des  distances;  c'est 
ce  qui  n'est  rigoureusement  vrai  qu'en  regardant  Jupiter  comme  un 
globe  de  densité  uniforme. 

Or  on  sait  par  les  observations  et  par  la  Théorie  que  cette  Planète  est 
considérablement  aplatie;  de  plus  il  peut  se  faire  qu'elle  ne  soit  pas  par- 
tout de  la  même  densité  :  deux  circonstances  qui  peuvent  aussi  influer 
sur  le  mouvement  des  satellites,  et  auxquelles  il  est  bon  par  conséquent 
d'avoir  égard  ici.  Pour  cela  nous  supposerons  :  i°  que  la  figure  de  Ju- 
piter soit  celle  d'un  sphéroïde  elliptique  peu  différent  d'une  sphère;' 
20  que  ce  sphéroïde  soit  formé  d'une  infinité  de  couches  toutes  sphé- 
ro'idiques,  et  de  densités  différentes;  3°  que  Péquateur  de  Jupiter  soit 
dans  le  plan  de  l'orbite  de  cette  Planète. 

Cette  dernière  supposition  n'est  pas  tout  à  fait  exacte;  car  on  sait  que 
l'équateur  de  Jupiter  est  incliné  d'environ  3  degrés  sur  le  plan  de  son 
orbite;  mais  l'erreur  qui  en  résulte  est  si  petite  qu'il  serait  superflu  d'en 
tenir  compte. 

Cela  posé  :  soient  A  le  demi-axe  d'une  couche  quelconque,  E  son  ellip- 
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ticité  et  D  sa  densité  ;  on  trouvera  par  les  Théorèmes  de  la  figure  de  la 
Terre  de  M.  Clairaut  (§§  XXVI  et  XLVI,  seconde  Partie)  que  l'attraction 
de  Jupiter  sur  un  satellite  quelconque  produit  deux  forces  :  l'une,  dirigée 
au  centre  de  Jupiter,  égale  à 

„2ro ,  r  rDA»rfA+i  rDrf(A»E)i  +  r<(/'"2C)  (W>e); 

r»(H-j>»)  \_J  3  J  'J         5r*(i+/>-)3  J 

l'autre,  perpendiculaire  à  cette  direction  dans  le  plan  d'un  méridien, 
égale  à 

ir-J^£. A)d(A'E) 

(ts  dénote  ici  la  périphérie  d'un  cercle  dont  le  rayon  est  égal  ai).  La 
partie 


de  la  première  de  ces  deux  forces,  étant  réciproquement  proportionnelle 

tp 


TP 
au  carré  de  la  distance,  doit  être  comparée  avec  la  force   —. - 

r2(i-f-P2 


(Article  X);  d'où  l'on  aura 

ff  =  2ror  TDA'rfA+l  rDd(A'E)]. 
L'autre  partie  de  la  même  force 

5r<(i+p>fJ         V         ;' 
aussi  bien  que  la  force  perpendiculaire 

devront  être  regardées  comme  des  forces  perturbatrices,  et  par  consé- 
quent décomposées  suivant  les  directions  de  R,  Q,.  P;  cette  décomposi- 
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tion  étant  faite,  on  aura  les  deux  forces  suivantes 


dans  la  direction  de  la  force  R,  et 


5r' 


JD, 


dans  la  direction  de  la  force  P;  donc,  si  l'on  suppose 

jDd(A5E) 
V~  As[/DA5rfA-i-f/Drf(A3E)j' 

les  forces  perturbatrices  R  et  P,  qui  résultent  de  l'aplatissement  de  Ju- 
piter et  de  l'hétérogénéité  de  ses  couches,  seront,  en  général, 

vA'ff(i-4j>')        p      vA'g(3j>-2j>') 

K.  =  j —  1        1   —  5 1 

5r4(i  H-/?2)2  5r'(i +/>')' 

d'où  l'on  tire  :  par  rapport  au  premier  satellite, 

„  ._vA2^(i-4/>;)      p  _vA'y(3^,-ap;-). 

5r\{i  ■+-pt,)i  5rJ(i  +J92)2 

par  rapport  au  second  satellite, 

_        vA»r(i-4f>î)        p        vA'W(3,h-zpl) 
n2  = j—  ?      r2  = 7 , 

5r*(i-t-/>2)2  5rî(i  +  />2,)s 

et  ainsi  des  autres. 

11  n'y  aura  donc  qu'à  ajouter  ces  valeurs  à  celles  des  Articles  XII 
et  XIII.  Au  reste,  comme  l'aplatissement  de  Jupiter  n'est  que  d'environ 

A>   suivant  les  dernières  observations,  la  quantité  E  sera  fort  petite, 

aussi  bien  que  la  quantité  v;  de  plus  le  rapport  de  A2  à  r'1  sera  toujours 
exprimé  par  une  fraction  fort  petite;  de  sorte  que  les  forces  perturba- 
trices dont  nous  venons  de  parler  seront  nécessairement  très-petites. 
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Si  l'on  suppose  D  constante,  on  aura 

3E 
v  = e' 

En  général,  quelle  que  soit  D,  on  aura,  par  les  conditions  de  l'équilibre, 

A)d(A5E):=5As(E  — je)  CvA'dk 

(S  étant  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur,  sous  l'équa- 

teur);  donc 

v  =  5E-}ê 

à  très-peu  près. 

XVII. 

Il  faut  maintenant  développer  les  expressions  des  forces  perturba- 
trices P,  Q,  R,  en  employant  les  suppositions  de  l'article  V.  Pour  cela 
nous  remarquerons  d'abord  que  nous  pouvons  négliger  dans  ce  calcul 
tous  les  termes  de  l'ordre  n2,  parce  que  les  quantités  P,  Q,  R  sont  déjà 
elles-mêmes  de  l'ordre  n,  comme  nous  le  verrons  plus  bas.  Donc,  met- 
tant premièrement  dans  la  valeur  de  A  (r, ,  r2)  [Article  XIV] ,  au  lieu  de  r, , 
a,  (i  +  na;,),  au  lieu  de  p<,  nzK\  et  de  même,  au  lieu  de  r2,  a2(i.+  /ia;2), 
et  au  lieu  de  p2,  nz2,  suivant  ce  que  nous  avons  dit  à  l'Article  IX,  on  aura 

ii (r, ,  /-2)  =  \Ja\  (n-  2K,)  —  2fl,  a2  (i-t-  nxt  -+-  n x2)  C0S(tp2  —  tp,)  -+-  a]  (n-  <3.nx2) 

=  \Az2  —  2 «,«2  cos(<p2  —  <p,)  -f-  al  ■+-  in{a]x^  a\x2)  —  inaia2(xi  -t-x2)  cos(y2  —  <?,) , 

d'où  l'on  tire,  par  les  séries, 

— - r,  =  \ait — ia,  a,  cos(o,  —  çj  +  flil   2 

\{rn7-2Y 

—  3 n[a'x t-i- a'2x..  —  as a2(xt-\- x2)  cos(y2— 9,)]  [a*  —  2fl,«, cos(tp2 —  y,) -h/ï*]   l -+-.... 

On  trouvera  de  même 

— r^—ïa2, — ia,a,cosh, —  n/!)-\-aX\  2 

—  3 nla'ix^ a\x3—  «a, «3(jr,-f- a;3)  cos(tp~—  y,)]  [a]  —  ialatcos((f3 —  œ, )  — f- <tï|]   "-h.... 
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Et  pareillement 

t, n  =  \a\  —  2«, a. cos(<p,  —  <f.)-t-aV\  * 

—  3«[a^,+  a2jxf — «, «,  (^7,-+- xs)  cos(f4—  f,)]  [a,  —  2a, a4  cos(<j>4 — <p,)-*-«i]   "-*-•■■; 

et  ainsi  des  autres. 

XVIII. 

Mais  il  se  présente  ici  une  difficulté,  par  rapport  aux  quantités 

-  —  _! 

[«2 — zcitCii  cos(<f>2 — <?i)  -t-  «2]   2,     [a] — 2a,aiC0s(cp2 —  cp, )  H-  «|]  %..•, 

c'est  de  pouvoir  les  réduire  à  une  forme  rationnelle,  condition  absolu- 
ment nécessaire  pour  l'intégration  des  équations  des  satellites. 

Pour  résoudre  cette  difficulté,  on  écrira  d'abord  les  radicaux  proposés 
ainsi 

fl7L,-^rC0S(?2~9')  +  <]  '   a7V~  ^C0S(9!_9')  +  ^J  ""' 

et  la  question  se  réduira  à  changer  en  une  fonction  rationnelle  une 
quantité  de  cette  forme 

(1  —  2c  cos0  -+-  q')~x, 

dans  laquelle  q  est  un  nombre  moindre  que  l'unité. 

Pour  y  parvenir,  je  remarque  que  la  quantité  1  —  iq  eosô  -h  q-  est 
égale  au  produit  de  ces  deux  quantités 

1  — =  <7(cos0  +  sin0\/— 1),     et     1  —  </(cos0  —  sin0^/—  1  ); 

je  les  élève  donc  l'une  et  l'autre  à  la  puissance  —  X,  en  écrivant  au  lieu 
du  carré  de  cosÔ  ±  sin$  y/—  1 ,  cos20  zb  sin20  y/  —  1,  et  ainsi  de  suite; 
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j'ai 

[i  —  qr(cos0±sin0^/— ïj]~*=  i  -t- Xg  (cos0  ±sin0  y/— i) 

-+-  l(-l  +  l)  ^(cos20zhsin20v/^ij 


2.3 

Soit,  pour  abréger, 


— -± <79(cos30dzsin30  ^_j 


i  +  ïqcosQ  H — — -  g2  cos 2  0  h — ^ -g3  cos  30 


M, 


Açsin0  H — — -  g2  sin  2  0  h ^ '  q3  sin3  0  +  . .  .  =  IN; 

on  aura 

[i  — ç(cos0  +  sin0s/^7)]_>'  =  M  +  Nv/^7, 

[i  —  ?( cos0  —  sin0  v/^T)]-'' =  M  —  N y/^; 
donc 

(i  —  2^  cos0  +  ç2)-'-  =  (M  +  N  y/^T)  (M  —  N  v/=7)  =  M1  +  N2. 

Or,  si  l'on  fait  les  carrés  des  deux  séries  M  etN,  qu'on  ajoute  ensemble 
les  termes  qui  ont  le  même  coefficient,  et  qu'on  remarque  que 

cos  m  8  X  cos  n  0  -+-  sin  m  8  X  sin  n  8  =  cos  (  m  —  n  )  0, 

m  et  n  étant  des  nombres  quelconques,  on  trouvera 

(i  —  iq  cosô  -i-  q2)-*-  =  A  -t-  B  cos0  -t-  C  COS20  -t-  D  cos30  -t-. . . . 

Et  les  coefficients  A,  B,  C,...  seront  exprimés  de  la  manière  suivante 

,,  ,      /2(/  +  02   â      A2(/-t-i)2(Â-+-2)2    B 
A  =  i  -+-  l2q2  -\ — : — -  qA  H — ~ qe  -4-  ... , 

*  22  *  22. 32  7 

B  =  2X17-1-  2A  — g3  +  2 '-± q' 

/(/  +  !)(/+  2)  /(/-t-i)(/-i-2)(A-t-3)     , 
+  2  2T3-  2.3.4  ?  +"" 

m  +  0  ,      ,^(X  +  i)(îh-2)  , 
et  ainsi  de  suite. 
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Au  reste  il  ne  sera  nécessaire  que  de  connaître  les  deux  premiers  coef- 
ficients A,  B,  pour  avoir  tous  les  autres  C,  D,...;  car  on  trouvera  par  les 
formules  de  l'Article  XXVI  de   la  Pièce  sur  le  mouvement  de  Saturne 

[Prix  i^8]  (•) 

2(i  +  ^;C  —  (i-hl)qB 

■   (3->.)g 


et  ainsi  de  suite. 


_  3(i-f-çf2)D  —  ( i  -hl)gÇ 


XIX. 


Tout  consiste  donc  à  déterminer  les  valeurs  de  A  et  B.  Or,  dans  la 
Théorie  des  satellites  de  Jupiter,  la  plus  grande  valeur  de  q  est  d'envi- 
ron f,  comme  on  le  verra  plus  bas;  donc  q2  sera  toujours  moindre  que  {; 
donc,  si  l'on  fait  X  =  f,  les  suites  A  et  B  seront  assez  convergentes  pour 
qu'on  puisse  se  contenter  d'un  petit  nombre  de  termes.  Ces  suites  seront 
représentées,  en  général,  par  celles-ci 


4    16    36 


3  q    5  q    2.5 

_   n   _1_    il  .  _    /-|3  _1_  3.  .  


+  7  •  7  q3  -+-  f  •  — ;  ■  j:  q"  -+- . . . , 
4   4         4    •t'  t> 

dont  les  coefficients  numériques  sont  très-aisésà  calculer. 

Voici  les  logarithmes  de  ces  coefficients  pour  les  différentes  puissances 
de  q  qui  entrent  dans  les  deux  séries  dont  il  s'agit;  les  logarithmes  qui 
répondent  aux  puissances  paires  de  q  sont  ceux  des  coefficients  des  ter- 
mes de  la  série  A,  et  les  logarithmes  qui  répondent  aux  puissances  im- 
paires de  q  sont  ceux  des  coefficients  des  termes  de  la  série  —  • 

(*)  La  pièce  dont  il  est  ici  question  est  le  Mémoire  d'Euler  inséré  dans  le  tome  VII  des 
Prix  de  l'Académie  Royale  des  Sciences.  [Note  de  l'Éditeur.) 

VI.  ra 
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'/ 

o, 176091 

qts 

1,047096 

l" 

1 ,3i56i2 

?2 

0,352l82 

?" 

1,070577 

?" 

1 , 328976 

?3 

o,449°92 

r/8 

1 ,og4o58 

q33 

i,34i565 

't 

0,546002 

q» 

1 , 11 5247 

f 

1, 354i54 

? 

0,612949 

'/'" 

1,1 36436 

f 

1 ,366o53 

f 

0,679896 

q-' 

i,i5574i 

j" 

1,377952 

?' 

0, 731049 

q» 

1 , 175046 

q» 

1,389233 

(]» 

0,782202 

qrs 

1,192775 

■  q3» 

1 ,4oo5i4 

(f 

0,823595 

q» 

1 ,2io5o4 

q30 

1, 4ii238 

q" 

0,864988 

?M 

I ,226895 

q>° 

1 ,421962 

?" 

0,899750 

qK 

1 ,243286 

?" 

1,432181 

q'2 

0,934512 

<r 

1 ,258526 

?" 

1 ,442400 

qu 

0.964475 

q™ 

1 ,273766 

q" 

1 ,452160 

<t 

",994438 

q:a 

1 ,288007 

?" 

1 ,461920 

gls 

1 , 020767 

?M 

1 , 302248 

Il  ne  s'agira  donc  plus  que  d'ajouter  à  chacun  de  ces  logarithmes  celui 
de  la  puissance  correspondante  de  q,  et  de  chercher  ensuite  le  nombre 
qui  répond  à  chaque  somme  ;  on  aura  ainsi  les  valeurs  d'autant  de  termes 

des  deux  séries  A  et  —  qu'on  voudra;  d'où  l'on  pourra  tirer  pour  A  et  B 
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des  valeurs  aussi  approchées  qu'on  le  croira  nécessaire.  Pour  juger  de  la 
quantité  de  l'approximation,  on  remarquera  que  les  différences  des  lo- 
garithmes de  la  Tahle  précédente  forment  une  progression  décroissante; 
d'où  il  suit  que,  si  après  avoir  pris  la  somme  d'un  nombre  quelconque 

de  termes  de  la  série  A  ou  —  on  regarde  le  reste  de  la  série  comme  une 

propression  géométrique,  l'erreur  sera  toujours  moindre  que  la  somme 
de  cette  progression.  Au  reste,  dans  le  cas  même  où  q  sera  la  plus  grande 

.  (  ce  cas  est  celui  où  q  —  —  =  -^^,  comme  on  le  verra  dans  la  suite  )  -, 
\  7        az        1430  / 

T> 

il  suffira  de  prendre  les  dix  premiers  termes  des  séries  A  et—  pour  avoir 

les  valeurs  de  ces  coefficients  en  millièmes,  c'est-à-dire  aux  dix- millièmes 
près,  et  en  prenant  encore  trois  ou  quatre  termes,  on  poussera  l'exacti- 
tude jusqu'aux  dix-millièmes  et  au  delà. 

XX. 

Ayant  ainsi  les  valeurs  des  coefficients  A,  B,  C, . . .  de  la  suite  qui  re- 
présente 

(1  —  iq  cosô  -(-  q2)  2,. 

on  trouvera  aisément  ceux  de  la  suite  qui  exprime 

(1  —  iq  cosô  H-  c/2)   ''; 
car,  dénotant  ces  derniers  par  (A),  (B),  (C) il  faudra  que  la  série 

(A)  +  (B)cos0H-(C)cbs20-i-. . ., 

étant  multipliée  par 

1  —  iq  cosô  •+•  q1, 

devienne  égale  à  la  série 

A  -1-  B  cos  9  -+-  C  cos  2  ô  -4- . .  . . 
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La  multiplication  faite,  on  trouvera,  en  comparant  les  deux  premiers 

termes, 

A  =  (H-<jf2)(A)-?(B), 

B  =  (i  +  tf')(B)-.2<7(Al-g(C). 

Or  (C)  est  donné  en  (A)  et  (B)  de  la  même  manière  que  C  est  donné  en  A 
etB;  il  suffira  pour  cela  de  mettre  dans  l'expression  de  C,  Article  XVIII, 
(A)  au  lieu  de  A,  (B)au  lieu  de  B,  (C)au  lieu  dé  C,  etX  +  i  au  lieu  de).; 

ce  qui  donnera 

,r'_  (i  +  g')(B)-a(>  +  Og(A), 

donc,  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  (C),  on  aura  deux  équations  en  A, 
B,  (A),  (B),  d'où  l'on  tirera 


> 

( 

n- 

<?2)A 

+.— 

1 

-qb 

(«- 

-q2) 

> 

l 

u  + 

q')H 

-+- 

4</A 

(B) 

u  —  rr 

Connaissant  (A)  et  (Bj,  on  connaîtra  tous  les  suivants  (Article  XVIII). 

XXI. 

De  ce  qu'on  vient  de  démontrer,  il  suit  qu'on  peut  supposer 

[a*  —  2a,a2  cos(cp2—  9,)  -+-  a\~\   2 

=  T(a„  a2)  ■+-  r,(ffli,  a2)  cos(œ2  —  9,) 

-l-  T,{at,  a2)  C0S2(<p,  —  9,)  -+-  r3(a,,«,)  cos3(92  —  9,)  +.  .  ., 

[a]  —  2 a, «2  cos(92 —  9,)  -1-  a'] 

=  A(«,,  «2)  -+-  Ai(ffl,,  a,)  cos(92  —  9,) 

-+-  A,(«,,  a.)  cos2(9,  —  9,  )  +  A»(fl,,  a2)  cos3(92  — 9,')  +. . . .     • 

J'entends  par 

r(a,,a2),  r,(a,,«2),  r2(a,,  #2), .  .  .  ;     A(a,,a2),  A,(a,,a2),  A,(a,,  a2), . . . 
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des  fonctions  données  de  a, ,  a2,  dont  on  trouvera  la  \aleur  par  les  mé- 
thodes des  Articles  précédents. 

Donc,  si  l'on  fait  ces  substitutions  dans  la  quantité  -r-r— — -  (Arti- 

M  A(r,,  r2)3  v 

cle  XVII),  et  que  l'on  développe  les  produits  des  sinus  et  des  cosinus,  on 
trouvera 

A(,.    r>3  =T(a„a2)-hT,{al,a2)  cos(<p2  —  9,)  +  r2(«„  a2)  cos2(cp2  —  <p,) 
-(-  r3(«i,  «2)  cos3(cp2  —  9,)  -1- . . . 

A,  (a,,  a2)l 
— J 


—  3nx, 

—  3nxl 

—  3nx, 


—  3nx2 

—  3nx2 

—  3  nx2 


a\\  (a„  a2)  —  ata2 


2A(«,,  a2)-\-  A2(«,,  a2 


I 


a]  A, (a,,  a2)  —  «,a2  —  -  |  cos (. <pa —  ep, ; 

COS2(Cp2  —  cp. 


a\  A2(a,,  a2)  —  a,«; 


A, («,,  a2)-\-  A3(a,,  a2)~ 


a2  A  (a,,  «2)  —  a,«; 


A,  (a,,  a2) 


2*  /          ^              2A(a,,  a2)  +  A2(a,,  aO~l 
a2  A, (a,,  a2)  —  a,a2 — — v    '     ;     cos(cp2  — 9, 


a2  A2(a,,  a,)  —  «,a2 


A, (a,,  a2)  +  A3(a,,a2 


COS2(cp2  —  cp, 


XXII. 

Soit  fait,  pour  plus  de  simplicité, 

II  (a,,  a,)  = — - — ! — — - — -L, 

2 

jj  ia    a\—  a'a*A2(a,,«2)  —  -},a\  A,  (a,,  a,)  -+-  2<z1a2A(«i,  a2) 

2 

n  /„    ,.  *       a,fl2A3(a,,  â2)  —  2«J  A2(«,,«2)  -1- a,«2A,(«,,  a2) 

**2  (,«1-,   «2  I  — '-■. 

1 

tt  i„    „  \_  ata2A,(a,,a2)  —  ia\  A3(«,,  a2)  -+-  a,a2A,(a,,  a2) 
ii3  ^,,  «2j  —  __ _, 
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Soit  aussi 


,rr  ,                 ata,Ai{a„a,)  —  2a'A(at,a2) 
't  (a„  a2)  = ! — - — — - — - — - 


w  .  ata2A2(at,  a2)  —  2«j  A, (aua2)  4-  •2.ala2A{al,  a2) 

2 

w  ,  «,a2A3(a,,  a2)  —  ia\  A2{ax,  a,)  4-  «i«2A,(«,,  a2) 

X2^^lj   d2)   ? 

2 

w  ,  «,a2A4(«,,  a2)  —  ia\A3{ax,  a2)  ■+■  ala2A2(a„  a2)  ■ 

2 

On  aura  la  quantité  -r— — —>  exprimée  de  la  manière  suivante 

— -  =  T{a„a2)  +r,(a„  a2)cos(c32  —  <p,)  4-  T,(at,  à,)  cos2(92  —  9,)  4-. . . 

-h3nxt  [n(a!,  aj)+n,  (a,,  a2)cos(<p2— <pi)+na(a„aj)cos2(<jp2— 9,  )+...] 
+3«x2[xF(a,,a2)-i-"lFl(a„a2)  cos(92— 9, )+x¥2{ai, a2)  cos 2(92—91)4-...]. 

On  trouvera  de  même,  en  changeant  simplement  r2  en  /-3,  a2  en  a3, 
<p2  en  <p3  et  x2  en  x3, 

— -  =  r(a,,<23)  4-  r,(a,,a3)  cos(93  —  es,)  4-  r2(«„  a3)  cos2(9,  —  ©,)  4-.  .  . 

4-37ia;i[n(a„  a3)4-n,(a,,a3)  cos(93— 9,')4-n2t«,,  a3)  cosa^j— <p,)  +-...] 
4-3Hx3[¥;a,,«3)4-¥,(a1,a3)cos(93— 91)4-xF2(a,,a3)cos2(93— 9,)4-...]; 

et  pareillement 

A(r  -i-  v~  ^a"  a^  +  r'(a"  ^4)  cos(9j  —  9,)  4-  r2(a,,«â)  cos2('9(  —  9,)  4-.  .  . 
4-3»a?1[n(a„ffl4)4-II1(a1,a,)  cos(94— 9,)4-II2(a,,  à,)  cos  2(9,-91)4-...] 

4-3/i^4[¥(a1,rti)4-¥,(a,.«4)cos(94— 9,)4-1F2(a,,a4)cos2(94— 9,)4-...]. 
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XXIII. 
Cela  posé,  on  aura 

r\  a,(i  -1-  nx,) 


A(r,,r2)3_ "     A(r„  r2)3 

=  «,[r(«,,  a2)  +|I\(a,,  a2)  cos(<p2—  9,)  +  r2(«,,  a,)  C0S2(<p2—  <p,)  H-  . .  .] 

-I-  nx, a,  [3II(«,,  a2)  -\-T(a„  a2)  +  [311, (a,,  a,)  -t-T, (a„ «2)]  eos(cp2— 9,) 

+  [3n!(a,,a!)  +  r2(a,,a2)]  cos2(cp2  —  <p,)-t-. .  .1 

-1-  2>nxiai\y¥{au  a2)-f-1F,  (a„  a2)  cos(cp2—  9, )-t-^F2(a4,  a2)  cos2(cp2—  <p,)  -t-. . .]. 
On  trouvera  de  la  même  manière 

.'..     — rj  =«2[r(a,,a2)+r, (a,,a2)cos(!p2— cp,)-i-r2(a,,a2)cos2(92—  9,)  +  . . .] 

-t-  3«^,«2[DI(a,,  «3)  +  n,(«,,  a2)  cos(cp2  —  9,)-+-  n3(a,,  a2)  C0S2((p2—  9,)  +.  . .] 
-t-re#2«2r3¥(«,,a2)-f-r(a,,a2)  +  [31F1(a„  a2)+r,(a,,a2)]cos(<p2— 9,) 

+  [3T!(«„fl!)  +r,(û!,,  a,)]  cos2(<p2  —  9,)  +. .  .1. 

On  aura  ensuite 

—  =  -^(1-  «*.+...)■ 

il(n-/»ï  )7    "2 

Donc 


A(r„r2)3  } 

=  —  —  a2r(a,,  a2)  — a2ï\  («,,  a2)  cos(<p2— 9,  )  — a2r2(a„  a2)  C0S2(92—  9,)  — .  . . 

—  3«.r,a2.[II(a,,a2)  +  II,  (a,,«2)  cos(92  —  9,)  -+-  II2  (a„a2)  C0S2(92  —  9,)  +  .  .  .] 

—  nx,    —  +  3«21F(«,,  a2)  +  a2r(a,,  a2) 

-1-  [3a2xF,(a,,  «2 )  -4-  «2r,(«,,  a2)]  cos(<p2  —  9,) 

-h  [3a2 W2(a„  û!j)  +  a2r2(a„  a2)]  C0S2(92—  9,  )  +. . .     • 
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Cette  quantité  étant  multipliée  par  cos(ç2  —  <p,),  on  aura 


/'2COS(<p2  —  9,)  ^_  COS(cpi  —  <pi) 

rî(I+#)* 


A(,'"^)a  _>/,      .      „»1» 


a2r,(a„«2)  _  ra2r2(a„a;)  +  2a2r(a„c(2)  _-J_~|  cos(     _  „\ 

2  2  «2_l  ' 

a2r3(a,,  a2)  -t-  a,Ttiat,  a,)  ,  . 

^ " - C0S2(<pv—  cp,)  — . .  . 


r.      n,(«,,a,i       ,      n2(a,,«2)+ 2n(a,,a2) 

nx,     3«,  — —-^ — -  +  3a2 — ^— - — - — -  COS(9,  — 9 

2  2 


3a2  —  —  cosa(9,  —  9,)-f-.  .  . 


—  nx7 


n3(a„a,)  -+-  n,(a1;  a2> 
2 

3a2¥l(ai,aa)  +  a2ri(g|,a2) 


„     ¥2(0,,  «4  +  2Ï(a„  ajj  r2(a,,  a,  -t-2r(a,,  a.)        2'. 

3«2 — - — ! — : ! l-  a2 — ! 1 — ?    cos(92 


/_      f1(«„a,)  +  ¥l(a„aI)          r3(a„  a2)  +  r,(a„  «2)\  ,  ] 

-+-  I  3a2  — - — - — ha,  — * I  coS2(93  — 9,)  +  . ..    . 

Enfin,  multipliant  la  même  quantité  par  —  sin(y2  —  <p,  ),  on  aura 

r2  sin  (  92  —  9,  )       si iv,  9.,  —  9,  ) 
r\{i  +  p\f 


=-[. 


r2(a,,a2)  —  2r(a,,«2)         il,, 

' H r-        Slll  (  CO2  —   CD,  ) 


T3(at,a7)  —  rl(a1,«2)    . 

— - — sin2(92  • 


—  nxt     3rt2 


îlAa„a2) —  2n(«,,a2)    .    . 
— sin(92  —  9, 


3 a: — sin2(92  —  9,)  -h.  .  . 
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nx2  \  [3a-,  — *■ v  -+-  a,  — ! — - — ! r  )  sin  (  <p2  —  <p,  ) 

IV  2  2  a\j 

/„     ¥3(0,,  a,)  —  W,(a„a,)  Y3{a„  a,)  —  r,(a„  a,)\    .      ,  .   ,       "I 

+  I  3«2 — ! -  -1-  a2  — — - — — - — -    sin 2 (cp2  —  cp,)  +  ... 


XXIV. 

Soit  maintenant 

w,  >        ct2,ehTt(ai,a,)  —  2.a3.T(a„a2) 

T(a„  a,)  =  — ■ — - — - — — - — - — -, 

2 

p.  «*a2r2(a,,  a2) —  2.a\Ti{ai,a2)-\-2.a\chY(ai,a,i)       a] 


s',  ,        aï«2I\(a,,  a,)  —  2s'  r2(a„  a,)  H-  «?  a2I\(a,,  a2) 

r2(a,,  a2)  =  — ! —  ) 


s,          >        a'ffl2r4(ai,  a2)  —  1a3.  r3(a,,  a2)  -+-  a"  a2Y,{a„  a2) 
r3(ffl„  a2)  =  — ! ! 


-  a;fl!n,(a„a!)-2«;n(a„a!) 

U(a,,  rt2)  =  3  — ! — ! L  —  «,  Y{a„  a2 


-  ,      .    ,       _  a?  a2  n2(a,,  a2)  —  ia\  II, (a,,  a,)  -+-  1a2.  a-,  II(a,,  a-,)         ,  _  . 
II,(a,,  a2)  =  3— ' ! a,  T,  (a,,«2 


«■  ,          >       „  a,  a2  n3(a,,  aa)  —  na3.  ILfai,  tf2)  4-  a?  a2n,  («,,  #2)         ,_, 
n2(a,,  «5)  =  3— ; ■ ■ —  —  a\  l2(a,,  a,) 


a,  ,       o  a\  a'.  n.i(a,,a2)  —  ia\  IL(a,,  a,)  H-  a'«2II2(«,,  a,) 

II 3 (a,,  «0  =  3— ■ ■ —  a,  1 3(  a,,  a2 


VI. 


W(a„  a2)   =  3 
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a)  a2yV,{ax,  a,)  —  aa.  M7!»,,  a»)       a]a7Tx (a,,  a.) 


¥,(«„«,)'=  3 


«;  ^^(a,,  a2)  —  î»^  ¥,(«,,  a2)  +  2«?«2^F(«,,  a<) 


a]a2Y2(a,,  a,)  +  ia\a,T{al,a2)       id\ 


Y2(a„a2)  =  3 


H/3(«l,a2)  =  3 


a;  a2  M^fa,,  «2 )  —  aa?  *F2(«,,  a.)  -+-  a\  a2W,(a„  a2 


«j  a,r3(«,,  cii)  -+-  a'\  a2r,  (a,,  a2) 


«,  a2  Wja,,  a-.)  —  ia\  W3{a„  a,)  -4-  a'  a2  W2(a,,  a?) 


a]  a,  r,,(a,,  a2)  -4-  <x'{  «2I\.(#,,  a,) 


On  aura 


[~r,  —  i\  cos(©j 

~A(r„r2)3 


5,)         oos(co,  —  ffl,  )' 


'1(n-/'2)ï 


©.  r* 


r  [-TC0!»  aO  +  r,(«,,  «2)cos(<p2  —  <p,)  +  r2(a,,  a,)  cos3(<?ï  —  <p,  ).  . .] 

—  n—^  xt  [ll(«i,  a2)  -+-  !!,(«,,  a2)  cos(<p2  —  9,)  + Ils  (a,,  a2)  cos2(  cp2 —  <p,). ..] 


—  n— -f  x2[xY(a„a2)-^-y¥l(al,  a,)  cos(<p2  — e>,)4-lF2(a,,  as)  cos?.(  cp2  —  tp, )...]. 


C'est  la  partie  de  la  force  R,  qui  résulte  de  l'action  du  satellite 

(Article  X). 
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Soit  de  plus 


XXV. 

_a]aiTi[a„a,)  —  ia\  a2T(a„  a2)       a' 
2  a; 

=p  ,      ■    , a,  a2Ts(al,  a2)  —  a*a2r,(a,,  a2) 


p  ,  a*a2r4(«,,  a2)  —  «;«2r2(a,,  a,) 

l3(a,,a2)  = ! — 


ji  5  «*  a2n2(a,,  #,) —  2a,  a,  II(a,,  a3) 

Q2(rt|   a\  —  3  «î  «*  n3(«,,  a,)  —  a;  «2  II,  (g„  a,) 


yi(«„a,)  =  3g'a'y'(a|'a')-2fl'a'V^'a'Uf(a„a,)-3gI, 

2  ft-' 

?,(*„  «2)  =  3  "î«^(«-.*o-«:*y.(«..«.)  +  îi(flij  ft)f 


On  aura 

i    2^.n(cp2  —  <p,')        sin((p2  —  9, 

*L-z 

®2  rs 


[/•2sii)(9,  —  9,)        sin((p2  — 9,)H 


ri(H-/>|)2 

-  ■^rLri(«1,«2)sin(cp,  —  9,)  +  f2(«,,a2)sin2(92  —  9,) 
—  n  — ■£■  x,  [n,(a,,  «2)  sin( 


'  'Sfi—  9,)  +  n2(a„  a2)sin2(92  —  9,)  +  . . . 


©2 


—  n—22  x, [¥,(a,,  a2)sin (9,—  9,)  +  Y,(a„  a»)sina(<pj  —  9,)  +  . . .] . 

i3. 
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C'est  la  valeur  de  la  force  Q(,  en  tant  qu'elle  vient  de  l'action  du  sa- 
tellite C2. 


XXVI. 


Enfin  on  trouvera 


z,  [a]  Y{a„  a2)-+-a]  T,{a„  a,)  cos(<p2— <p,)-i-a'  Tt(a„  a2)  cos2(92— 9,)- 


(E,    r  «- 

—  re— =-3,    a"  «2r(a,,  a2) J-  -t-  «!  a:r,  (a,,  a2)  costwj  —  ©,) 

«;     "■[_  «; 

-+- «^  «2r2(«i,  a2)  cos2(cp2  —  cp,) +■  ■  •    • 

C'est  la  partie  de  force  P,,  qui  vient  de  l'action  du  même  satellite  @2. 

On  changera  maintenant  dans  les  expressions  précédentes  les  quan- 
tités ©2»  a2,  <p2,  x2,  Zn  en  @3,  a3,  <p3,  a?3,  z3,  et  en  ©.,,  a4,  <p4,  a?.,,,  s,, 
successivement,  et  l'on  aura  les  valeurs  de  R,,  Q,,  P,,  dues  à  l'action 
des  satellites  ®„  ©». 

Il  ne  restera  donc  plus  qu'à  chercher  les  valeurs  de  ces  mêmes  foires, 
en  tant  qu'elles  viennent  de  l'action  du  Soleil. 

Pour  cela  nous  remarquerons  d'abord  que  le  rayon  p,  de  l'orbite  de 
.  Jupiter  est  considérablement  plus  grand  que  le  rayon  r  de  l'orbite  d'un 
satellite  quelconque;  d'où  il  suit  que  la  valeur  de  ft,  qui  est  exprimée 
généralement  (Article  XV)  par 


\jp\  —  2p,rcos(^  —  9)  -+-  r''(i+  p2 


se  réduira  en  une  suite  très-convergente,  dont  il  suffira  de  prendre  les 
premiers  termes;  on  aura  donc 

i   i         3r  cos(i|;  —  9) 

o3  ~~  P.Î  P\ 


donc 
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p,  COS (iL  —  q>  COS (é  —  9  3r  r  ,,  ., 

^ —  h --— —  = r[n-  cos2  A  — co  ], 

<r  p;  2p,  L 


sin(<^  — 9)        sin(<l;  — cp)        3r    . 
tj î ^-4 — —  =  — r  sin  2  (  4*  —  <p  ), 


et 


XXVII. 

Soient  à  présent  a  la  valeur  moyenne  de  p,  et  m  la  valeur  moyenne 

de  -j-i  c'est-à-dire  la  vitesse  angulaire  moyenne  de  Jupiter  autour  du 

Soleil. 

On  supposera,  à  l'imitation  de  ce  que  nous  avons  fait  (Article  IV), 

p,  =  «(î  -+-  n'i),     <ii  =  ml  -+-  ni. 

Dans  ces  formules,  nS,  représente  l'équation  de  la  distance  de -Jupiter 
au  Soleil,  et  n]  l'équation  du  centre  de  Jupiter;  lesquelles  sont  connues 
par  la  théorie  de  cette  Planète.  En  effet,  en  n'ayant  égard  qu'aux  équa- 
tions elliptiques,  et  supposant  que  ne  soit  l'excentricité  et  U  l'anomalie 
moyenne,  on  a  à  très-peu  près 

£  =  eeosU,     J  =  — 2esinC 
On  aura  donc 


—  =  —  (i  -h  nx)(i  —  3ra£)  =  — -  (i  -\-  nx  —  3  ni;); 
p  ',        a  a? 


donc  enfin 


r»'  —  pi  cos(4|  —  91)       cos(4'  —  <pi)~| 


l^-j-[i  -+-  3cos2(iJ;  —  9.)]  ~  n   '  "3  (x>  —  3 £ )  [  1  H-  3 cos 2 (<\i  —  91)]) 
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_  fp,  sin(i|'  —  9')  _  sin(^  —  ?i)1 

à'  Pi  J 

3a,®     .      ,  ,  3«,  ©  ,  „,,,    .       ,  , 

= sin2(ai  —  <Pi  )  +  « r-  (^i  —  j£1  sinafu/  —  cp,  ), 

?.as  T        T  ia?  T         T 

r,D,  a,© 

©  -5V-   =  »  T"  Si" 

à,  a. 

Ce  sont  les  valeurs  des  forces  R, ,  Q, ,  P,,  qui  viennent  de  l'action  du 
Soleil  (Article  XI). 

XXVIII. 

En  joignant  ensemble  toutes  ces  différentes  valeurs,  on  aura  les  valeurs 
complètes  des  forces  R, ,  Q,,  P,  exprimées  de  la  manière  suivante 

R,  = 7XT  —  [l\«i,  eu  )  -+-  r,(«„  a-i)  cos(©:  —  <p,)  +  . . .]  ■ 

-  -~r  —  [r(a,,a3)  +  r,  («,,  a3)  cos(cp3  —  9,)  +...] 

-  -™A  -r  [r(ffli,  a.i)  4-  r,(«,,  «4)  C0S(<»,  —  ep,)  -+-. .  .] 
a','9   VTI       ,  ,.  Nn 

®,     #"  r- 

—  re-™= — j-*'    n( a,,  a2)  +  n,(a,,  a2)  cos(a>,  —  9,)  -+-. . . 

#    «, 

—  /?,  -^5 -X,  [II(a,,  «3)  +  IIi(«,,  «3)  COS(93  —  9,)  -t-.  .  .J 

<E,     ?"         r- 

—  «  -™ — -#,  |_II(a,,  a«)  -t-  EL(a,,  a4)  cos(9s  —  9,)  4- . . .  J 

a'   ©   V     /,       3 

—  »—  -™  -Xiï  +  feosa  iL  —  9,) 

a?    $  a\  '        T 

—  »  -Fjp-  —jx/iK¥{at,  a.)  ■+■  WAa„  a2)cos(9,  —  9,)  -f-. .  .] 

—  n~-  —  a73[vF(a,,  a,)  -f  *?,(«„  «3)  cos(93  ■—  9;)  +. . .] 
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©4      TP 


~n~W  âtX>l~y(a»  "0  +  Yi(«i>«0cOS(<p,  — <p,) -)-... ] 

a?    T£   T  .  r 


@,  zr  r~ 

W'  —  —  ^r  ^r  Lr,(fl„  a2)sin(<p,  —  <p,)-|_., .] 
~  ~W  7ë  Lr'(a"«-0sin( 93  —  9, )■+.. .] 

€4      Z?    r~ 

~  W  a*  lr'(a»a«)sin(9«  —  <p, )  +  ...] 
a,'    ©    ?" 

~  ^  ¥  arXïsin2(+-?.) 
©,  zr     r~ 

—  "-j7  ^t^i  [n,(«„  a,)sin(<p,  —  cp,)  +. .  .] 

©4  zr     r~ 

~  n~W  ^-^Ln,(a„a4)sin(<p4  —  ?■)  +  ....] 

«•;  ©  zr 

©■,  zj     r~ 

~n~W  ^»'a:,L*1(a"a»)sin(<P=  -?')  +  ••  •] 

.  ~n~T  ^■a?>^'(a'»a3)sin(9,  —  9,)  +...] 

<D,   ZT      r~ 
— '"  "Z7  ^"^  L^.C«m  «4)  sin(,cp4  —  <p,)+--  •] 

«î  ©    ï"  ».       ,    . 


P.=  «-^ 


a:2  zr 


-r  2,  [a]  T{a„  a,)  +  «3  r,  (a,,  a,) .cos(>2  —  9, )  + . . .] 


@3   r 


""Zr"  ^z>Kr(«',«2)  +a;iY(«„as)cos(sp,  — ?l 
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©     TE 
+  n-~-  —  zi\a\Y{a„ai)  ■+■  a]  T,{a„  at)  cos(<?4  —  9,)  +  -  ■  •] 

a]   ©    TE 
a3    IE  a\ 

©     E1      r  «2  H 

—  n-p^  —  2,    «;«2r(  «,,«,)  —  -j-  -h  a;  a»  r,(a„  a»)  cos(cp2  —  9,)  -+-... 

TE    a\    '[  «2  J 

—  n~  -rïi    «;«,r(«,,  «3)  —  ^-  +  a;  a3r,(«,,  «3)cos(<p3  —  <»,)-+-... 

TE   a\  a\  J 

—  tt-^r  — rzJ  «,  «i  T(a,,  «4) ï  +«'a4r,(«,,  «s)  cos(©(  —  9,)  -+-.  . .    . 

IE    ci]  ci]  j 

Il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  pour  <p,,  <p2>  <p3,  <ju  et  <\>  leurs  valeurs 
p.,  t  -+-  nyt ,  \u  t  -+-  nv2 ,  (xs  t  -+-  n  j3 ,  jjl4  Z  -4-  ny4  et  mt  -h  n  J  ;  ce  qui  est 
très-facile,  car  il  n'y  aura  qu'a  changer  ©,,  <p2,  <p3,  ©4,  4*  en  p.,  t,  [x2t, 
\j.st,  \j.,,t,  mt,  et  ajouter  ensuite  aux  expressions  de  R,  et  Q,  les  quan- 
tités suivantes 

@     TE  — 

n~nF  ~~i  O"2  —  J')  [1*1(01»  a>)sin(fts  —  \xC)t  -+-  2Ti{al,  a2)  -t-.  '. .] 

+  K—  —  (/s  —  ji)[r1(a„a3)sin(fAS—  f*,)f-+-  iT2{a„a3)  +. . .] 

(è     TE  -^ 

+  n^jF  ~  (7<  —  J>)  [ri(ai,  ««)sin(fjt<  —  (ji,)f  +  2f2(a„a4)  -(-.. .] 

«3  ©   X' 
-4-  71  —f  7T7  —  (J  —  r,)  X  3sina(  m  —  a,)  £, 
0?    IE  a-,         .  J 


et 


Œ    TE  ^ 

~nWaT  ^  ~ r^  [r'(«"  «0  cos(^-2  —  /*,)*  h-  2r»(a„  «,)  +  ....] 

—  n-7jF  ~  (/a  —  /,)'-ri(a,,«3)cos(f/.3  —  ,</,)<•+-  2Î8(ffl„  a5)  +. . .] 

®.     TE  -~ 

—  re  -^  -j-  (y,  —  r.)  [r,(a,,  a4)cos(p.4  —  p.,)*  +  2l\(a„  a2)  + .  . .] 

1  ^ 

a\  ®   TE  ,.  .       ,  ,  . 

+  »-T^;-r   J-fi   X  3cos2(m  —  a,)  /:. 
a?    TE  a\  J  r 

Pour  trouver  les  valeurs  de  R2,  Q2,  P2,  il  ne  faudra  qu'ajouter  un  trait 
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aux  lettres  qui  n'en  ont  qu'un,  et  en  ôter  un  à  celles  qui  en  ont  deux;  et 
ainsi  des  autres  quantités  R:i,  Q3,  P3,  R4,  Q4,  P4  [Article  XIII]  (*). 

A  l'égard  des  forces  perturbatrices  qui  viennent  de  la  non-sphéricité 
de  Jupiter,  on  trouvera,  en  négligeant  dans  les  formules  de  l'Article  XVI 
ce  qu'on  y  doit  négliger,  qu'il  faut  ajouter  aux  valeurs  de  R,  et  P,  les 
quantités  suivantes 

vA2   %'  ,         ,  3vA2  V 

~f—t  —  (i  —  inxt)      et      n-p—. r2„ 

5«;   a)  5a]    a] 

et  de  même  aux  valeurs  de  R2,  P2  les  quantités 

yA2    T  ,         ,  3vA2   % 

-=— = — -(i  —  Lnx1)     et      n-p—, r  z2, 

5a2,  a]  5a;    ai 


et  ainsi  de  suite. 


CHAPITRE   III. 

CALCUL    DES    PERTURBATIONS    DES    SATELLITES    DE    JUPITER. 

XXIX. 

Nous  nous  contenterons  ici  de  chercher  les  formules  qui  déterminent 
le  mouvement  du  premier  satellite,  parce  que  les  autres  s'en  déduiront 
aisément  par  les  remarques  des  Articles  IX  et  XIII. 

Pour  appliquer  au  mouvement  du  premier  satellite  les  équations  gé- 
nérales de  l'Article  VIII*  il  est  visible  qu'il  ne  faut  que  marquer  les  let- 
tres d'un  trait  (*),  et  substituer  ensuite  pour  X,,  Y,,  Z,  leurs  valeurs  tirées 
de  celles  de  R,,  Q,,  P,  (Article  précédent).  Mais,  avant  que  de  faire  cette 
substitution,  nous  remarquerons  que  les  équations  (Articles  V  et  VI) 


F  r  c         ¥ 

:  n  —  X.       j  O (  i  -+■  n  x )  dt  =  a  u h  »  —  Y 

a-  J  'a  a' 


Voir  la  Note  de  la  page  76. 
VI. 
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ne  peuvent  subsister  dans  l'hypothèse  de  n  très-petit,  à  moins  que  les 

F  n 

quantités  constantes  —  —  ap?,  a\x ,   et  les  quantités  variables  R 

et  Q  ne  soient  chacune  très-petites  de  l'ordre  71. 

Or,  en  examinant  les  valeurs  de  R  et  Q  (Article  précédent),  il  est  fa- 
cile de  voir  qu'elles  ne  sauraient  être  supposées  très-petites  qu'en  regar- 

®    a*®   „      A2 

Soit  donc,  en  général, 

©  «'«$  A2 

-pjp  =  ny„,      —7jp=nK,     v  —  =  iik. 

'  IP  câiu  n- 

Soit,  de  plus, 

c 

i" ; 

ï—  J=nS>  -y—=nU. 

Nous  aurons,  à  cause  de  /=  —  (Article  V), 

■'         a3  y  ' 

X  =--*--££       Y  =  H    1    «■/Q(,+-,|g)rf* 

5    '    F  «'  F  n 


c'est-à-dire,  à  cause  de  F  =  ffl  -+-  ©  (Article  X), 

«=  R  y  —  H       —  J<J^  +  nx'idt 

S'+  ^  «(i  +  «X)'  V%    n(i+n%) 

A  l'égard  de  la  quantité  Z,  elle  sera  déterminée  par  l'équation  (Ar- 
ticle Vil) 

P-nRz  V  r, 

=  n  —  Z, 

1  +  nx  a' 

laquelle  se  réduit  à 

à1  P  —  n\\z 


JP  n(i  -+-  »x)(i  -+-  "•*'  I 
où  l'on  remarquera  que  P  est  déjà  toute  multipliée  par  n  (Article  XXVIII). 
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XXX. 

Appliquons  maintenant  ces  formules  au  premier  satellite.  Nous  au- 


rons d'à! 


X,  =  g. 


ord  en  substituant  la  valeur  de  R,  (Article  XXIX; 


[r(a,,  a.,)  ■+-  F,  («c,  a2)  cos(f/.2  —  p.,  )t-h  r2(a,,  a.,  )  COS  i  (  (/.,  —  f*,  )f  -t-.  .  .] 


■«Xi 


«Xi 


[r(«,,  a3)  -t-r^a,,^)  cos(fi3—  p.,  )î-t-r2(a,,  «3)cos2(p.:)  —  [*,)<  h-.  . .] 


— —  [r  (a,,  aA)  -t-T,  (<■/,,  a,)  cos  (p.,  —  p;)t-h  !",(«,,  «,)  C0S2(f/..  —  p,  )'-)-■. .] 
— |—  [2-t-fcos(/« -(/.,)*] 


— ^—  a;,  [n(a,,a2)  -t- !!,(«,,  a2)  cos(p.2  —  p^t-t-n^a,,^)  C0S2([/.,  —  f*i)f +  •  •  •] 


— ^ — ^,[11(3,,  a3)  -f-ff,  («,,  «,  )  COS(fi3  —  u,)f-t- !!,(«,,  «3)  0082(1,1,  —  (i,)f -H.  . .] 


«X, 


— — —  ar,f  n(a,,  a,)  -f-ff,  (a,,  a4)  cos(f*,  —  p-,)'  +  ïï2(al,a<)  C0S2(f/.,  —  (*,)£  +  ...] 


«X 

//K 


J X,[i  -+-  y  COS  (/M  —  f*,)] 


«X, 


—    — ^,[¥(«,,(1,)  -t-lf,  (a,,a2)cos(p2  —  fA,)?-i-,lr2(a1,a2)cos2(fi2  — (*,);-(-. . .  J 


«X 


«X» 


«Xi 


^[^("li'O  -*-1ir,  («, ,  «3  )  COS  (  fts  —  (A^ï-I-Tjlfl,,»,)  COS  2  ((/.,  —  (/.,)«  -I-.  .  .] 


''- — a:4[,F(a1,a4)-l-,F1(al,a))cos(fij  —  (*,)?-t-  ¥,(<!„(!,)  cosa(p4  —  (/-,  )/  -f-.  , 

?[!  +  I  COS2(nll  —  fi,  )/] 


"^  «Xi 


-«x, 

ITf"-  (  J-2  — .'',  )  [?,  («„  «,)  sin(p,  —  p.,  )<  -+-  2  f,  (a„  a2  )  sin  2  (p.,  -  p,)*  +. . .] 
7^7- (/s  —  Ji)[ri(nn  "3)  sin ( F-.i  —  P-, ) '  +  ar2(a,,  a,)  sin2(f*j  —  (*,)*  +•...] 
~r(rs  —/,)[?,(«,,  «,)  sin(ft  —  (i,)fH-  2r,(«,,  a<)  sin2([A4  —  ft,)f  +  . . ■ .] 


rtK 


—  (  J  —  y)  3 sin 2  (  m  —  p.,  )  t 


«X, 


(j  —  i«X,). 


'4 
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XXXI. 


Multipliant  la  valeur  de  Q,  par  i  -+-  nxlt  et  faisant,  pour  abréger, 


n,(«„a2)  =  n,(a„a2)  -t-  r,(a„  a,), 
n,(a,,  eu)  =  n2(a,,  a3)  -4-  f  ,(a„  a2), 
n3(a,,  a,)  =  8, (a,,  a,)  +  l\(a,,  a»)» 


on  aura,  après  l'intégration  et  la  substitution, 


Y.  =  H, 


y,       [T.  (a,,  a.)        .  .  YAa.,a,)  .  .  , 

_/j ''    "     ''  COS    «,-  fl,    H p-± -—r  C0S2    p,  —  p.  V  -+"... 

-"X,   L   f*2  —  f-,  r  »((*.  — Pi)  J 

1* .         ll    "     -'  COS    p,  —  p,  )  /  -+-      ,        '       '" ,  C0S2    p,  -  f*,    >-!-.  •• 

*-"X,  L  f*3  —  f-,  * ({*,  —  [/.,)  J 

] 


»x,  L  ft  —  (*, 


COS  (  p.,  —  p,  1 


r,(ff|,o.,) 
Mft  — d) 


C0S2(p4  —  p.,  )/  -+-. 


COS  2  («(  —  [!,)< 


"*"      |  j:,  [n,(a1,aa)sin(p2— fA,)î  +  n2(a,,  a2)  sin2(p.2  —  {*,)<  -+-.  .  .]rfe 


^3 —  /  ^  [ni(«l,(73)sin(p;,  —  [!,)*-+- fi,  («„-«,)  sin2(f*3  —  p,)?  H-. .  .\dt 
— — —  /  *i  [n,(«,3al)sin(pj  —  p.,)f+  n2(a,,«J  sin2(p,  —  p.,)«  +  . .  .]dt 

/i,x3  sin2(w  —  u.  )t  dt 


" /x      f  jr2[Ç,(a(,  a2)  sin(p,  —  p,)?  +  ?,(«„«,)  sinaj»,  —  p,)  «  -h.  . .]  r/< 
~*~  /z  Xi  i/  • 

"y"       /  ^[¥,((7,,  a3)sln(p3—  p,)î  -+-  ?,(«„  «3)  sin2(ft3  —  p.,)  /+...]  f/z 


"y'  ■    /^ -r ,  [  T,  { «, ,  «4  )  sin  (  fA,  —  p,  )*  +  ?,(  a,,  a,)  siii2(p,  ~  (*,)■*+...]_'& 

/Ex  f  sin  2  (  «  —  u.)tdi 


"y-      j  (r2  — r,)  [?,(«,,«,)  cos  (p,  —  p,)/  +  2r3(a„fl2)  cosafu,  —  p,)<  +  .  ..]//* 
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■    "x*      Ç(f3  —  j,) [f ,  («„  a3)  cos  Gfj— -ft)  ' -t-afj (a,,  a3)  COS2  (,u3 - 
1  ~+~  "Xi  >/ 

72 y'      /  (js  —  .r,) [?,(«,, a,)  cos(p<  —  p,)«  +  af2(a,;«4)  cosa(iv 

/(J  —  r,  )  X  3  COS2(m  —  u.)tdt. 


■(*,)<- 


109 
.]tfe 


Enfin,  si  l'on  fait 


T  (a,,  a2 

f,(«i,  a2 

r  («„  a. 


XXXII. 

=  a*Y  {a„a2)  -+■  f  («,,a2), 

=  a\Tt{a„  a2)  -+■  f,  (a,,  a2), 

=  ajr2(a,,  fls)  +  r2(ac,  a2), 

a] 
=  a'a-,T  (a„  a-,)  —  —-•> 
'    "     v  a:, 

=  aïasr,(a,,  a2), 
—  a'a2r2(ai,  a2), 


et  ainsi  de  suite,  on  trouvera 

Z,  =      "^ — s,  [r(«j,a2)  +  F,  («„  «,)  COS(f*2  — (*,)«  -+-r,(«,,  aj  cosa(fi2  —  «.,)/-+-...] 
- — zl[T(al,a))  -h  r,  (a0«3j  COS  (fi.,  —  f*,  )  ï  -l-  ra  (  «, ,  «.,)  c0S2(f*3  —  f-,)  <-*-••  .] 


■»x 


■^ —  s,  [r(«,,  «J  -t-r^fl,,  aj  cos(«i  —  u.t)t  +  r,(fl,,  a,)  cos2(,a1  ■ 

3,[f  -h  |  cosa(/«  —  ft  )'] 


■+■  "X. 


f-l 

(*,  )  '  ■ 


....] 


■"Xi 


-^ —  z4  [r(«1,  a,)  +  r,(a,,  «2)  cos(f/.2  —  [/.,')*  +  r2(à,,  a,À)  C0S2(u,  —  u.t)t  -(-,. . .] 


"X 


^2 —  s3  [r(«,,  «,)  ■+-  r^a,,  a3)  cos(f.3  —  «,)*  +  l\( «,,  a3)  cosa(p3  —  [*,).*  ■ 


"X, 


"*'        3,  [r(«„  «t)  +'r,(«,,  «O  COS(fi.,  —  u,)'  +  r2(«n  fl4)  C0S2(y.(  —  (t,)f  -)-.  .  .], 


"Xi 
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XXXIII. 

Et  le  mouvement  du  satellite  ©,  sera  déterminé  par  les  équations  sui- 
vantes (Article  Vlllj 


dt"- 

dt 


(3  ftf — 2 f,  )  .r,  -+-./;  X,  -  a  *,/,  Y,—  n  (6  p.  ;  -  3/,  )  x;  -  f  «/  z\  +  6»  f,.,/,  a:,  Y,  -  «,/f  Y;  =  o, 


2  p.f  JE,  —  /,  Y,  —  3  «  p. ,  .27,  H-  2/î/,  ■£,  Y,  =  O, 


7F 


On  se  souviendra  que  les  quantités  x,  et  -jy  ne  doivent  renfermer 
aucun  terme  constant,  suivant  la  remarque  de  l'Article  IV. 


XXXI  Y. 

11  ne  s'agit  donc  plus  que  d'intégrer  les  équations  que  nous  venons 
de  donner;  pour  cela,  on  commencera  par  rejeter  tous  les  termes  affectés 
de  n,  et  l'on  cherchera  par  l'intégration  les  valeurs  de  œ, ,  y, ,  z,  ;  on  sub- 
stituera ensuite  ces  valeurs  dans  les  termes  qu'on  avait  négligés,  et  l'on 
en  tirera  de  nouvelles  valeurs  de  ce,,  y,,  z,  plus  approchées  que  les  pre- 
mières. On  opérerait  ainsi  de  suite,  si  nous  avions  eu  égard  aux  termes 

affectés  de  n2,  n3 Par  ce  moyen,  l'intégration  de  la  première  et  de  la 

troisième  équation  de  l'Article  précédent  se  réduira  à  celle  d'une  équa- 
tion de  cette  forme 

d-u      __  ,_ 

— h  Wu  h-  f  =  o, 

dt' 

T  étant  une  fonction  composée  de  sinus  et  de  cosinus  d'angles  multiples 
de  t;  or  l'intégrale  de  cette  équation  est,  comme  l'on  sait, 

cosM  t  f  ï  sin  M  t  dt  —  sin  M  t  Ç'ï  cos  M  /  dt 

u  —  G  sin  M  t  -t-  H  cos  M  /  + J- '-£ ; 

M 
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de  sorte  qu'en  supposant 

T  =  A  -+-  B  cospt  -h  bsinpt  -i-  C  cosqt  +  cs'mql  -f-. . ., 


A        /      '    A  B  C 

TFT  "+-      H+  -TÏ- : ïjr : tv-  —  .  .  .      COSM* 

M2       \  M2       p2  —  M-       q-  —  M2 


ph  qc 


M(/>2  — M2)       M(g2  — M2) 
B  b 

— îjr  COSpt  -{ ; J7-  Sinpt 

p2  —  M2        '  p2  —  M2  .      r 


sinM/ 


C 


cosgf-t-  — ûûsmqt 


<f  —  M2       '  *  q'  —  M 

H  et  G  sont  les  valeurs  de  u  et  de  rj-j-  lorsque  t  =  o. 

On  voit  de  là  que,  pour  avoir  la  valeur  de  ««,  il  n'y  a  qu'à  diviser  cha- 
cun des  sinus  et  des  cosinus  qui  entrent  dans  T  par  p2  —  W,p  étant  le 
coefficient  de  t,  et  y  ajouter  encore  deux  autres  termes,  qui  renferment 
sinMt  et  cosMï  avec  des  coefficients  arbitraires. 

Il  ne  peut  y  avoir  de  difficulté  que  dans  le  cas  où  p  serait  égal  à  M; 
car  alors  le  diviseur jo2  —  M2  sera  nul,  et  les  termes 

; kit,  cosmt  H jj-  cospt, 

p2  —  M2  p-  —  M2        r 


aussi  bien  que  les  termes 


pi  .    ™  b 

uiMH rjr-2  smpl 


M{p2  —  M2)  p2—  M2 

deviendraient  —  ao  ,  -i-  oc  :  ce  qui  ne  fait  rien  connaître. 

Pour  résoudre  cette  difficulté,  on  supposera  que/?  ne  soit  pas  tout  à 
fait  égale  à  M,  mais  qu'elle  en  diffère  d'une  quantité  infiniment  petite; 
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et  l'on  trouvera  que  les  deux  premiers  termes  se  réduisent  a 


Et    .   „ 

—  sinMf, 


et  les  deux  autres  à 


—  cosM/; 
ip 


d'où  l'on  voit  que  la  valeur  de  u  contiendra  des  termes  multipliés  par 
l'angle  t. 

Au  reste,  si  dans  la  quantité  T  il  se  trouve  des  termes  de  cette  forme 
cos/?z  ou  sinpt,  p  étant  égal  àM  +  nb,  il  est  visible  que  ces  termes  aug- 
menteront beaucoup  par  l'intégration,  puisqu'ils  se  trouveront  divisés 
par  la  quantité  très-petite/?2  —  M2  =  nb (2M  -h  nb). 

Donc,  si  ces  sortes  de  termes  ont  des  coefficients  finis  dans  l'équation 
différentielle,  ils  deviendront  comme  infinis  dans  l'intégrale;  et,  s'ils 
n'ont  que  des  coefficients  très-petits  dé  l'ordre  n  dans  la  différentielle, 
ils  deviendront  finis  dans  l'intégrale,  et  appartiendront  à  la  première 
valeur  de  u. 


§  I.    —   Premières  formules  du   mouvement  des  satellites 
de  Jupiter  autour  de  cette  Planète. 

XXXV. 

Si  l'on  substitue  dans  les  trois  équations  de  l'Article  XXXI11  les  va- 
leurs X,,  Y,  etZ,,  qu'on  rejette  d'abord  tous  les  termes  affectés  de  n,  et 
que  l'on  fasse,  pour  abréger, 

Lt  =  g-,  — 2f*,H,— x»r(a„'a,)— z»r(an«s)  — X«r(ai,"a*)  — fK. +  t"i» 

m;  =  3^.;  — a/,,   N;  =  p.% 


r2(a,,a2) 
-  COS (  [M  —  //,  )  i H — — ^ -  cos z(im—  p>)t- 


2{[M- 

-;*.) 

îl(fl. 

«s) 

2(^3- 

-  F>) 

r2(«, 

a4) 
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on  trouvera  les  trois  équations  suivantes 

—  X'f'l  ri(a,,  «2)  H 2-^—  f,(a„  a2)     cos(p.2  —  ^)t 

L  f-2  —  f-1  J 

—  %=/'    f>(ai,aj)'+  — ^— Ê2(«„a2)     cos2(p, —  /*,)*  +  .-.  . 

—  ^a/i      r,(«,,«3)  H 2-^—  r,(«,,«3)       COSfw.,  —  Hi)t 

L  ^3  —  ^1  J  ■■ 

—  X>f'\  TI{al,a2)+  — -2^— —  r2(al(  «,)     cosa(p.3  —  p.,)*  +  .  .  .  / 

L  2\f*3  [M  }  J 

—  X«/i    r,(a,,«4)  H ^— r,(a„a4)     cos(p.4  —  p,)t 

L  P-i  —  F  i  J 

—  X<fA  f2{a„af)+        2f\      r2(a,,«4)     cos2(f/.4  -  p.,  )*  +  . 

L  2Vi"-«        P-w  J 

—  K,/,    } ^ — -     cosa(m  —  u,)t 


,  rf,(a,,a3)  ,         f2(«,,a3) 

,,  Tr^a,,  «O        ,  r2(«,,  «j) 

^L^TfI7C0S^-^)'^ï(^Z^c0s2(/,<-p.1)^  +  ...J 


3/1 

K,  — — £ cos 2 (m  —  u.At 

4(m  —  fj.,) 


d2z, 

— —  +N,z,  =  o. 
ai1 


VI. 
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XXXVI. 

La  première  équation  étant  intégrée  par  la  méthode  de  l'Ar- 
ticle XXXIV,  on  trouvera  que  la  valeur  de  x,  renferme  premièrement 

fL 
le  terme  constant  —  t^W-'  lequel  devant  être  nul  (Article  XXXIII),  on 

aura  l'équation  L,  =  o. 

Ensuite  la  valeur  de  se,  renfermera  deux  termes,  tels  que  sinMz  et 
cosM,£,  avec  des  coefficients  arbitraires,  lesquels  pourront  se  réduire  à 
un  seul  terme  représenté  par  î,  cos(M,  l  -+-  &>,);  s,,  w,  étant  pareillement 
des  constantes  arbitraires. 

De  cette  manière,  si  l'on  fait 

S,(rt„  a2)  =  rï\(«„  a,)  -+-     2f*'     f,  (a„  «2)1  ? =£- r^, 

Z2(a„  a,)  =  |r;(«„  o.)  H-  — ^ r  r2(«„  «2)  1  77 ^ un, 

Z3(«,,  «,)  =  rr3(«„  a,)  -+-  ^-^^ r,(o„  th)\ ^- r^, 

L  3(p.2  —  p.,  )  J  9(p.2  —  ,«.)-—  M, 

et  de  même 

S, (a,,  «3)=    r,(a,,fl3)  h ^—  f,(a„a3)    ; ^ ^5 

L  ,"3  —  F-i  J  (  F»  —  F'  )"  —  M  r 

Sj(a„  a3)=    r2(a,,a3)-+-     .    3^"' —  î2(«„a:,)  L- ~- ^r, 

2(a3  —  p.,)  j4(P-3  —  p.)2  —  M? 


et  ainsi  des  autres,  et  qu'on  suppose  de  plus 


y; 


p,/  4 ("'«  —  p.)2—  M;  ' 
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xx  =  e,  cos(M,<  -(-  m,) 

—  £S[E,(ffl„  eu)  cos(p.2  —  (7.,  )  ^  -4-  E2(«,,  «2)  cos2(p.2  —  w,  )  t  -+■ .  . .] 

—  ^3[Ei(a,,  a3)  cos(fx3—  !->■<)(  -i-  Ea(a„  as)  cos2(f/.3  —  p.l)t  + .  .  .] 

—  %4[E,  (a„  a,)  cos(p«  —  f/.,)  /  -t-E2(a,,  a,)  C0S2(f/.4  —  p.,  )  t  -t- . .  .] 

—  K,  (3,  cosa  (m  —  p.,  )/. 

XXXVII. 

Ayant  trouvé  la  valeur  a,1,,  on  aura  l'expression  du  rayon  vecteur  r{ 
de  l'orbite  du  premier  satellite  rapportée  au  plan  de  l'orbite  de  Jupiter, 
par  la  formule  i\  —  at(i  -hnx,)  [Article  IV]. 

Or,  en  examinant  cette  expression  de  /■, ,  on  reconnaîtra  aisément  que 
le  terme  na,E,  cos(M(z  +  wf)  représente  l'équation  elliptique  qui  vient 
de  l'excentricité  de  l'orbite,  de  sorte  que  ras,  exprimera  la  valeur  de 
l'excentricité,  et  M,t-h  «,  sera  l'anomalie  moyenne;  d'où  l'on  voit  que 
le  mouvement  de  cette  anomalie  sera  au  mouvement  moyen  du  satellite 
comme  M,  à  p,  ;  par  conséquent  le  mouvement  moyen  de  la  ligne  des 
apsides  sera  au  mouvement  moyen  du  satellite  comme  p,  —  M,  à  p., .  Nous 
verrons  plus  bas  (Article  XLV),  qu'en  négligeant  les  quantités  de 
l'ordre  n,  on  a  M,  -—p.,,  de  sorte  que  la  ligne  des  apsides  sera  fixe,  au 
moins  par  cette  première  approximation. 

A  l'égard  de  u,,  on  le  déterminera  par  le  moyen  d'une  époque  quel- 
conque donnée  de  l'anomalie  moyenne;  ainsi  les  quantités  s,  et  &>,  dé- 
pendent entièrement  des  observations. 

Les  autres  termes  de  la  valeur  de  rK  expriment  les  inégalités  qui  vien- 
nent de  l'action  des  trois  satellites  <D2,  @3,  @,  et  du  Soleil  sur  le  sa- 
tellite ©,. 

XXXVIII. 

On  substituera  maintenant  la  valeur  de  x,  dans  la  seconde  équation 
de  l'Article  XXXV,  et  l'on  tirera  par  l'intégration  la  valeur  dey,,  mais 

i5. 
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on  aura  attention  de  faire  évanouir  auparavant  (Article  XXXIII)  le  terme 
constant/,  H,  ;  ce  qui  donnera  H,  =  o. 
Soit,  pour  abréger, 

$,(«,,  a2)=     3^'     S,(ffl„Oj)  -t-  ; — — -t,{ana,), 

$2(a,,  «,)  =     ,   2^' E*(a„  a?)  -+-  y- — — r2(a,,  (h), 

2  (f*  —  M  w=  —  M 

$,(«„  «,)  =        2p" — r  Sa(a„  a,)  -+-  -t-^1 -  f,(a„  a2), 


et  pareillement 

$,(«„«,)  =  — 2-^—  E,(«„  a3)  H-  ; — — -  r,(a,,a3), 

^3  —  ^1  (^3  —  M2 

$,(«„  a3)  =  —-^ — -  E,(a„  a3)  4-  T — £ s  r2(a„  a,.), 


et  ainsi  de  suite. 
Soit  de  plus 


»==ArlV         V' 


m  —  p.,  r        8(??z  —  f/.,)2 
on  trouvera 

r>  =  -  ^jg^sinfM,  *+.»,) 

+  &[^'(a'>  «2)sin(/yL2  —  p.,  )*  +  $,(«,,  «2)sin 2 (,«-,  —  (n,)<  +. . .] 
-t-^3[$,(a,,  a,)  sin(f/.3  —  p,)ï  +  $2(«,,a3)  sin  2  (/*.,—  p,)ï  -t-.  .  .] 
-4-  ^4  [$.(«1,  «0  sin(p.4—  fi,)f  +  $2(a,,a4)sin 2(^.4  —  p,)f-t-. . .] 
-+-  K,y,  sin2(m  —  p. ,  )  i . 

xxxix. 

Puisque  <pt  =  (j.,t  -h  nyt  (Article  IV),  on  aura,  en  connaissant  7,, 
l'expression  du  mouvement  vrai  du  premier  satellite  par  son  mouvement 
moyen. 
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Le  terme  —  2"^'C|  sin(M, t-\-  «,)  représentera  l'équation  du  centre 

qui  vient  de  la  figure  elliptique  de  l'orbite,  et  les  termes  suivants  expri- 
meront les  inégalités  causées  par  l'action  des  trois  autres  satellites  et  du 
Soleil. 


Enfin  l'équation 


donnera 


XL. 

^'Zl  IVT2 

-j-  -t-N   .z,  =  o 
2,  —  X  sin(N,f  +  -il), 


X,  etvj,  étant  des  quantités  arbitraires;  car  il  est  visible  que  cette  expres- 
sion GsinN,  t+  H  cosN,£,  laquelle  représente  généralement  la  valeur 
de  z,  (Article  XXXIV),  peut  se  réduire  à  celle-ci  :  ).,  sin(N,z  -f-  vj,). 

XLI. 

On  aura  donc,  à  cause  de  /?,  =  nz,  (Article  IV), 

pt  =  ni,  sin(N,f  -l-  n,  ) 

=  tangente  de  la  latitude  du  satellite  par  rapport  au  plan  de  l'orbite  de  Jupiter  ; 

d'où  l'on  voit  que  l'orbite  réelle  du  satellite  sera  toute  dans  un  plan  pas- 
sant par  le  centre  de  Jupiter,  et  dont  on  connaîtra  la  position  en  remar- 
quant :  i°  que  n).,,  étant  la  plus  grande  valeur  dep,,  exprimera  la  tan- 
gente de  l'inclinaison;  2°  que  N^  +  vj,  sera  la  distance  du  satellite  au 
nœud  ascendant,  comptée  sur  l'orbite  de  Jupiter,  laquelle  étant  retran- 
chée de  la  longitude  moyenne  p,  l,  on  aura  (p.,  —  N,  )t  —  y?.,  pour  la  lon- 
gitude moyenne  du  nœud. 

Au  reste,  puisque  l'on  a  ici  N,  =  p.,  (Article  XXXV),  le' mouvement 
du  nœud  sera  nul,  et  sa  longitude  moyenne  sera  —"/?,,  ou  plutôt  36o°— vj,, 
quantité  qui  dépend  des  observations;  mais  il  faut  se  souvenir  que  ce  ré- 
sultat n'est  exact  qu'aux  quantités  de  l'ordre  n  près. 
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XLII. 

On  trouvera  de  même,  pour  le  second  satellite,  les  formules  suivantes 

x,  =  e2  cos(M2 1  -+-  oh) 

—  jt,[Zi(«2,  «,)  cosfp,  —  p.2)  t  -+-  E2(a2,  a,)  cos2(p,  —  p.2)  /  +. . .] 

—  yJ['El{a2,  a,)  cos(p.3  —  p.2)  /  +  S2(«2,  a,)  cos2(p.3  —  p,)  t -t- . . .] 

—  j£4[Ei(a2,  a<)  cos(p.<  —  p.2)  '  -+-  E,(a2,  a*)  cos2(p.,  —  p.2)  *-t-. . .] 

—  K2  (32  cos  2  (  m  —  p.,  )  l  ; 

211,  £■>       .        „ 

y,  = rf—  sin  I  Mj  /  +  w2 1 

■+-  ^,[$,1  «2,  a,)  sin  (p.,  —  p.2)  /  -+-  $2(a2,  a,)  sin  2  (p.,  — -  p,)  J  +.  . .] 
-4-  yj3  [<î>, t  a2,  a:,  )  sin  (  p.3  —  p.2  )  £  -t-  $2( «2,  a3 )  sin  2  ( p.3  —  p.2)  /  + . . . ] 
-f-  X4[$i(a2,  «4)  sin(p.i  —  p.2)  <  -+-  <t>2(«2,  a,)  sin 2 (p.,  — -  p.3)  *  +. , .] 
-t-  K2y2sin2(»!  —  p.2)  <; 
z2  =  ^  sin(p.2<  -4-  ïh). 

lit  l'on  aura  ensuite 

/•2=  a2(i  4-  na?2),     »2  =  p.,  <  -+-  ra^'j,     p,  =  nz2. 
Quant  aux  quantités  marquées  par  H  et  <£>,  on  aura 

E,(a,,a,)  =  |"f,(rt2,  a,)+     2^     f,(a2,«,)l 4; ÏH> 

p.,  —  p.:  J  (p,  —  p.2  )J  —  M^ 

E2(a2,  a,)  =  Tr2(«,,  a,)H ^ r,(«2,  «,)] 

L  2(p,  —  p.2)  J 


4(p.,-p.2)=-M22 


$,(a2,  a,  )  =  —      —  E,(a2,  «,  )  H —  —  T,  (a2,  «,), 

P-l  —  P-2  (P-,   —   p2)2 

$2 («2,  «, )  = -^ — -  E2 («,,  «,  )  -+-  -.- — — r2 (a»  a,), 
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Outre  cela,  on  aura 
L2  =  g7  —  2u2H2  —  %, T'a2,  a,)  —  yzT<ch,  az)  —  yyiT(a7,  at)  —  -jK2  4-  -\ -/.., 


*=*(- 


-/■  =^76- 


m  —  y.-2  J  4  '  m  —  f-2)2  —  M2 

3/; 


[OT  —  u.2/ 


Entin  on  trouvera  les  deux  conditions  L2  =  o  et  H2  =  o,  qui  serviront 
a  déterminer  les  deux  constantes/,  et  t2  'Article  XIX,. 

On  aura  des  formules  analogues  pour  le  troisième  et  le  quatrième 
satellite,  que  nous  nous  dispenserons  de  rappeler  ici,  parce  qu'elles  se 
déduisent  à  l'œil  de  celles  que  nous  venons  de  donner. 

£j   II.  —  Valeurs  numériques  des  coefficients  des  formule* 
précédentes. 

XLI1I. 
Soit,  en  général,  suivant  l'Article  XVIII, 

1  —  2  q  cos  h  —  q      '  =  A  -+-  B  cos  9  -+-  C  cos  2  h  —  D  cos  î0  -+- . . ., 

y  étant  une  fraction  moindre  que  l'unité;  on  aura,  eu  faisant  </  =  — 
et  6  =  9,  —  9»i 

[a; — 2fl,«:cos  -f;-5    —  «T    !=a2  [A-f-Bcos(e>2 — a    -t-CcoS2(»2 — ©■)  +  •  ■  •]» 

donc    Article  XXI 

r  A       t  B       r  c 

«,'  «:  «' 

On  trouvera  de  même,  en  faisant  successivement 

«,  a,  a~  a-  a 

q=z~,     q=—>     q  =  —->      q  =  —  1      '/  =  -> 
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on  trouvera,  dis-je, 

A  B 

T(at,a})=— ri       r,(«„  «3)  =  —,•••, 

a3  ai 

A  B 

T(a„  a()=  -7)       r,(ai,  «0  =  —5- j-  ■  •? 

A  B 

r(as,  «3)=  -t!       r,  («■,,  a3)  =  —,••■  ; 

el  ainsi  de  suite. 

A  l'égard  des  quantités  T(a2,  a,),  T(a3,  a,),...,  il  est  évident  qu'elles 
doivent  être  égales  à  leurs  réciproques  T(at,  a2),  T(a,,  a3),...,  car  les 
fonctions 

a]  —  2  a,  a,  cos(tp=  —  <b,)  -+-  a\,      a\  —  ia,  a3  cos(  <p3  —  tp,  )  -+-  a\, . . . 

demeurent  les  mêmes,  en  changeant  a,  en  a2  et  a2  en  a,,  ou  bien  a, 

en  a3  et  a,  en  a,,.... 

XLIV. 

De  là  on  trouvera  (Article  XXIV),  q  étant  égal  à  —  » 

«.  ,        ç2B  —  2ç3A 

r(a„  as)  = — 1 

-  o2C  —  2û(3B  -+-  2^:A 

r,(a,,  a,)  =  2 2 —    — 2 a', 

2 

r,(ai>a,)=^D-af +  ^'B, 


Et,  par  l'Article  XXV,  on  aura 


T,  («„  a2)  =  2 — * h  q2, 

-,  o2D  — o2B 

2 


DES   SATELLITES  DE  JUPITER.  121 

et  ces  mêmes  formules  serviront  aussi  pour  les  quantités 

f(a,,a3),     f(a,,a4),     T(a2,  a,),, .  .,     f(a,,a3),     r(a,,a«).     ?(«*>  a,), .  .  ., 
en  faisant  successivement 

a,  a,  «2 

q  =  —  i      q  =  —  -,      q  =  —■> 

«3  «4  «3 

Mais,  pour  les  quantités  réciproques  r(a2,  a,),  r(a2,  «(),-..»  on  aura 
les  formules  suivantes 

r(«2,  «,)  =  * î 

« ,  gC  —  2B  + iqk        i 

2  Ç[2 

r2(«2,  «,)  = 3 3— s 

2 

r3(«2,  a,)= —  ? 


p  qC — 2^A 

T,  (a2,  <v  _ 


2 

?» 

-qB 

2 

?E 

-gC 

r2(Wj,  a, 
r3(a3,  a, 


lesquelles    auront    lieu    pareillement    pour    les    quantités    f  (a3,  at), 
T(a3,  a,) , . . .  en  faisant  comme  ci-devant  q  =  —  »  — 

XLV. 

On  formera  ensuite  les  quantités  marquées  par  S  et  par  $  (Arti- 
cles XXXIV  et  XXXVIII),  ce  qui  n'aura  aucune  difficulté.  On  remar- 
VI.  .  16 
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quera  seulemeent  que,  à  cause  de  i—  ^L  =ng  (Article  XXIX),  on  aura, 
en  négligeant  la  quantité  ng  qui  est  de  l'ordre  n, 

/=/*»,     et  de  là    /,=f*î,    /,=./*î,    /t=f*î,    /«  =  p!; 

par  conséquent  (Article  XXXV j 

M,  =  /ot„     et     pareillement    M2=p.3l     M3  =  p.3,     M.,  =  j/4. 

Donc,  supposant  s=—>  on  aura 


S((«i,  a2)  = 


rr,(a„as)-i-  —^-T,  («„«»)! 


s—  i)2  —  i 


E2(«„«2)  =  [r,(«.,«.)+  -(7^  r2(a„«2)]  4(i_'i)2_i 

s.{*. «) -  [r3(«„ «,)  +  3^ r3(«„ «,)]  9(,_'l)2_,' 


$,(a,,  «,)'=  —  S,(a,,«2)  -+- ^r,(a„  a2), 

5  —  1  •  (5  —  IÏ2  ' 


$2(a„  a2)  =  — - — -  S2(a„  a2)  +  y— - — -  T2(«„  «2), 
2(5  —  1)  4(«  —  i) . 


3(5—  i)  9(5— I)2 


De  même,  en  faisant  s  =  — 5  on  aura 

p. 


f,(«,>  rt3)  -+-  — 2— ri«,,«3) 


(5-!)2- 


$,(«„a3)  =  -^— -E,(a„a3)  +  , -r,(a„  a3), 
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Pareillement  on  trouvera,  s  étant  éeal  à  —■> 

[M 


Ei(«„  «i)=   r,(«,,  «, )  h —  —  r(fl2,  «.)  7 re — 

S  —  1  J  (s  —  I)2  —  I 


$,(a2,  «,)  = E,(a2,  «,)  -+-  7 r-,  I\(a2,  «.), 

s  —  i  (s  —  i)- 


et  ainsi  des  autres.  / 

XLV1. 

Cela  posé,  on  remarquera  : 

i°  Que  les  quantités  p.,,  \x2,  /j.3,  p.4  expriment  les  vitesses  angulaires 
moyennes  des  satellites  ©,,  ®2>  ©3»  ©-s  autour  de  Jupiter  (Articles  IV 
et  IX);  d'où  il  suit  que  ces  quantités  sont  réciproquement  proportion- 
nelles aux  temps  périodiques  des  mêmes  satellites. 

Or  on  a,  par  les  observations,  en  négligeant  les  secondes, 

Révolutions  périodiques. 

<E,  -©j  @s  €< 

iiiSh27m,     3J  i3h  i3'",     7J3ll42m,     i6Ji6h32"\ 

Donc,  réduisant  ces  quantités  en  minutes,  on  aura 

iii  1 

""'       2.547'  5n3'      ''3       io3o2        "'"       24032 

2"  Que  l'on  a  généralement  (Article  XLV) 

c'est-à-dire,  à  cause  de  /=  ^  (Article  V)  et  de  F=  W+  ©  (Article  X) 

—  =  }■ 


124  RECHERCHES  SUR  LES  INÉGALITÉS 

et  par  conséquent 

i  =  -rr'      ^3  =  ^3-'      F- 


— tm' 
a. 


% 


d'où  l'on  voit  que  les  quantités  at,  a2,  a3,  ak  sont  entre  elles  comme  les 

quantités  -\,  —,  —  ■>  —  ;  ainsi  l'on  trouvera  les  valeurs  de  ces  quan- 

pA     pl     P-l    ,"< 
tités,  ou  plutôt  de  leurs  rapports,  qui  sont  les  seules  dont  nous  ayons 
besoin  ici. 

Au  reste,  comme  ces  valeurs  ne  sont  exactes  qu'aux  quantités  de 
l'ordre  n  près,  nous  emploierons,  pour  les  distances  moyennes  des  sa- 
tellites, les  déterminations  que  M.  Cassini  a  tirées  des  observations,  les- 
quelles ne  s'écartent  d'ailleurs  que  très-peu  de  la  loi  de  Kepler;  on 
aura  donc,  en  prenant  le  demi-diamètre  de  Jupiter  pour  l'unité, 

«,=15,67;     «2  =  9,00;     a3  — 14,38;     at  =  25, 3o. 


XL  Vil. 

Par  le.  moyen  de  ces  valeurs  numériques  et  des  formules  des  Arti- 
cles XV11I  et  XIX,  j'ai  trouvé  les  déterminations  suivantes 


a. 

a. 

a2 

1   ~~   a3 

a, 

a, 

q  =  ^ 

A 

3,029 

i,456 

1, 122 

a,  973 

1,342 

2,362 

B 

4,947 

1 ,624 

0,740 

4,811 

1,376 

3,563 

C 

3,760 

0,780 

0,204 

3,542 

0,660 

2,410 

D 

2,869 

o,34i 

0,041 

2,475 

o,493 

1,53g 

E 

2,368 

0,107 

0,009 

1 ,640 

o,i97 

0,924 

F 

2,3ll 

0,046 

0,002 

i,3o8 

0,077 

0,478 

. 
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•  (a,,  a2) 

(an  «3) 

(«,,  a,) 

(«2,    «3) 

(«2,  a,) 

(«3,  a,) 

f 

0,224 

0,037 

0,007 

0,2l3 

0,027 

0,142 

r, 

o,3i3 

0,032 

o,oo3 

0,286 

0,021 

0,175 

r2 

0,611 

0, 104 

0,017 

0,559 

0,088 

o,382 

r3 

o,499' 

0,048 

o,oo5 

o,4i5 

0,o32 

o,255 

r, 

o,436 

0,022 

0,001 

0,334 

0,027 

o,i56 

f, 

— 0,059 

— 0,010 

— 0,001 

—0,078 

— 0,000 

— o,o5o 

f2 

<— 0,412 

—0,099 

— 0,017 

.    —o,457 

— o,o56 

—  0,327 

?3 

— 0 , 276 

— 0,052 

— o,oo5 

—0,365 

— 0,029 

— 0,240 

f4 

—0,  ni 

— 0,024 

— 0,001 

— 0 , 234 

— 0,026 

—0,172 

(«2,  a,) 

(«s,  a,)   . 

{a„  a,) 

(«3»   «2) 

(«4,  a2) 

1 
(«4,  a3) 

r 

—i,47i 

— i,.i36 

—  1,039 

-1,467 

-1,097 

—  i,349 

F, 

-4,373 

-7,328 

—20,375 

-4,395 

-8,684 

— 4,63i 

r. 

—  1  ,298 

— o,3g3 

—  0, 116 

— 1 ,262 

—0,328 

—  0,960 

r3 

-o,938 

-0,166 

—  0,017 

-o,853 

—0,341 

— 0,592 

r4 

—0,736 

— o,o3i 

—  0,004 

-o,465 

—0,096 

— o,35i 



f, 

i,796 

6,012 

19,681 

1 ,802 

7,542 

2,438 

r2 

—o,654 

— o,253 

—  o,o53 

— 0,731 

— 0,157 

— 0,575 

r3 

—o,438 

— o,i33 

—  0,022 

— o,5g5 

— 0,082 

—  0,422 

r, 

— 0, 175 

-o,o58 

—  0,004 

—o,365 

— 0,074 

— ,o,3oi 

1 
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D'où  enfin  ( Article  XLV) 


(«,,  «2; 

(«„  «3) 

(«1,  «4) 

(a2,  a,) 

(«2,  «3) 

(«2)    «4) 

T 

—0,739 

-o,i33 

—  0,025 

—57,643 

—  o,8i5 

— o,o58 

s2 

179,000 

0,187 

0,016 

—  0,637 

91 ,562 

0,539 

"3 

0,682 

0,023 

0,001 

—   0,1 52 

0,698 

0,012 

*4 

0, 180 

0,004 

0,000 

—  o,o54 

0,184 

0,004 

*l 

2,705 

0,337 

o,o54 

—  112,714 

2,928 

0,147 

*2 

—356,982 

— 0,292 

— 0,023 

-  o,793 

— 182,169 

—0,908 

*3 

I      ,025 

— 0,029 

— 0,001 

—  0,148 

—  1,081 

— o,oi5 

*1 

— 0,205 

— 0 , oo5 

— 0,000 

—  o,oo3 

—  0,240 

— o,oo5 

(«3,    «,) 

(«3,  a,) 

(«3,    «4) 

(««,  «1) 

(«4,  «2) 

(rt4,  a3) 

3, 

—  0,409 

— 3i ,5oo 

— o,5i8 

— 0,224 

-o,363 

—  1,243 

=2 

— o,or3 

—  o,635 

2,338 

— 0,000 

— 0,007 

— 0,064 

""3 

—0,002 

—  0,1 5o 

0,275 

—0.000 

— o,oo3 

— o,o53 

3, 

— 0,000 

—  0,041 

—  0,066 

— 0,000 

— 0,000 

—  0,017 

<I\ 

,  o,38o 

—  60,322 

1,659 

0,224 

o,354 

—0,492 

% 

—0,011 

—  o,8o3 

—4,338 

0,000 

— 0,004 

—0,129 

*3 

— 0,002 

—  o,i63 

— 0,400 

0,000 

— 0,001 

— o,o52 

*< 

0,000 

—  0,041 

—0,089 

0,000 

— 0,000 

— 0,017 
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En  consultant  cette  dernière  Table,  on  voit  qu'il  y  a  des  quantités  dont 
les  valeurs  numériques  sont  fort  grandes;  telles  sont  les  quantités 

Hs(fli,  «j)i     S,(a2,  a, ),     E2(a2,  a3),    S,(«3,  a,), 

et  leurs  correspondantes 

'$3(a„aa)»     $,(«2,  «.),     <E>q(«2,  «3)1     $i(«3,  «:•)• 

La  raison  pour  laquelle  ces  quantités  ont  des  valeurs  si  considérables, 
c'est  que  le  diviseur  4(*  —  O2  —  1  se  trouve  fort  petit  dans  le  cas  où 

s  =  —  et  s  =  —  ■■,  et  que  pareillement  le  diviseur  ($  ■—  1)2  —  1  est  fort 

petit  lorsque  s  =  —  et  s  =  —  ■>  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer,' au 

moyen  des  valeurs  de  p.,,  \u,  jx3  données  ci-dessus. 

Cette  remarque  est  d'autant  plus  essentielle  qu'elle  sert  à  expliquer 
pourquoi  les  équations  empiriques  des  satellites  de  Jupiter  sont  en  effet 
les  seules  qui  puissent  être  bien  sensibles  (voir^lus  bas  Articles  LVIII  el 
suivants). 

XLV1II. 

Il  ne  reste  plus  maintenant  qu'à  chercher  les  valeurs  des  quantités  |5 
et  7  (Articles  XXXVI  et  XXXVIII). 

Pour  cela,  on  remarquera  que  la  quantité  m,  qui  représente  la  vitesse 
angulaire  moyenne  du  Soleil  autour  de  Jupiter  (Article  XXVII),  est 
extrêmement  petite  par  rapport  aux  quantités  \i,  vitesses  moyennes  des 
satellites;  d'où  il  suit  qu'elle  pourra  être  négligée  vis-à-vis  de  ces  der- 
nières quantités;  or  on  a  généralement  (Articles  cités) 


m  —  [j.j  4(w  —  f*)2  —  M2        . 
c'est-à-dire,  à  cause  de/=  p.2  et  M  =  p.  (Article  XLV), 

\    ■     m  —  jj./^(m  —  p.)1  —  y.-  m  —  \j. 
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donc,  en  négligeant  la  quantité  m,  on  aura 

p  =  i,     y  =  -i-|=—ï- 

A  l'égard  des  quantités  g  et  c  qui  doivent  être  déterminées  par  les 
équations  L  =  o  et  H  =  o  (Articles  XXIX,  XXXV  et  suivants),  il  est  inu- 
tile d'en  chercher  la  valeur,  puisqu'elles  ne  se  trouvent  point  dans 
l'expression  des  coefficients  de  nos  formules. 

§  III.  —  Formules  des  rayons  vecteurs  et  des  longitudes 
vraies  des  satellites  de  Jupiter  par  rapport  au  plan  de 
V orbite  de  cette  Planète. 

XLIX. 

Dans  les  formules  suivantes,  j'ai  remis,  au  lieu  de  ny< ,  n%2,  n^3,  /i/4, 

(î      ©      ©     © 
les  quantités  -™r?  -~^  -~r>  -~r  (Article  XXIX);  et  j'ai   substitué  pour 

nK,,  nK2,  «K3,  nK,  leurs  valeurs  en  nombres;  car,  puisque  nK  =  -r™ 
(Article  cité)  et  que  —  =  p.2  (Article  XLVI),  et  par  conséquent  aussi 

— .  =  m-,  on  aura  nK  =  —i  donc 

a3  •  p.2 

„  K    _  m2         „  K    —  m* 

/l  JV|  =  — j-  î        «  lv>  =   — =-  5  •  •  •  • 

Fi  F' 

Or,  m  étant  la  vitesse  moyenne  angulaire  du  Soleil  autour  de  Jupiter 
et  p.  les  vitesses  moyennes  angulaires  des  satellites,  on  aura 

m  __     iJ  i8h27"'        m_     3Ji3hi3m        m_'7.ii2hi3m        m  _    i6>i6h32m 


fi,  4332'l2b20u'        fi2  4332Jl5b20m        fi3  4332Jl2h20m        fi.,  ^332.)  1 2h  20'"  ' 

d'où  l'on  tire  à  très-peu  près 

nK,  =  — -  =  0,0000002,    «K2  =  0,000  000  7,    «K,  =  0,0000027,    «R(  =  0,000  oi4  I 

lJ-\ 
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Outre  cela,  au  lieu  de  jjl,  t,  [j.2t,  {i3t,  [j..,,t  et  mt,  qui  représentent  les  va- 
leurs moyennes  des  angles  <?,,  ©2,  ?>3,  <p4  et  <\i,  c'est-à-dire  des  longitudes 
moyennes  des  quatre  satellites  et  du  Soleil  vus  de  Jupiter,  et  rapportés 
au  plan  de  son  orbite,  j'ai  mis  les  lettres  u,,  u.2,  u3,  u,,  et  v. 

De  même,  au  lieu  de  M,  *-+-&>,,  1U  +  m,,  M3«-l-  w3,  M4*-+-w,,,  ano- 
malies moyennes  des  satellites,  j'ai  substitué,  pour  plus  de  simplicité, 

vf,  v2,v3,v,. 

Enfin  j'ai  exprimé  les  rayons  vecteurs  en  demi-diamètres  de  Jupiter, 
et  les  longitudes  en  minutes.  De  cette  manière  j'ai  trouvé 

L. 

Rayon  vecteur  du  premier  satellite. 

r1=  5,67(n-/2s,cosV,  ) 

-+-.?-?  [4  ,ig  cos  («.,—  «,)  —  ioi4,93cos2(«;,—  «,)■—  3,87  cos  3  («2—  <',)  —  i  ,02  cos  4  («a—  ",)■■•] 

+  —J  [0,75  cos  {n3  —  «,  )  —  1 ,06  cos  2  («,,  —  «,  )  —  O,  I  3  COS  3  («3  —  K,  )  —  0,02  cos  4  (î<3  —  »,)•••] 

-1--^  [0,1 4  cos  («,  —  «,)  —0,09  cos  2  («,  —  «,)  —0,00  cos  3  («,  —  «,)  —  0,00  cos4K—  ",)■••] 

% 

—  0,0000009  CÛS2  (('  —  «,  ) . 

Rayon  vecteur  du  deuxième  satellite. 

/-,=  9,oo(n-«e2  cosV2) 

-f--^r[5i8,78cos(«r—  «2)  +  5,73  cos  2  (m,—  a2)-\-  i,36cps3(«,— «.,)-(- 0,49  cos4  (a,— «.,)..;] 

-+-■—  [7, 16  cos{u3  —  h2)  —  824 ,07  cos2  (u3  —  k2)  —  6,29  cos  3  (;c,  —  »2)  —  c  ,66  cos  4  («:l  —  «,)•  • .] 

+  Si  [0,52  cos(«j  —  w2)  — -  4,85  C0S2  («,  —  ;/,  )  —  o,  1 1  cos  3  («4  — 11,)  —  0,04  cos4  («,  —  "2)-  ■■] 

—  o ,  0000060  cos  2  [v  —  u%  ) . 

VI.  17 
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Rayon  vecteur  du  troisième  satellite. 


r3=  i4,38  (  n- «  e3  cos  V3  ) 

-+--rr[5,88cos(«,  —  u3)  -t-o,igcos2(«l  —  ux)  +  o,o3cos3(«,  —  //,)  ■+-  o,oocos4(«,  —  »3)---] 


-+-  ^r[452,g8  cos(«,  —  u3)  +9,  i3  cos  2  («.,  —  •«.,)  ■+■  2, 16  cos  3  [u2  —  11,)  -+-  0,59  cos4(«2—  «•,)••  •] 

+  — r[7,-46cos(tt4  —  u3)  —  33,62  cos  2  [ut  —  n3)  —  3,g5cos3(«,  —  ».,)  -t-o,g5cos4("4 —  "■))■••] 
—  o  ,0000392  cos  2  (v  —  11 .,  ) . 


Rayon  vecteur  du  quatrième  satellite. 
rt=  25,3o(i  -4-«e4cosV4) 

-^—^[5,66008  (a,  —  a,)  -+-  0,01  C0S2(»,  —  li,.t  )  ■+  o,oo  COS  3  (ltl  —  il.)  -h  0,00  cos  4  (",  —  "()■•■] 


+  -^r [9,18 cos (a,  —  a, )  -+-  o,  17  cos 2 («2  —  ",)-+-  0,07  cos 3 (a2  —  II.  )-+■  o ,00 cos 4 («2  —  "j ) • . .] 
+-yJ! [3i, 55  cos  (a,—  a,)  -+-  1,62 cos 2 (»,  —  »,)  -t-i,35cos3(a,  —  a4)  -t-o,43cos4(«3 —  a4)...] 

—  0,0003754  C0S2(c —  II,). 

LI. 

Longitude  vraie  du  premier  satellite. 

a>,=  a,  — (ii4035')ne)  sinV, 

+  —  [g5oo'sin  (;<2 — a,) —  I2272i4'sin2(»2 — »,) — 352t>'sin3(«2 — «,)  —  7o5'siii4(a2 — ",)•••] 

-1-  —  [n58'sin(a3 —  a,)  —  ioo7'siii2(a:,  — 11 ,)  —  ioi'sin3(a3  —  11 1  )  —  [8'sin4(a,  —  ",)■••] 


-h-%^[i88' sinÇï/j  —  a,)  —  8i'sina(a4  —  »,  )  —  3'  sin3(a4  —  a,)  —  o'sin4(»(  —  ",)•■•] 
—  o",o47Sin2(c  —  «,). 


DES  SATELLITES  DE  JUPITER.  131 

Longitude   vraie    du    deuxième   satellite. 

=  n7  — (i  i4°35')«£,  sinV, 
-t--rr[—  387482'sin(tf, —  //,)  —  2727'  sin2(«, — u.) —  5o9'sin3(;/, — u,) —  i2'sin4(«, — «2)--] 

-1- -^r  [10067' sin  (k3 — u.2)  —  626246'sin2(«l—  u7)—  3yiy's\ni(u3—u2)  —  825'sin4("3—  "2)---] 

+  -^r[5o6'sin(«,  —  11.,)  —  3i23'sin2(«,  —  «,)  —  52' sin  3  (rc,  —  u.)  —  i7'sin4("4  —  Ka  )•-..] 
—  o",  190  sin2(c  —  «,). 

Longitude  vraie  du  troisième  satellite. 
=  «,  —  (n4°35')«£,  sinV, 
-t-^r[i3o6'  sin(»,  —  «.,)  —  38' sin  a  (h,  —  n3)  —  8'sin3(«,  —  il)  —  1'  sin4(",  —  il) . . .  ] 

h--^[— 207375'sin(«2— «,)  — 276o'sin2(a2— «.,)  —  SSg'sinS^— «.,)  — i4a'sin4(«2—  »;,)■■•] 


+  — [57o3'sin(«. —  u3)  —  1491  i'.sin2(î«4 — u3)  —  i376'sin3(«, —  u3)  —  3o6'sin4(".f  —  "3)---] 
—  o", 977  sin (<'—«, )• 


Longitude  vraie  du  quatrième  satellite. 

=  m,  —  (u4°35')«eisinVi 
"+"  ,   [768' sin («,  —  «,)  —  o' sin 2(^1  —  ut)  —  o'sin3(»,  —  »J  —  o'sin4(«i  —  «,)...] 

-+--^=[1219  'sin(«,  —  «,)  —  i5  'sina(«2  —  «4)  —  3  'sin3(  «.,  —  «,)  —  o  'sin4(«3  —  il '.). . .] 


-f--^r[ —  1 691 'sin  («3 —  «,)  —  444'sin2(''; —  ",)  —  i8o'sin3(«,  —  m,)  —  5g'sin4(«.i  —  "4)---] 

—  4",  208  sin  2(1'  —  «4  ) . 

'7- 
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§  IV.  —  Oit  Von  donne  les  inégalités  des  satellites  qui  dépendent 
de  leurs  configurations,  et  qui  ont  lieu  au  temps  des  éclipses. 

LU. 

Il  est  visible  que  les  éclipses  des  satellites,  c'est-à-dire  leurs  conjonc- 
tions avec  Jupiter,  arrivent  lorsque  leurs  longitudes  <p  diffèrent  de  1 80  de- 
grés de  la  longitude  <l>  du  Soleil  vu  de  Jupiter;  de  sorte  qu'on  aura  géné- 
ralement l'équation 

cp  —  tji  =  1800, 

ou  bien,  en  mettant  pour  w  et  è  leurs  valeurs  u  -+-  ny  et  v  -+-  nj, 

u  —  v  =  1800  -4-  hJ  —  ny, 

où  n]  exprime  l'équation  de  Jupitert  ny  l'équation,  ou  plutôt  la  somme 
des  équations  du  satellite,  et  u  —  v  la  distance,  ou  bien  l'élongation 
moyenne  du  satellite;  donc,  pour  avoir  la  conjonction  vraie,  il  n'y  aura 
qu'à  ajouter  au  temps  de  la  conjonction  moyenne  la  quantité  ni  —  ny 
convertie  en  temps,  à  raison  du  mouvement  moyen  du  satellite  au  Soleil, 
conversion  qu'on  fera  aisément  en  multipliant  la  quantité  proposée  par 
0,1 179  pour  le  premier  satellite,  par  0,2369  pour  le  deuxième,  par  0,4771 
pour  le  troisième  et  par  1,1169  pour  le  quatrième;  et  changeant  ensuite 
les  degrés  en  heures,  les  minutes  de  degré  en  minutes  de  temps,  etc.  ;  ces 
nombres  se  trouvent,  en  divisant  les  durées  des  révolutions  synodiques 
des  satellites,  lesquelles  sont  de 

iJi8ho.8™36%     3h3hi7m54s,     7J  31'  59"'  36%     i6'i81'5mr% 

par  36o  degrés,  après  avoit  réduit  le  tout  en  secondes. 

lui. 

Nous  allons  donc  donner  ici  les  équations  des  conjonctions  des  satel- 
lites; mais  nous  ferons  abstraction  de  celles  qui  viennent  de  l'excentri- 
cité de  Jupiter,  et  des  excentricités  particulières  des  satellites,  parce  que 
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les  unes  sont  assez  connues  des  Astronomes,  et  que  les  autres  ne  sont  pas 
assez  exactes  pour  qu'on  puisse  s'y  fier. 

L1V. 

Équation  du  premier  satellite. 

—  [ — io97msin(»,— ?/,)  -t-i448oom  sin  2  (/f, — «,)  +4>6msin3(i<2 — nt)  -+-  83m sin  4  (it., — «,). .  .'] 

■+-  ,    [ — 1 37"' sin  ( il,  —  »,)•+- 1  i9msin2(«n —  »,  )  -1-  12™  sin  3  (<<■,. —  u ,  )  —  im  sin 4  (  "3  —  «,)■  •  -J 
+  ■%*  [ —  22m  sin((/(  —  «,  )  -t-  9m  smi(us  —  ut)  -+-  pm  sin 3 (m,  —  «,)  -1-  o™  sin4(»,  —  »,)-...]. 

LV. 

Equation  du  deuxième  satellite. 

—  [9i8io'"sin(«,  —  11.,)  +  646msin2(«,  —  u.,)  -t-i2im sin3 (w,  —  u.À)  -t-  3msin4  («,  —  ",  )•  ■  •] 

-+--^[— 2385msin(«3— «,)+  i48383msin  2  (k.3— ;/2)-t-88im  sin  3  (k3— K2)+i95m  sin  4  ((/„—»,)•• .] 
+  -%f  [ —  '  i9msin(«1  —  u2)  -i-74om  sin2(i/4  — «,)  -t-  i2msin3(;«s  —  u,)  -t-4m sin 4  («,  —  »,)...]. 

LVI. 

Equation  du  troisième  satellite. 

—  [ —  624'"  sin(«,  —  u.)  ■+■  i8m  sin2(/',  —  u3)-+-  4msin3(«,  —  u-3)  -+-  omsin4(;',  —  u3). . .] 

-1-  —  [99075'"  sin  [n.t —  «., )  -1-  ï  3 1 9n'  sin  a  (  ?/.,  —  u3)  -+■  267'"  sin  3  (u, — 11 3)  -t-68'"sin4(«, —  i<3). .  ■] 
-+-  ~  [ —  2725™  sin  (us —  u3)  -t-  7 124™ sin 2  («, —  u3)  -1-  627"1  sin 3  («,  — u3)  -t-  i46m  sin  4  (u, — »,) . . .]. 

LVII. 

Equation  du  quatrième  satellite. 

—  [—  858m sin ( u,  —  u,  )  -1- om sin 2 [iit  —  iit). . .] 

+  -^ [ —  1 36a'" sin ( n2  —  «4  )  -t-  1 8m sin 2 ( u2  —  ut )  ■+-  4'" sin 3  (  u.,  —  ut)  —  o'" sin 4  ( ",  —  a4 ) .  .  . ] 
-h  -^1[i888msin(»3  —  uf)  -+-  496msiii2(K3  —  ut  )  -+•  20i'nsin3(;/,  —  w4)  -t-66rasin4(tf,,  —  «J.  - .]. 
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J'ai  négligé  dans  ces  formules  les  termes  dus  à  l'action  du  Soleil,  et 
qui  sont  de  la  forme  de  sin2(>  —  u),  parce  que  ces  termes  deviennent 
nuls  au  temps  des  conjonctions  où  l'on  a  u  —  v  =  1800. 

§  V.  —  Comparaison  des  formules  précédantes  avec  les  observa- 
tions, et  conséquences  qui  en  résultent  par  rapport  aux  masses 

des  satellites. 

LVIII. 

Nous  nous  contenterons  ici  de  comparer  nos  formules  avec  les  Tables 
de  M.  Wargentin,  qui  sont,  comme  l'on  sait,  le  résultat  d'un  grand 
nombre  d'observations;  mais,  avant  d'entreprendre  ce  parallèle,  il  est 
bon  d'avertir  que  les  Tables  de  ce  grand  Astronome  sont  dressées  de  ma- 
nière qu'il  n'y  a  aucune  équation  soustractive,  quoique  les  équations 
qu'il  a  employées  soient  de  nature  à  être  tantôt  additives  et  tantôt  sous- 
trac  tives;  cela  vient  de  ce  que  l'Auteur  a  retranché,  par  avance  des  épo- 
ques, cbacune  des  plus  grandes  équations  soustractives;  de  sorte  que  les 
équations  des  Tables  se  trouvent  nulles  dans  le  cas  où  elles  auraient  été 
les  plus  grandes  à  soustraire,  et  que  leur  plus  grande  valeur  est  double 
de  ce  qu'elle  aurait  dû  être. 

LIX. 

En  examinant  les  différents  termes  de  la  formule  de  l'Article  LIY,  on 
voit  qu'il  y  en  a  un  dont  le  coefficient  numérique  est  très-grand,  et  vis- 
a-vis duquel  tous  les  autres  termes  ne  sont  presque  d'aucune  considéra- 
tion ;  c'est  le  terme 

-=r  1 44 800"'  siri2(M2  —  m,), 

d'où  résulte  une  équation  qui  a  pour  argument  2(11,  —  u,),  savoir  le 
double  de  la  distance  moyenne  du  second  satellite  au  premier,  au  temps 
des  conjonctions  de  celui-ci,  et  dont  la  plus  grande  valeur  est  de 

~  144800"',  ^  exprimant  le  rapport  de  la  masse  du  second  satellite  à 

celle  de  Jupiter. 


DES  SATELLITES   DE  JUPITER.  135 

Pour  mieux  connaître  la  nature  de  cette  inégalité  qui  doit  avoir  lieu 
dans  les  conjonctions  du  premier  satellite,  il  faut  chercher  sa  période, 
laquelle  dépend  du  rapport  des  révolutions  synodiques  des  deux  pre- 
miers satellites.  Or,  suivant  M.  Wargentin,  on  a  pour  la  durée  de  la  ré- 
volution synodique  du  premier 

iJi8h28'"35s56l58i, 
et  pour  celle  du  second 

3Ji3h  i7m53s45'7'i; 

d'où  l'on  trouve,  en  additionnant  successivement  ces  nombres,  que 
247  révolutions  du  premier  font 

437J3h43m59s3i\ 
et  que  i23  révolutions  du  second  font 

437i3b4imii"29t; 
ainsi,  pendant  que  le  premier  fait  une  révolution  par  rapport  au  Soleil, 

123 

le  second  ne  fait  que  -j-  d'une  pareille  révolution;  d'où  il  suit  que  la 
distance  u2  —  u,  du  second  satellite  au  premier  augmente,  dans  l'inter- 
valle d'une  conjonction  à  l'autre,  de   {—. i)  36o°;  pour  avoir  une 

exactitude  plus  grande,  on  additionnera  de  nouveau  les  périodes  du 
premier  et  du  second  satellite  que  nous  venons  de  trouver,  jusqu'à  ce 
qu'ils  fassent  des  sommes  à  peu  près  égales,  et  l'on  trouvera  que 
449^38  révolutions  du  premier  font 

7956i9Ji3h28m8s26\ 

et  que  22386o  révolutions  du  second  font 

7g56 1 9J 1 3h  32m  1 9s  4°l  ; 

c'est  pourquoi  on  aura,  au  lieu  de  la  fraction  ^j-,  celle-ci  beaucoup 

,  ,    223860 

plus  exacte  ,,  coo- 
1  449538 
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Soit  maintenant  Q  la  distance  du  second  satellite  au  premier  au  temps 
d'une  conjonction  de  celui-ci,  cette  distance  deviendra,  après  n  révo- 
lutions (*), 

/ 223860       \ 
0  +  w(v44p3S- 

donc  on  aura     • 


«,—  «,)  =  20 +  11  (j^lH  —  2)  36o"=2e-;i  (-£ 


818 


36o°, 


V449538       T        ~MV  \449538 

et 

■ta  1818     .-     \ 

stn  2  (  m,  —  k,  )  =  sin    26  —  n  . .  „_-  3bo°   ; 
\  44953h         / 

donc,  pour  que  cette  quantité  redevienne  sinaô,  il  faut  que 

1 8 1 8  7i  .    ,  44q538         . 

44p38  =  I'  ce<iuidonne  re=-ilir  =  24''2'o; 

c'est  le  nombre  des  révolutions  du  premier  satellite  qui  exprime  la  pé- 
riode de  l'équation  sin  2  (m,  —-«,). 

Or  2^7  révolutions  font  à  très-peu  près 

437J3l>44'"o-, 
et — -  de  révolution  font  nh28m7s;  donc  la  période  cherchée  sera  de 

100  ;   '  1 

437Ji5hi2m7s.. 

LX. 

Voyons  à  présent  quelle  doit  être  la  marche  de  cette  équation;  pour 
cela,  nous  supposerons  6  =  0,  c'est-à-dire  que  les  deux  satellites  se 
trouvent  à  la  fois  en  conjonction,  et  nous  aurons,  après  un  nombre 
quelconque  h  de  révolutions  du  premier  satellite, 

sin  2 (  Ui  —  u,  )  =  —  sin   n  ..  r,,.,  36o°  ) , 

\  449538       / 

(*)  La  lettre  n  a  été  affectée  plus  haut  à  un  autre  usage;  le  double  emploi  que  nous  croyons 
devoir  signaler  n'a  ici  aucun  inconvénient.  (Note  de  l'Editeur.) 
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ou  bien  en  faisant,  pour  abréger,  p=      ^  »     égal  au  nombre  des  révo- 
lutions  qui  forment  la  période  de  l'équation 


siii2(«2  —  Ut)  =  —  sin  —  36o". 

De  là  on  voit  que  l'équation  sin2(«2  —  u,)  sera  nulle  au  commence- 
ment de  la  période,  qu'ensuite  elle  deviendra  soustractive ,  et  qu'elle 

sera  la  plus  grande  à  soustraire  lorsque  n  =  j-,  c'est-à-dire,  au  quart  de 

la  période;  après  quoi  elle  redeviendra  nulle  à  la  moitié  de  la  période, 
ensuite  se  changera  en  additive  croissante  jusqu'aux  trois  quarts  de  la 
période,  où  elle  sera  la  plus  grande,  et  enfin  décroîtra  pendant  le  der- 
nier quart,  pour  se  retrouver  nulle  au  commencement  de  la  période 
suivante. 

LX1. 

Je  dis  maintenant  que  l'équation  que  nous  venons  d'examiner  est  la 
même  que  celle  qui  se  trouve  dans  les  Tables  du  premier  satellite,  dési- 
gnée par  la  lettre  C,  et  qui  est  la  seule  que  les  observations  aient  fait 
connaître  jusqu'ici.  En  effet  :  i°  la  période  de  cette  équation  est,  selon 
M.  Wargentin,  de  43?j  i9h4 im  environ,  ce  qui  s'accorde  admirablement 
bien  avec  ce  que  nous  avons  trouvé  dans  l'Article  LIX;  car  la  différence 
de  4ll28ni,  qui  s'y  trouve,  n'est  d'aucune  considération  par  rapport  à  un 
intervalle  de  437  jours;  20  si  l'on  examine  l'équation  C,  on  verra  qu'en 
ôtant  toujours  3m3os  (moitié  de  la  plus  grande  valeur  de  cette  équation, 
selon  la  remarque  de  l'Article  LVIII),  et  établissant  le  commencement 
de  la  période  (qui  est  divisée  en  1000  parties)  au  nombre  750,  on  verra, 
dis-je,  que  la  marche  de  cette  équation  est  la  même  que  celle  de  l'équa- 
tion siii2(«2  —  a,)  de  l'Article  précédent.  De  plus  on  trouvera,  par  les 
Tables  du  premier  et  du  second  satellite,  que,  dans  les  conjonctions  du 
premier  satellite  qui  répondent  exactement  au  nombre  75o,  l'élonga- 
tion  du  second  satellite  est  nulle.  Donc,  etc. 


VI. 
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LXII. 

De  là  il  suit  que  les  nombres  C  des  Tables  du  premier  satellite  ne  sont 
autre  chose  que  les  distances,  c'est-à-dire,  les  élongalions  du  second  sa- 
tellite au  premier,  au  temps  des  conjonctions  de  celui-ci,  le  cercle  étant 
supposé  divisé  en  iooo  parties,  de  sorte  que  le  nombre  75o  réponde 
aux  conjonctions  des  deux  satellites  et  25o  à  leurs  oppositions.  Cette 
remarque  fournit  un  moyen  de  rectifier  les  époques  de  ces  nombres,  si 
elles  en  avaient  besoin,  et  de  les  prolonger  autant  qu'on  voudra,  sans 
craindre  de  s'égarer. 

LXIII. 

La  plus  grande  valeur  de  l'équation  C  du  premier  satellite  est  de  7"% 
dont  il  ne  faut  prendre  que  la  moitié  (Article  LV1II);  donc,  comparant 
cette  valeur  avec  le  coefficient  de  l'équation  sin2(«2  —  u,),  lequel  est 

-^  i448oo"\  on  aura 


®3        //Q  7 

-^44800  =  ^, 


d'où  l'on  tire 

@2  7 


=  o, 00002/11 7  =  7 à  peu  près; 

4000° 

c'est  le  rapport  de  la  masse  du  second  satellite  à  celle  de  Jupiter.  Si  l'on 
prend  la  masse  de  la  Terre  pour  l'unité,  on  a 

V  =  363,9, 
ce  qui  donne 

C,  =  0,008704  =  — =-     à  peu  près. 
1200 

Supposons  que  la  densité  de  ce  satellite  soit  la  même  que  celle  de 
Jupiter,  ou  au  moins  qu'elle  n'en  diffère  que  très-peu,  ce  qui  est  très- 
naturel,  on  trouvera,  en   prenant  le  demi-diamètre  de  Jupiter  pour 

l'unité,  que  celui  du  satellite  est  0,0289,  c'est-à-dire,  environ  ^,   ce 

qui  donnerait  pour  le  temps  que  le  satellite  doit  employer  à  entrer  dans 
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l'ombre  de  Jupiter  5m  i4s.  ce  qui  est  à  peu  près  le  milieu  entre  les  résul- 
tats des  observations  de  M.  Maraldi  et  de  M.  Whiston  (Mémoires  de  l'Aca- 
démie, 1734)- 

LXIV. 

Il  serait  tout  à  fait  inutile  d'examiner  les  autres  termes  de  la  formule 
de  l'Article  LIV;  car  il  est  clair  qu'il  n'en  pourrait'résulter  que  des 
équations  extrêmement  petites,  et  par  conséquent  insensibles,  à  moins 
qu'on  ne  voulût  supposer  les  masses  du  troisième  et  du  quatrième  satel- 
lite énormément  grandes  par  rapport  à  celle  du  second,  ce  qui  ne  paraît 
guère  naturel;  d'ailleurs  l'équation  que  nous  avons  examinée  est  la 
seule  qu'on  ait  jusqu'ici  déduite  des  observations. 

LXV. 

Passons  donc  à  la  formule  de  l'Article  LV,  qui  renferme  les  équations 
des  conjonctions  du  second  satellite.  Parmi  tous  les  termes  dont  cette 
formule  est  composée,  j'en  distingue  d'abord  deux  qui  sont  beaucoup 
plus  considérables  que  les  autres  par  les  coefficients  numériques  dont 
ils  sont  affectés,  savoir 

-=£-  91810™  sin(w,  —  u,)  h — =^  i48383m  sin2(«3  —  ih); 
lu  IP 

dont  l'un  vient  de  l'action  du  premier  satellite,  etM'autre  de  l'action  du 
troisième.  Ces  deux  termes  produisent,  comme  l'on  voit,  deux  équations 
dont  les  arguments  sont  u,—  u2,  distance  moyenne  du  premier  satellite 
au  second,  el  2(11$ —  u2),  double  de  la  distance  moyenne  du  troisième 
satellite  au  second  au  temps  des  conjonctions  de  celui-ci. 

Je  remarque  maintenant  que  la  durée  de  la  révolution  synodique  du 
troisième  satellite  est  de 

7-i  3h  59'"  35s  55'  2.31, 

selon  M.  Wargentin;  ce  qui  donne,  pour  61  révolutions, 

437J  3h  35m3is  18% 
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et,  pour  111021  révolutions, 

7956igi  i3h29mis  55'; 
or  nous  avons  déjà  trouvé  que  449538  révolutions  du  premier  sont 

7956igi  i3ha8m8s  26', 
et  que  223860  révolutions  du  second  sont  (Article  LIX) 

7g56ig-i  1 3h  3am  ig^o1; 

donc  les  mouvements  des  trois  premiers  satellites  au  Soleil  sont  entre 
eux  comme  les  nombres  449538,  223860,  111021,  et  les  différences 
entre  les  mouvements  des  deux  premiers  et  les  mouvements  du  second 
et  du  troisième  sont  au  mouvement  du  second  comme  les  nombres 
225678,  1 12839  au  nombre  22386o;  donc,  pendant  que  le  second 
achève  une  révolution  au  Soleil,  les  angles  u,  —  u2  et  u3  —  u2  croissent 

de     ~    /    36o°  et ^—^2  36o°;  donc  Panade  2 (m,  —  u«)  diminue  à 

223860  223860  &  '      y    3         -' 

chaque  révolution  du  second  de  la  même  quantité  dont  l'angle  u,  —  ua 
augmente,  savoir  de  ~~  Jl—  36o°;  donc  la  quantité 

°  2230DO  > 


est  toujours  la  même  dans  les  conjonctions  du  second  satellite. 

Examinons  donc  une  conjonction  quelconque  de  ce  satellite,  et  voyons 
quelles  sont  les  élongations  du  premier  et  du  troisième,  c'est-à-dire,  les 
valeurs  de  u,  —  u2  et  de  u3  —  u.2;  je  prends  pour  exemple  la  première 
conjonction  de  l'année  1760,  laquelle  est  marquée  dans  les  Tables  à 
2ji3h42m5os,  à  quoi  ajoutant  la  moitié  des  plus  grandes  équations,  sa- 
voir, ih35m63  (Article  LVIII),  on  a 

2j  ,5h  j^in5^s 

pour  le  temps  moyen  de  la  conjonction  moyenne  du  second  satellite;  je 
trouve  de  la  même  manière  que  les  premières  conjonctions  moyennes 
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du  premier  et  du  troisième  satellite  ont  dû  arriver  à 

iiiob48m48s     et  à     3>5b54ra56s 

de  temps  moyen;  d'où  je  conclus  qu'au  temps  de  la  conjonction  du 
second  satellite,  le  premier  était  plus  avancé  de  .ii^b20^a,  ce  qui  fait 
2/ii024\  et  que  le  troisième  était  en  arrière  de  i^Z']m,  ce  qui  vaut 
3o°27';  donc 

u,  —  «j  =  2^i°  24'     et     u3  —  lu.  —  —  3o°  2,7'  ; 

par  conséquent 

Ki  —  u2  -+-  a(i<3  —  Ui)  =  i8o°3o'  =  1800    à  très-peu  près. 
On  aura  donc,  en  général, 

■2(u3  —  «2)  =  i8o° — (u, —  Wj)     et    siï\2(u3  —  ?<])  =  sin(«,  —  u,); 
ainsi  les  deux  termes 

@  ® 

-=r  9i8iomsin(«,  —  «,_)  H — ffp-  i48,383m  sin2(w3  —  u2) 

peuvent  se  réduire  à  un  terme  unique,  tel  que 

®<  Q        m  ^3        ro,Q,„\        .       , 

-pjTr  91810'"  -+-  -pjjr  i4oio3m    sin(w,  —  Mj), 

lequel  ne  donne  qu'une  équation  dépendante  de  l'élongation  du  premier 
satellite  au  second. 

LXV1. 

Soit,  dans  une  conjonction  du  second  satellite,  u,  —u^  —  d,  on  aura, 
par  ce  que  nous  avons  démontré  dans  l'Article  précédent,  après  n  révo- 
lutions de  ce  même  satellite, 


..       235678  . 
u,  —  u2  =  8  ■+-  n  — t^—  3bo°, 

2230O0 


et  par  conséquent 


sin(«,  —  u,)  =  sin  (6  -+-  n    "OIDl    36o°)  =  sin(  9  -+■  n — — -r~  36o°)  ; 
\  2238oo         /  \  223800         7 
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d'où  l'on  voit  que  cette  quantité  ne  peut  redevenir  sinô,  à  moins  que 
1818 
223860 


1818  .   , 

on  n  ait  n — ^^-  =  1,  ce  qui  donne 


2238ÔO 

n  =  — „  0    —  i23,i  35; 

1010 

c'est  le  nombre  des  révolutions  du  second  satellite  qui  forment  la  pé- 
riode de  l'équation  sin(w(  —  u2),  et  l'on  trouvera  que  cette  période  est 
la  même  que  celle  de  l'équation  du  premier  satellite,  savoir  (Article  L1X) 

437J  i5h  i2m  7S. 
Mettons  oau  lieu  du  nombre  ""    Q  ;  nous  aurons 

lolo 

sin  (  w,  —  u2)  =  sin  I  0  H 36o°  )  ; 

donc,  supposant  au  commencement  de  la  période  6  =  0,  c'est-à-dire,  les 
deux  premiers  satellites  en  conjonction  à  la  fois,  et  faisant  successi- 
vement n  =  o,  n  =  y,  n  =  £-■>  n  =  -^  et  n  =  p,  on  trouvera  que  l'é- 
quation dont  il  s'agit  est  nulle  au  commencement  de  la  période,  qu'en- 
suite elle  augmente  jusqu'au  quart  de  la  période,  où  elle  est  la  plus 
grande;  que  de  là  elle  diminue  et  redevient  nulle  à  la  moitié  de  la  pé- 
riode, après  quoi  elle  se  change  en  négative,  etc. 

LXVII. 

Si  l'on  compare  maintenant  la  marcbe  de  cette  équation  avec  celle  de 
l'équation  C  des  Tables  du  second  satellite,  on  verra  qu'elles  s'accordent 
parfaitement,  pourvu  que  l'on  ait  attention  d'ôter  constamment  de  cette 
dernière  équation  i6m3os  moitié  de  sa  plus  grande  valeur,  et  qu'on  fixe 
le  commencement  de  la  période  au  nombre  25o.  Ainsi  les  nombres  C 
des  Tables  du  second  satellite  indiquent  les  élongations  du  premier  au 
temps  des  conjonctions  du  second,  de  sorte  que  le  nombre  25o  répond 
aux  conjonctions  des  deux  satellites,  et  le  nombre  750  à  leurs  opposi- 
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tions.  (Voyez  là-dessus  la  dissertation  de  M.  Wargentin  qui  est  à  la  tête 
des  observations  du  second  satellite,  dans  les  Mémoires  de  la  Société 
d'Upsal  pour  l'année  1 743.) 

LXVIII. 

Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  égaler  le  coefficient  de  l'équation  sin(«,—  aa) 
à  la  plus  grande  valeur  de  l'équation  C  des  Tables,  ce  qui  donne 

-™-  91810-1-  -7=r  148383=  — ; 

de  sorte  qu'en  supposant  ©3  =  m<&,,  on  aura 

®,  a3  ®3  33/n 

et 


TP         183620  -+-  296766m  TP         180620  -4-  296766  m 

Soit  par  exemple  m  =  i,  c'esl-à-dire,  les  masses  du  premier  et  du  troi- 
sième satellite  égales  entre  elles,  on  aura 

C,         @,  33  .  ,,„,,  i 

-— -  =  — -  =  =  0,00006869  =  -Te —      environ  ; 

TP         TP        4°°38d  -        14500 

d'où,  en  supposant  les  densités  des  satellites  égales  à  celles  de  Jupiter, 

on  tire  leurs  demi-diamètres  =0,04.09=  environ  ^  de  celui  de  Jupiter; 

ce  qui  donne  pour  le  temps  que  le  premier  devrait  employer  à  entrer 
dans  l'ombre  5m5i\  et  pour  le  temps  que  devrait  employer  le  troi- 
sième 9'U2IS. 

Au  reste,  quel  que  soit  le  nombre  m,  comme  il  ne  saurait  être  ni  infini 

ni  nul,  il  est  clair  que  les  quantités  -=jr,  -7™-  sont  toujours  nécess.aire- 

33 
ment  moindres  nue   la  fraction   — ^—^  =0,000111,  c'est-à-dire,  en 
1  29670b 

prenant  la  masse  de  la  Terre  pour  l'unité, 
€,  et  €3  <  0,0404. 
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LXIX. 

A  l'égard  des  autres  termes  de  la  formule  de  l'Article  LV,  il  est  facile 
de  voir  qu'ils  ne  donnent  que  des  équations  extrêmement  petites,  et  qui 
peuvent  par  conséquent  être  négligées;  en  effet,  le  terme  qui  a  le  plus 
grand  coefficient  numérique,  après  ceux  que  nous  venons  d'examiner, 
est 

©3  on,-        ■ 

-™=-  [ —  23o5msin(  u3  —  u-,  ,'J  ; 

IL 

or  nous  avons  trouvé  que  -pà  <  0,000 1 11...;  donc  la  plus  grande  équa- 
tion sera  <  i6s. 

LXX. 

L'équation 

m,  —  «2  -+-  i(u%  —  lu)  =  180" 3o'. 

trouvée  dans  l'Article  LXV,  et  d'où  nous  avons  tiré 

sin2(«3  —  w2):=sin(M,  —  «,  )     à  très-peu  près, 

est  une  suite  du  rapport  que  nous  avons  établi  entre  les  révolutions  s'y- 
nodiques  des  trois  premiers  satellites;  ce  rapport  n'est  pas  exact  à  la  ri- 
gueur, mais  il  ne  s'écarte  de  la  vérité  que  d'une  quantité  infiniment  pe- 
tite, de  sorte  qu'au  bout  de  1000  ans  l'erreur  qui  en  pourra  résulter  sera 
encore  presque  insensible. 

En  effet,  on  trouve  qu'il  faudrait  environ  1 317900  ans  pour  que  l'é- 
quation dont  nous  parlons  devint 

u,  —  m2  -+-  2  (  a,  —  ^<2  )  =  36o°, 

pourvu  que  les  moyens  mouvements  des  satellites  fussent  assez  exacts 
pour  pouvoir  être  employés  dans  une  si  longue  suite  de  siècles.  (Voyez 
l'Ouvrage  de  M.  Wargentin  cité  ci-dessus.) 

LXX1. 

La  formule  de  l'Article  LVI,  qui  renferme  les  équations  du  troisième 
satellite,  ne  nous  présente  qu'un  terme  qui  puisse  être  de  quelque  con- 
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sidération  :  c'est  le  terme 

€?  Km     •      / 

-jjjr  ggo75m  sin  (  u2  —  n3  ), 

dont  l'argument  est  l'élongation  du  second  satellite  au  troisième  au 
temps  des  conjonctions  de  celui-ci. 

Avant  d'entrer  dans  le  détail  de  l'inégalité  qui  en  résulte,  voyons  si 
elle  est  assez  considérable  pour  qu'on  doive  en  tenir  compte.  Pour  cela 

on  substituera,  au  lieu  de  -„r>  sa  valeur  trouvée  ci-dessus  (Article  LXIII), 
et  l'on  trouvera 


289600 

C»  Km  m     /s 

-y    99°75     =  2     24% 

de  sorte  que  l'inégalité  dont  il  s'agit  montera  à  4"'4^S'  à  cause  que 
l'équation  sin(w2  —  u3)  est  tantôt  additive,  tantôt  soustractive. 

Maintenant  on  sait  que  les  mouvements  moyens  du  second  et  du  troi- 
sième satellite  sont  entre  eux  comme  les  nombres  23386o  et  1  x  1021  (Ar- 
ticle LXV),  d'où  il  suit  que,  pendant  que  le  troisième  achève  une  révo- 
lution au  Soleil,  la  distance  w,  —  u,  augmente  de  — - — -  36o°;  de  sorte 

"  I I 102  1 

que,  si  l'on  appelle  6  l'élongation  du  second  satellite  au  troisième  au 
temps  d'une  conjonction  quelconque  de  ce  dernier,  on  aura,  après  n  ré- 
volutions, 

II2(S3q 

u,  —  u3  =  9  -+-  n 3bo°, 


et  de  là 


sin(j<2—  m3)  =  sin  (  6  -4-  n  — - — -  36o°]  =  sin  (  0  +  n  —      —  36o( 


1,   ,  1,        .      „       1     --il  .      .■  1    III02I 

d  ou  1  on  voit  :  i°  que  la  période  de  cette  équation  sera  de  — 5-77-  révo- 
lutions du  troisième  satellite,  ce  qui  revient  au  même  que  celles  du  pre- 
mier et  du  second  satellite  (Articles  LIX  et  LXVI)  ;  20  que  si  l'on  prend 
pour  le  commencement  de  la  période  une  conjonction  du  troisième  sa- 
VI.  19 
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tellite  dans  laquelle  S  =  o,  c'est-à-dire,  que  le  second  satellite  soit  aussi 
en  conjonction,  on  trouvera  que  la  marche  de  l'équation  dont  il  s'agit 
sera  entièrement  analogue  à  celle  de  l'équation  du  second  satellite  (Ar- 
ticle LXVI). 

LXXII. 

L'équation  que  nous  venons  d'examiner  ne  se  trouve  point  dans  les 
Tables  du  troisième  satellite;  M.  Wargentin  s'est  contenté  de  l'indiquer 
dans  la  Préface  de  ses  Tables  {Mémoires  de  la  Société  d'Upsal,  pour  l'an- 
née 1 741)»  où  il  dit  :  Multœ  etiam  observationes  salis  manifeste  indicant 
tertium  œquatione  alia  indigere  cujus  fere  eadem  est  quantitas  et  natura 
cum  œquatione  nova  primi;  sed  quoniam  observationes  non  paucas  habeam 
quœ  eam  vel  minorem,  vel  nullam  arguant,  hujus  œquationis  in  Tabulis 
nullam  habere  rationem  satius Judicavi ;  et  ailleurs  (dans  la  Dissertation 
qui  est  à  la  tète  des  observations  du  second  satellite)  :  In  motibus  tertii 
satellitis  deprehenditur  inœqualitas  quœdam  quœ  indieat  eum  esse  retar- 
datum  in  conjunctionibus,  sed  acceleratum  in  oppositionibus  secundi;  et 
plus  bas  :  Est  etiam  hœc  inœqualitas  tertii  similis  inœqualitati  supra  de- 
scriptœ  secundi;  ce  qui  s'accorde  parfaitement  avec  ce  que  nous  avons 
trouvé  dans  l'Article  précédent.  Il  est  vrai  que  cette  équation  a  paru  à 
M.  Wargentin  de  la  même  quantité  que  celle  du  premier  satellite,  au 
lieu  qu'elle  n'en  est  qu'environ  les  deux  tiers,  suivant  notre  Théorie; 
mais  ce  savant  Astronome  avoue  lui-même  qu'il  ne  regarde  pas  son  ré- 
sultat comme  fort  exact,  l'ayant  trouvé  quelquefois  moindre,  et  même 
nul,  et  que  c'est  pour  cette  raison  qu'il  a  cru  devoir  s'abstenir  d'en  faire 
usage  dans  ses  Tables. 

LXXIII. 

Avant  de  quitter  la  formule  de  l'Article  LVI,  nous  dirons  deux  mots 
des  termes  qui  dépendent  de  u,t  —  u3,  élongation  du  quatrième  satellite 
au  troisième,  et  dont  le  plus  considérable  est  celui-ci 

€<  An     ■  / 

-=rr    7I24      S1I12(M'   —   "s)- 
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Supposons  d'abord  que  l'équation  qui  en  provient  soit,  lorsqu'elle  est 
la  plus  grande,  de  m  minutes;  on  aura 

-=-712.4  =  m; 

donc 

€<         »? 

-™-  = 7  =  0,000140m; 

IP        7124 

d'où  l'on  voit  que,  pour  que  m  soit  au  moins  =  1,  il  faut  que  la  masse 
du  quatrième  satellite  surpasse  de  beaucoup  celles  des  trois  premiers. 

Si  l'on  veut  que  la  densité  de  ce  satellite  soit  la  même  que  celle  de  Ju- 
piter, on  trouvera  son  diamètre  =  0,0619  Vm  de  celui  de  Jupiter;  et 
par  conséquent  le  temps  qu'il  doit  employer  à  entrer  dans  l'ombre 
=  (i5m46s)  \Jm;  ce  qui,  en  faisant  m  =  1.,  est  assez  conforme  au  ré- 
sultat des  observations  de  M.  Maraldi. 

Cette  équation,  au  reste,  supposé  qu'elle  montât  à  quelques  minutes, 
ce  qui  ne  serait  nullement  impossible,  mériterait  d'autant  plus  l'atten- 
tion des  Astronomes  qu'elle  varie  beaucoup  d'une  conjonction  à  l'autre; 
en  effet,  les  révolutions  synodiques  du  troisième  et  du  quatrième  satellite 
étant  de  6igi76s  et  i4475°73>  on  trouve  que  l'angle  u^  —  u3  doit  aug- 
menter pendant  une  révolution  du  troisième  de   f    .  ; i|36o°, 

c'est-à-dire,  diminuer  de     ?.  °r  '   36o°;  donc,  nommant  6  l'angle  w4— "3 
1447507 

dans  le  temps  d'une  conjonction  quelconque  de  ce  satellite,  on  aura, 

après  n  révolutions, 

82.833 1  ,.  ,  .         ■  i  65666a 

m4 — m,  =  8  —  n     , ,   .. —  3oo°     et     2(w4 —  «3)  =  20 —  n     . ,   r — 3bo°, 
1447307  1447507 


/  \         ■    I   o  2091 55     a 

sin  2  [u,  —  m,  )  =  sin    2  0  —  n     . ,   r  •    3bou 

V  i4475o7 

1         .    ■     1  /  1      I4475or7 

par  conséquent  la  période  de  cette  équation  ne  sera  que  de '—^-  ré- 
volutions, c'est-à-dire,  de  6,920  révolutions,  ce  qui  fait  49j  i4h  121"  à  peu 

'9- 
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près.  Ne  serait-ce  point  là  la  source  de  ces  inégalités  qu'on  observe  dans 
les  conjonctions  du  troisième  satellite,  et  qui  font  des  sauts  considéra- 
bles d'une  conjonction  à  l'autre?  C'est  une  vue  que  nous  proposons  aux 
Astronomes  qui  s'occupent  de  la  Tbéorie  des  satellites. 

LXXIV. 

Il  ne  resterait  plus  qu'à  examiner  les  équations  des  conjonctions  du 
quatrième  satellite,  contenues  dans  la  formule  de  l'Article  LVI1I;  mais 
ayant  déjà  trouvé  (Articles  LXII1  et  LXVIII) 

(£q  =  0,00002417  $",      @,  et  @3  <  0,0001 1 1  %, 

on  verra  aisément  que  les  coefficients  de  ces  équations  ne  s'étendent 
point  au  delà  d'un  petit  nombre  de  secondes;  ce  qui. est  trop  peu  de 
chose  pour  qu'on  doive  en  tenir  compte  dans  le  mouvement  de  ce  sa- 
tellite, surtout  vu  l'imperfection  qui  règne  encore  dans  les  Tables  de 
Jupiter. 


CHAPITRE   IV. 

SUITE    DU    CALCUL    DES    PERTURBATIONS    DES    SATELLITES    DE    JUPITER. 

LXXV. 

Ayant  trouvé  les  premières  valeurs  de  x,  y,  z  (Articles  XXXVI  et  sui- 
vants), on  reprendra  les  équations  de  l'Article  XXXII;  et  après  y  avoir 
mis  au  lieu  deX,  Y,  Z  leurs  expressions  (Articles  XXX  et  suivants),  sans 
négliger  les  termes  de  l'ordre  n,  on  substituera  dans  tous  les  termes  de 
cet  ordre  les  valeurs  trouvées  de  x,  y,  z,  et  l'on  aura  de  nouvelles  équa- 
tions en  x,  y,  z  plus  exactes  que  celles  de  l'Article  XXXV,  et  qui  s'inté- 
greront encore  par  la  même  méthode. 
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LXXVI. 

Soit  pour  le  premier  satellite  (ces  formules  s'appliquent  également 
aux  trois  autres,  suivant  les  remarques  des  Articles  IX  et  XIII J 

L,  =#,  —  2u,H, ^ — r(a„a2-) & — f(at,a3) & r(a„a4) 

i        K,  ik, 

2  i  -t-  «x>        5  i+  n%, 

M'2,  =  3  p.]  —  2/  —  «/,  [^2n(«,.,  a2)  +  x3n(«i,  a3)  +  X4n(a„  a«)  +.-5-K,  -I-  ~k,\, 
N,  =f*î  -+-»/i[x2f  (a,,  a2)  +  30>r(a,,  a3)  -+-  x<T  (a,,  a,)  -+-}K,  -t-  -|>c, ]  -f-2«^,j^H,. 

Supposons  de  plus  (Articles  XXXVI  et  XXXVIII) 


—  [E,(ai,  a2)  cos(,u2  —  p<)t  -+-  E2(a,,  a2)  cos2(^2  —  pt)t  -t-. . .] 


H-»X 

— — —  [H, (a,,  a3)  cos(jy.3  —  jj-,)t  -+-  H2(a,,  a3)  cos2(jus  — f*,)f  +.  . .] 

—  [S, (a,,  a4)  cos(/t*4  —  ^,)f  -+-  E2(a„  a4)  cos2(p4  —  p.*)f-f-. . .] 
(3,  cos2(m  —  /x,)£, 


1  +  «X' 

K, 

i-t-reX 


5-,=  — — —  [<î>,(a,,  a,)sin(,i/2  —  1a,)?  +  $2(a„  a2)sin2(^2  —  p.,)t  +. . .] 
1  "+"  "X1 

H — —  [$,(3,,  a3)sin(fx3  —  /*,)*  +  <J>2(a,,  a3)  siii2(^3  —  p.,)/  +  .  .  .] 

1  +  nX' 

[<j>,(a,,a4)sin(^.4  —  /*,)*  +  $2(a,,  a4)  sin2(fA4  —  f*,)f  +  . . .] 


I  +  n3C> 


K,  .      , 

H y,  sinaiwi  —  u,w, 

1  -+-  «x. 

et  taisons  a;,  =  S,  -h  x,,  y,  =  3-,  -+-  y,  (nous  verrons  bientôt  la  raison  de 
ces  substitutions).  Les  équations  de  l'Article  XXXIII  se  changeront  en 
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celles-ci,  dans  lesquelles  nous  avons  négligé  les  termes  affectés  de  n2 


(G)  ^+M?x,+/,L1-,i(6^-3/1)<--j-«/U?-/*/jY; 


dt- 


—  ny,.f\x\  Hi(ai,  a2)  H —  T,(a„  a2)\  cos{  ;jl2  —  [*.<)t 

—  nx,f,x,    n2(«i,  a2)  h — — T2(a„  a2)  j  C0S2(p2  —  fjL,)t 

—  nXzfiX,    Hi(a,,a3)  H ^—  î\(a,,  a,)     cos(p3  —  p.,)/ 

L  /*»  —  F'  J 

—  niafix,    n2(a„  a3)  -f-  — r  r2(«,,  a3)     coS2(/x3  —  p.,)t 

L  2(f*3 —  P-i)  J 

—  niif*X\    n,(a,,  a4)  H ^—  r,(a,,  a,)    cos(fx4  —  /*,)f 

—  nXtftXi    n2(a,,  a4)  -4-  — —       —  r2(a,,  a4)    cos2(p.4  —  [xx)t 

2(f^l  f-i  )  J 

—  H.K,  £.r,    | : — — r  C0S2(m  —  v-\)t\ 

—  "X^/i-^ît^^"^)-1-^'  (a»a=)  COS^— f/.,^-)-^^,,  ffl,)C0S2(jUL2  —  fx,)*-t-..  ] 

—nxnfiXa[W{al3a,)-h  ¥,(«,,  a3)cos(p3— p.,)?-l-1F2(a,,a3)coS2(p3— pt  )f+...] 
— reX»/i^i[Y(«i>a4)+1F1(a1,a4)cos(p.4— /j.,)/-f-<F2(«i,«4)cos2(/7.4— p.,)/H-...] 

-t-  »K,/, £[f-f-  f  C0S2(m  —  f/-i)<] 

-)-«X2./i(r2—  ji)[ri(«i,«2)sin(p.3— f/.,)/  +  2r2(«,,«2)sin2(p.2— y..)'  —  -..j 
■+■  reXs/i  (  J3  —  J.  )  [ïi  («i,  «3)  sin  (  f/3— [x.,  )t-h2.Ti(al,a3)sin  2  (^3— f*0  *—...] 
•4-nXiftiXt — j*i)[ri(a,,«4)sin(|Uj— ^,); -1-2  r2(«,,  «4  )  sin  2(^4— p,  )<  —  ...] 
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-+-  «K,/,  ( J  —  j-,  )  X  3  sin 2( m  —  fz,  )  t 

+  2«^2/,^,  /  x,  Lni(a,,a2)sin(^2— la,)i  + n2(«(,fl2)sin 2 (p,—^,)  <  +  ...]  rfi 

-+-  2 «Xa/i F'  /  ^  [Û,  (a,,a,)sin(fx3— fx,)?  +  n2(a,,a3)sin2(^,— ;a,)?  +  ...]^ 

-+- 2 nitfi [J-i  J  x,  [Û,(a,,a>)sin(iJLi—iJ.l)t-hÛ2{a[,at)sm2(ix>—iJ.l)t-h...]dt 

—  2  «K,  /i  //,  /  x ,  X  3  sin  i  (  m  —  \i.x)tdt 

+  2'lX^F>  /.^[^.(a.^jsin^,— tt,)<-i-Y2(fl,,a2)  sin  2(^—1*,)  f  +  ...]rf* 
H-2«x3/if-.  /  ^3[^?1(«i,«3)sin(f/.s— /^,)'  + ^(«1,03) sin 2(^3— fx,)  <  +  ...]  c/f 
-hinxifi[J-<  j  x,[Wi{a„at)sm([jL,—iJLl)t-i-W2{a„a,)sinz(^t—^i)t  +  ...]dt 

-f-2«K,/lfxl  I  ^  Xlsin2(m  — p,  )<rf/ 

-|"2WX'/^'  I  (j*— 7,i)[rt(au,flî)cos(ft,— (x,)*-t-2r2(a1,a2)coS2(p2— ti,)i*-i-„.]d* 

-+-2nX>f'F-'  /  (J3— ^ji)[r,(a„a3)côs(//3— 7*,)*4-2r2(a„a»)coss(p,— p,).* -(-...]  d* 

-hznxif,!*-,  /(r4—r')[fi(«i»«4)cos(p4—^i)f+2r2(a„a4)cos2(^,—^,)f +  ...]«?< 

—  2rtK,/,^,  I  (J  —  j,)  x  3  cos2(w  —  [j.[)tdt  =  o, 

d\, 
(H)  -^  -f-2fA1x1—  /,H,  —  3ra/*xî 

.      ff,  (a„a2)        ,  .         r2(a,,a2)  1 

+  2'^/1-1[7rzr^cos(^-^^+^-^cos2(fx2-/,,)^...J 

„      rr,(a„a,)         ,  .  r2(a„«3)  "1 

+  2»X3/i^.      ■    COS^-ft,    <+  »   C0S2    us-fl,    <  +  ... 

+  2reX./,ar, COS   fx,  — f/,    f  +     ,  ,  C052  (*,-;*,   /  +  ... 

L  p«  —  fz,  2  tt4  —  p,  r     r  J 
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3 

2«K,  f,X,  X  y-, ;   C0S2(OT—  IX,  )  t 

4(»i  —  p.,) 


nX*f<  I  x'  [Ûi(ffli»  a0  sin(p,  —  fx,  )  t  -h  TLv(a„  aa)  sin  2 (fx2  —  p.,  )<+...]  dt 
nX*f<  l  x>  [fii (ai,  as)sin(^i3— u,)^-t-n2(a„a>)sina(jULj  — fi,  )f +  ...]  c?/ 
«^i/,  /  x,  [fit (a,,  a„)  sin(p4  — p.,)  <+IIj(a,,a4)  sin  2  (p.4  — ;/.,)*  +  ...]  dt 

«ki/  J  a;,  X  3  sina(m  —  fx,)t  dt 

ni,f,  I  x2[Wi{a„a.)  sin(fx2  —  fx,)t-^-x¥2(a„a2)sin2{fx2  —  fx,)t-i-...]  dt 

ny3f,  l  a?s[1Fi(a,,as)sin(f/.3  —  fx,)t-hWi(a,,a3)  sin i (fx3  —  p., )t+...]  tff 

nX«/'  I  ^4[Y,(ai,a4)  sin(p.4  — p,)<-i-T2(a,,a4)sin2(p.4  —  f*,)f+...]rff 

7î.K,/  /  £  X|sin2(w  —  fi.,)tdt 

nX*f>  I  (Tî—  )">)  [r,(ai,a,)  cos(w2— p.,)'+2r2(a,,a2)  cos  2  { fx2— fx,)t -]-...]  dt 
nX*f'  I  (j3—  J')[f, (a„  a3)cos(p3—  p., )t -+-2  f2{a„a3)cos 2 {fit—fx, )t+...]dt 

»x,//(r.-rO[f,(«„^cos^-„)^2r2(«„a4)cos2(,4_,,)^...Jf// 

nk,f,  j  (J  —  y,)  X  3  coS2(m  —  fx,)t  =  o, 


,,,,   rf2.z,       ...       ,       ,  dx,dz, 

'K)  — ; h  N2  —  kn\x\  z,x,  -+-  2/1  — =— — 

-    ;    dt-  '  dt- 

-+-  nX\ 


f,z,\  t,(a„a,)-i ^— r,(a„a2)     cos(p.2  —  fi.,)'t 

ny2f,z,\  f7(a,,a2)  H ; — ;?,(«„  a2)      2C0s(u2  —  u.,  )t.  . 

A,/  L  2{fJ.1—lX,)  '} 
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4-»xj,/!2V   f,(«,,  az)  H 1^_  E,(a,,  aa)     cos(p3  —  p-\)t 

L.  f*3  f*l  J 

+"»xs/'*i    f2(a,,«3)  -+-        3^"' — rî.Kflî)     cos2(p3  —  p.,)/... 
L  2iP-3 —  f*i  )  J 

■+-  «Xi/izi    f,(a,,a4)  H -^ —  f,{a„  at)     cos(p4  —  fJ-,)t 

-t-  nxiftzA  Fa(a„a4)  h - — — — -  r2(«,,  «0     cosa(p.4  —  p.,)£. . . 

L  2(.F*      F-*  )  J 

+  ?ïK,/; z,'    -I ■ — ^— cos2(m—  u.,) t 

—  ?i^2/;^2[r(«,,aî)+ri(a,,a2)cos(lu.J— p,  )«-t-r2(a,,a2)cos2(p2— y.,)  t...] 

—  nfof,z,[t  (a„a3)  -f-f,  (a,,  a3)cos(p3— /*,)*-+-  f2(a,,«3)cos  2  (p3— p.,)  /...] 

—  ny^Zi  [r(a,,a4)+r1(a1,a,)cos(f;.4 — /*!  )  M- T2  (a„  «<)  cosa(p4— f*i)f...]  =  o. 

LXXVII. 

Si  l'on  rejette  dans  les  équations  (G)  et  (H)  tous  les  ternies  affectés 
de  n,  comme  aussi  tous  les  termes  constants  qui  doivent  être  nuls  par 
les  conditions  de  l'Article  XXXII,  on  a 

—j—  -+-  M:X,  =  0,  -y-+2Ll,X,  =  0. 

at-  at  ' 


D'où  l'on  tire 


2  p., 


x,  =  e,  cos(M,<  +  tu,),     y,  = rjp-  e,  sin(M,ï  -+-  &>,), 

ce  qui  donne  pour  a?,  et  y,  les  mêmes  valeurs  que  nous  avons  déjà  trou- 
vées (Article  LXXV). 

La  quantité  —  —  s,  sin(M,  t  4-  tat)  n'est  que  le  premier  terme  de  l'é- 

VI.  20 
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quation  du  centre  calculée  dans  une  ellipse  mobile  (Article  XXXVIII); 
si  l'on  voulait  avoir  le  terme  suivant,  c'est-à-dire  celui  qui  contient  le 
carré  de  l'excentricité,  il  n'y  aurait  qu'à  mettre  au  lieu  de  x,  dans  les 
termes  —  n(6p.,  —  3/,) a?,  et  —  3nix,x1  des  équations  (G),  (H),  la 
valeur  de  x,  qu'on  vient  de  trouver. 

On  aurait  donc,  en  négligeant  toujours  les  termes  constants, 

—7— -  -t-  M?X,  —  71(6  a?  —  3/1)  —  C0S2(Mi'-  -+-  M,)  =  o, 
r/y,  e2 

-4 h  2(7., X,  —  3w/U,  —  C0S2(M,  t  -t-  63,)  =  O. 

La  première  de  ces  équations  donne  (Article  XXXIV) 

i\  cos2(M,  t -h  03,) 


x,  =  E,  cos(M,  t  -+-  w,)  —  n{6y.2  —  3/,) 


3M' 


c'est-à-dire,  en  mettant  au  lieu  de/,  et  de  M*  leurs  valeurs  appro- 
chées p»  (Article  XLV), 

x,  =  e,  cos(M,  t  +  &),)  —  n—  C0S2(M,  t  -h  a,). 

Donc,  substituant  cette  valeur  de  x,  dans  la  seconde,  et  l'intégrant 
ensuite,  on  aura 

2«,         .     ,,,  .  5w,     ,    .        ,„ 

y,  =  —  -rÇ-  e,  sin(M,  J  -t-  &),)  -t-  n~r-  e.  sin2(M,  t  h-  eu,). 
J  M,  4M> 

Ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  l'on  sait  d'ailleurs;  mais  nous  verrons  plus 
bas  qu'il  y  a  dans  l'équation  (G)  d'autres  termes  qui  influent  considéra- 
blement sur  l'équation  du  centre,  et  qui  empêchent  qu'on  ne  puisse  re- 
garder l'expression  précédente  comme  assez  exacte,  même  dans  le  cas 
où  l'on  néglige  les  quantités  de  l'ordre  n. 

Il  en  faut  dire  autant  de  l'expression  de  la  latitude  que  nous  avons 
déjà  trouvée  (Article  XL);  mais  avant  que  d'entrer  dans  cette  discus- 
sion, il  est  bon  de  voir  ce  que  donnent  les  nouvelles  valeurs  de  M  et  de  N 
(Article  précédent)  pour  le  mouvement  des  apsides  et  des  nœuds. 
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§  I.  —  Premières  valeurs  du  mouvement  des  apsides  et  des  nœuds 
des  satellites. 

LXXVIII. 

Nous  avons  trouvé  (Article  LXXVI) 

M"  =  3f*ï  —  if,  —  nf,  [xiïl{a„  a,)  -4-  x3n(«,,  a3)  -+-  ^,n(a„  a,)  ■+-  jK,  -4-  jv.,]  ; 
or,  on  a  généralement  (Article  XXIX) 

_  £  - 
d'où 


-7="* 


et  par  conséquent 

f  =  y.\{i  -t-ngi); 

donc,  négligeant  les  termes  affectés  de  n,  on  aura 

Mj  =  /x*  [i  —  2«g-,  —  «X2ll(ai,  a,)  —  ra^,II(a,,  a3)  —  w^H(a,,  a,)  —  |K,  —  {«*,]. 
Maintenant  on  a  par  l'équation  L,  =g,  — . . .  de  l'Article  LXXVI 

g-,  =  L,  +  2f*,  H,  -+-        *        [x»f  (a,,  a,)  -+-  x3f  («„  «3)  +x*  r(«.,  «< )  +  ;K,-  j*,  J  ; 
i-t-«%, 

donc 

M=  =  /x|  )^i  —  »^3  [n(«,,  a,)-+-2Ï («,,  a,)]  —  rex3[n(a,,a3)H-2r(fl,,  a,)] 

—  re^j  [lî(a,,  «))+2r(a„  «<)]  — |«Ki— j«k,—  2/1L1 — 4reiu-iHi  J, 

les  quantités  L(,  H,  devant  être  déterminées  par  la  condition  que  les 
équations  (G),  (H)  ne  renferment  aucun  terme  constant. 
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Pour  remplir  ces  deux  conditions,  on  supposera  que  (x\)  soit  la  quan- 
tité constante  qui  entre  dans  la  valeur  de  x\;  car  la  valeur  de  x,  étant 
composée  de  sinus  et  de  cosinus,  il  est  évident  que  le  carré  x\  contien- 
dra nécessairement  des  termes  constants,  quoique  x,  n'en  contienne 
point;  de  même,  soient  (z\),  (Y*)  les  quantités  constantes  qui  entreront 
dans  les  valeurs  de  z\,  \\\  on  aura  donc 

./;  L  -  n(6fj.]  —  3/,)  [x\  )  —  \nfl{z\)  —  nf](Y])  =  o,     — /,  H,  -  3npt  [x\  )  =  o; 

d'où  l'on  tirera  L,  et  H,,  qui  seront  de  l'ordre  de  n;. c'est  pourquoi  on 
peut  négliger  dans  la  valeur  de  M^  les  quantités  2nL,  et  4 n  p. ,  H , ,  qui 
seraient  de  l'ordre  n2. 

LXXIX. 

Donc,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

ë,  =  yi,[U(a„  a,)  +  af(a,,  a,)]  +Xs[n(a,,  as)  -+-  zf  (a„  a3)'\ 
-+-  Xi  [H (a,,  «4 )  -+-  2r(a,,«4)]  -4-  }K,  -+-  fx,, 

el  de  même  (Article  IX) 

S,  =  X,[n(a„  a,)  4-ar(fflj,a,)]  +  5Cs[H(aJ,  a,)  +  ar(a2,  «,)] 
-t-  X4  [n(a2>  a4)  +  2f(flî,  a4)]  +  |K,  +  fx2, 

ê,  =  x<  [fi(ffl5,  «,)  -i-  2r(a3,  «,)]  +  x^  [n(a3,  a»)  +  ar(«3,  «,)] 
+  X4[n(a3,  «s)  -+-  2jf(a3,  a„)]  +|K3-(-  f-x3, 

ë4  =  ^  [n(a«,  a,)  +  ar(a4,  a,)]  H-  ^2  [ft(a4,  a2)  +  2r(a4,  «2)] 
+  X3[H(«4,  «3)  +2T(a4,  a.,)]  -+-  f  K,  -4-fx,, 
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on  aura 

Mî  =  /x|(i  —  «§,)>     M,  =  //,(l  —  jrtë,), 

M^  =  fx=(i  — nê2),     Mj  =  f*i(i  — i»6,); 

et  ainsi  des  autres. 

Or  le  mouvement  de  la  ligne  des  apsides  étant  au  mouvement  moyen 

comme  p. —  M  à  \j.  (Article  XXXVII),  cette  ligne  avancera  pendant  une 

„  g 
révolution  de  —  36o°,  d'où  l'on  connaîtra  le  mouvement  des  apsides 

de  tous  les  satellites. 

LXXX. 

Pour  évaluer  en  nombres  les  quantités  6,  il  faut  commencer  par  cher- 
cher les  valeurs  des  quantités  U(a,,  as) lesquelles  dépendent  des 

quantités  A(at,  a2),...,  c'est-à-dire  des  coefficients  de  la  série  qui  repré- 

_  5 

sente  la  quantité  radicale  (i—  sqô  -+-  q2)    2  (Articles  XX  et  suivants). 
Soit  donc,  comme  dans  cet  Article, 

{i  —  2qcosd  +  q2)  2  =  (A)  +  (B)  cos9  -+-  (G)  cos2  0  -+- . . ., 
on  aura,  en  faisant  q  =  —  et  6  =  <p2  —  y, , 

[a2  —  2û!,ajC0S-(<pj— <p,)-t-a2]  2=a75[(A)-t-(B)cos(cpa— <p,)-4-(C)  cos 2(^2—9, )+...  |; 
donc  (Article  XXI) 

A(al,a,)  =  a-6(A),     A{al,a2)  =  a-i{B), 

De  même,  en  taisant  q  =  —  »  =  —,...,  on  aura 

A  (a,,  as)  =  a7s(A),     A,  (a,,  a,)  =  a~5(B),. . ., 

et  ainsi  de  suite;  où  l'on  remarquera  que  les  quantités  réciproques 

A(a2,  at),  A(a3,  a,), . . .  sont  les  mêmes  que  les  quantités  A(at,  a2), 
A(a,,a3),...  (Article  XLIII). 
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Cela  posé,  on  trouvera  (Article  XXII),  q  étant  égal  à  — 


a. 


_.  .       g(B)  —  2g2(A) 

Hfa,,  a,)  =  3 r3 ■> 

ia\ 

n,(a„a,)=g^-a^B)  +  a^A), 

iw«  a,     g(D)-ag'(C)  +  g(B) 

et  de  là,  en  faisant,  pour  abréger, 

p=g(B)-g'(A)< 

2 

D  _g(C)-20»(B)  +  a?(A) 

Il  5 


P,= 


_g(D)-g'(C)  +  g(B) 


on  aura  par  l'Article  XXIV 

n(a„a,)  =  3g2Pl-298P-g»A, 

2 

fr  /  \       ,g2P*-2g3P,-t-2g2P 

2  * 

n,(«,,  «2=  3  3 2 3 g3L, 

2 

On  trouvera  des  expressions  semblables  pour  les  fonctions  11  de  (a, ,  a3) 

(a2,  a3), . . . ,  en  faisant  y  =  —  ■>  =  —  »  — 
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De  la  même  manière  on  trouvera  que  l'on  a,  g  étant  encore  égal  à  —, 

„,  ,        çr(B)  — 2(A) 

Et {a„  a,)  =  i-5— ! — _i-u !, 
2a, 

n,(fl,>a,)=g(C)-2(B)  +  a^A), 
n,(fl,,a,)  =  ^i))-a(C)  +  ^B)> 


d'où,  en  faisant 


q(B)-9.(K) 


Q. 
0, 

_<7(C)- 

2 

-a(B) 

+  2?(A) 

_<7(D). 

2 

-a(C) 

+  g(B) 

2 

on  tire 

n  {a2,  «,  )  =3  i-= —  A, 

2 

n,(a„a,)  =  3?Q'-aQl  +  agQ-B, 

2 

nî(aa>a,)  =  3ga-2Q^gQ1-C> 

2 

expressions  qui  serviront  aussi  pour  les  quantités  Û (a3 ,  a, ) ,  U(a3,a2),'..., 
en  faisant  successivement  q=    ',«  =  —, — 

LXXXI. 

Ayant  donc  l'ait  le  calcul  de  ces  différentes  quantités,  j'ai  trouvé  les 
valeurs  suivantes  : 
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a. 
î=«7 

a. 

a. 
9  =  t 

0, 

a, 
q  =  «> 

(A) 

i4,494 

2,654 

i,366 

i3,856 

2,198 

8,288 

(B) 

27,33i 

4,og5 

i,399 

26,o83 

3,i79 

15,144 

(C) 

23,754 

2,544 

o,55o 

22,646 

i,85o 

12,400 

(D) 

19,323 

1  ,i5i 

o,5i5 

17,547 

i,i85 

9,402 

P 

2,856 

o,3g5 

0,099 

2,734 

0,287 

1 ,627 

P, 

5,767 

0,912 

0,298 

5,53g 

o,7°9 

3,342 

P2 

5,268 

0,63g 

0,1.86 

4,783 

0,541 

a,g72 

Q 

-  5,887 

-   i,847 

—   i,i99 

—  5,692 

—   i,633 

—  3,985 

Q, 

— 10,717 

—  2,547 

—   i,o3i 

— io,335 

—  2,068 

—  6,g°g 

Q2 

—  9i°5g 

—   i,5io 

-  0,336 

-  8,993 

—   1,075 

—  5,423 

(«n  ai) 

(«11  «3) 

(«n  «4) 

(«2,  «3) 

(«21    ««) 

(«31  »«) 

n 

0,534 

o,o5o 

0,008 

o,5i4 

o,o36 

o,38g 

(«21    «,) 

(«31  «,) 

(fl4,  a,) 

(«31    «2) 

(«41  «•.) 

(aÂ,  a.) 

ïï 

4,5o4 

2,579 

2,128 

4,401 

2,454 

3,837 
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LXXXII. 

A  l'égard  des  valeurs  de  T(a, ,  aa), ... ,  nous  les  avons  données  ci- 
dessus  (Article  XL VII),  aussi  bien  que  celles  de  «K,,  nK2,  ■  ■  ■  (Ar- 

A2 
ticle  XLIX);  et  pour  ce  qui  est  des  quantités  nx  =  v  —  (Article  XXIX) 

on  aura,  en  faisant  A,  demi-diamètre  de  Jupiter,  égal  à  i,  et  mettant 
pour  a(,  alt...  leurs  valeurs  (Article  XLVI),  on  aura,  dis-je, 

nx,  =  o,o3i  iov,     nv.,  =  o,oia34v,     mx3  =:  o,oo484v,     tik>  =  o,ooi56i/, 

la  quantité  v  dépendant  de  la  figure  et  de  la  constitution  intérieure  de 
Jupiter,  comme  on  l'a  vu  (Article  XVI). 

LXXXI1I. 

Toutes  ces  substitutions  faites,  on  aura,  après  avoir  remis  au  lieu  de 

®,     ©•> 
ny,,  ny2, . . . ,  les  quantités  -~-j   ~w"'"  "' 

©■,  ©  ©4 

reë,  =  o,q82-^-  -1-  0,124-^r-  +  0,022  -=r-  +0,01 2440  v  -4-  o,oooooo3, 

lu  lu  lu 

©  ©  ©4 

«62  =  I,5Ô2  -™/-  -4"  0,q4o  -^-   -4-  0,090  -=tt  -4-  0,004936!/-)-  0,0000010, 

lu  lu  lu 

©  ©2  ©. 

«g3  =  0,307  ~nF~  "+"  1>fàl  -sr  ■+■  0,673  -^  -4-  o,ooig36v-l-  o,ooooo4o, 

lu  lu  lu 

©  ©■,  © 

nëi  =  o,o5o-=^-  -+-  0,260  -=r-  -+-  1,139  ~^= — ^  0,000624  v -4-  0,0000222. 


LXXXIV. 

Passons  maintenant  aux  formules  qui  donnent  le  mouvement  des 
nœuds,  et  nous  trouvons  d'abord  pour  le  premier  satellite  (Article  LXXV) 

N2  =  p.2  -4-  nft  [y:.f{a„  a,)  -+-  %3 T («, ,  a3)  +  y^T{a[,  a,)  -f-fK.,-4-  fx,]  +-2're^,/,H,; 
c  est-à-dire,  en  mettant  \j.\  au  lieu  de/(,  et  négligeant  le  terme  2rcy.,/,H, 

VI.  2  1 
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qui  est  du  second  ordre,  à  cause  que  H4  est  déjà  de  l'ordre  de  n  (Ar- 
ticle LXXVIII), 

N;  =[jl]  [i  +  nxtt{a„a3)  ■+  nxtf{a„ <z3)  +  nxtf{<h,at)  -t-4«K,  +  fré*,]  5 

donc  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

sr.  =  JC'Mfli,  «2)  -l-  x>r(«i,  a3)  +  xtT{a„  a«)  4-fK,  -+-  jx,, 

de  même 

nj,  =  xif  (a2,  a,)  -(-x3f  («2,  a3)  +  %if  (aa,  a4)  -+-  fK2  4-  \x„ 

C73  =  x,f  («„  a,)  -t-x>r(«s»  a»)  -+-X«r(a3,  «4)  -+-  fK:1  +  |z3, 

ej,  =x,f  (««,  a,)  -+-&?  (a4,  «2)  +x»T(a4,  a3)  4-fKs  +  fit,. 

On  aura  pour  tous  les  quatre  satellites 

Nj  =  fx^n-  «5*2),     N,  =  fi2(i  -+-  --j-finja), 


Pour  tirer  de  là  le  mouvement  des  nœuds,  on  remarquera  (pie 
(f/.  — N)*  — v)  exprime,  en  général,  la  longitude  moyenne  du  nœud 
ascendant  (Article  XLI);  d'où  il  suit  que  le  mouvement  de  la  ligne  des 
nœuds  sera  au  mouvement  moyen  comme  /x — N  à  (x,  c'est-à-dire,  comme 

à  x;  par  conséquent  les  nœuds  reculeront  à  chaque  révolution 

de  \nrs  X  36o°. 

LXXXV. 

Or,  on  trouve  par  l'Article  XXXII,  en  faisant  successivement  q  =  — .» 

a, 

î(al,at)  =  qiÀ+f{at,a,), 
f(a„a3)  =  ^3A-<-r(«,,a3), 
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ensuite, 


f  (a„  a,  )  =  A  +  r(âa,  a,), 
f(a3,  «,)=A-+-r(a3,  «,  j, 


ce  qui  donne  (Article  XLVI1 


(«1,  a2) 

(«i»  «3) 

(a,,  a,) 

(a2,  «3) 

(a2,  at) 

(a3,  a4) 

r 

o,q8i 

0, 126 

0,018 

0,942 

0,087 

0,576 

(«2,  «l) 

{a3,  a,) 

(a4,  a,) 

(a3,  a-,) 

(«1,  a2) 

(«45  «3) 

r 

1.558 

0,320 

o,o83 

1 ,5o6 

0,245 

1  ,oi3 

LXXXVI. 

Donc,  faisant  ces  substitutions,  et  remettant  -^->  -*?■■>•••  au  lieu  de 

«roi  =  0,981  -=r  -4-  0,12b  -^r  -+■  0,01b  -=p-  -+-  o,oi8bbov  -4-  o,oooooo3, 


«532  =  1,558  ^  -4-  0,942  -^  -+-  0,087  -nF  -+-  0,007404^  -+-  0,0000010, 
nsj3  =  0,320  -™-  -+-  i,5ob  -=3-  -4-  0,57b  -™-  -4-  o,oo2go4v  -+-  0,0000040, 


Q9tt,     ._©,     ,®,  ,     ,,. 

wsj4  =  o,ob3  ^=7  -4-  0,245  ^-  -4-  i,oi3  -™-  -4-  o,ooo93bv  -4-  0,000022: 

-  *>         ^         II' 
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§  H.  —  Ou  l'on  montre  la  nécessité  d'avoir  égard,  dans  les 
calculs  de  l'équation  du  centre  et  de  la  latitude,  a  quelques 
termes  de  V ordre  n  des  équations  (H)  et  (K). 

LXXXVII. 

Nous  avons  trouvé  (Article  LXXVII) 

x,  =  s,  cos(M,  t  -t-  m,),     y,  =  —  ^jp  s,  sini  M,  t -h  co,); 


on  trouvera  de  même 


x2  =  e2  cos  (  M2 1  -+-  co,  ),     y2  = ^  e2  sin  (  M,  t  -+-  eo2  )  ; 

et  ainsi  des  autres.  Cela  posé,  si  l'on  reprend  l'équation  (G)  de  l'Ar- 
ticle LXXVt,  et  qu'on  substitue  dans  le  terme 

iiXifi  x2x¥l(a„  a2)  cos(p2  —  jj.,)(, 

au  lieu  de  x.2  sa  valeur  \2-\-92,  on  verra  que  la  quantité  x2cos(fj.2 —  p.,)  t 
renfermera  un  terme  de  cette  forme 

cos  [ (  M2  —  p.2+  (M,  )  t  -+-  wi]  =  cos     (  pt y.,  j  «  +  «,(*); 

lequel  étant  intégré  deviendra 

COS      (  fJL, — -  [M  )    <  +  4>2 

«6.     \2      /  «S,     \2' 

M>  — —  ij->    —F'  — —  M 


ainsi  le  terme 

WX»/Î  ^i(ai>  «i)-»3  cos(^.2  —  fj-i)t 

(*)  Les  formules  qui  suivent  sont,  dans  le  texte  primitif,  entachées  d'erreurs  provenant  de  ce 

que  l'Auteur  a  employé,  par  inadvertance,  la  formule  M  =  y. ,  au  lieu  de  M  =  p.  (  i  — —  ) 

(Article  LXXIX)  ;  nous  avons  cru  devoir  faire  subir  aux  formules  la  rectification  nécessaire. 

(Note  de  l'Éditeur.) 
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de  l'équation  différentielle  donnera  dans  la  valeur  de  x,  le  terme  suivant 

1_^ L d=L-tMdl \U± L  cos        u, feU+O),     : 

2  /  në2     \2       (  »ê,     \2  2  fx,(6,^,—  èi[M)        |_\  2       /  J 


lequel  appartient,  comme  on  voit,  à  la  première  valeur  de  x,.  Pareille- 
ment le  terme 

nX3f,x3x¥t(ai,a3)  cos(fj.3  —  fXi)t 

donnera  dans  la  valeur  de  x,  le  terme 


e.X./.^.(g.»«.).^r/..  _Zi! 

2    ^..(êj  f-r-, —  ëajU-a) 


os  I  \F' _  1T  ^j  ' +  'Jh J  ' 


et  il  en  sera  de  même  de  quelques  autres  termes  de  l'équation  (G)  dont 
nous  parlerons  plus  bas. 

On  trouvera  de  la  même  manière  dans  la  valeur  de  x2  les  termes 

-        ,1  1 COS         u2 p.,  )  t  +  CO,      , 

2    u2(ê2p.,— êlf*,)  |  \r  2    r  /  J 

lesquels  étant  de  nouveau  substitués  dans  le  terme 
nX2/'  vÏMau  as)  Xi'cos(pi  —  fjt-i )  t 
de  l'équation  (G),  en  donneront  deux  autres  de  cette  forme 

*»»/.¥.(«.,*)*  *^*'(v'i  c°s  r(*-  ^)  * +M-i' 

A-/  ;2  ^(6,^-g.f/.,)       LV         2      /  J 

>X^,(«,  <z2)  i3  ^.(^3)  cos  [L  -  ^M,)  /  +  M,l  ; 
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le  premier  de  ces  deux  termes  produira     à  cause  de  p.  (  i J  =  M 

dans  la  valeur  de  x,  un  terme  qui  sera  multiplié  par  1,'angle  t  (Article 
XXXIV);  ce  qui  donnera  des  arcs  de  cercle  dans  le  rayon  vecteur  de 
l'orbite;  le  second  y  produira  le  terme 

qui  est  de  la  même  tonne  que  celui  que  nous  avons  déjà  trouvé. 

Ces  termes  en  reproduiront  d'autres  dans  la  valeur  de  x2,  de  la  même 
forme  que  ceux  que  nous  venons  d'examiner,  d'où  il  renaîtra  encore 
dans  la  valeur  de  x  d'autres  termes  de  même  espèce  que  les  précédents, 
et  ainsi  de  suite  à  l'infini. 

LXXXVIII. 

De  là  je  tire  ces  deux  conséquences  fort  importantes  :  i°  que  les 
termes  dont  il  s'agit,  quoique  de  l'ordre  n  dans  l'équation  différentielle, 
appartiennent  cependant  à  la  première  approximation  et  ne  doivent 
point  être  négligés  dans  les  premières  valeurs  de  x,  y;  20  que  la  mé- 
thode ordinaire  d'approximation,  suivant  laquelle  on  emploie  à  chaque 
nouvelle  correction  les  valeurs  trouvées  dans  la  correction  précédente, 
est  absolument  insuffisante  pour  calculer  ces  sortes  de  termes. 

On  appliquera  le  même  raisonnement  à  l'équation  (K)  et  l'on  en  tirera 
des  conclusions  analogues  par  rapport  à  la  valeur  de  z. 

LXXX1X. 

Il  est  donc  nécessaire  d'avoir  une  méthode  particulière  pour  intégrer 
les  équations  (G),  (K);  on  verra  dans  le  paragraphe  suivant  comment  je 
m'y  suis  pris  pour  arriver  à  ce  but;  mais  il  faut  commencer  ici  par  voir 
quels  sont  les  termes  de  ces  équations,  auxquels  on  doit  avoir  égard. 

Pour  peu  qu'on  examine  l'équation  (G),  on  reconnaîtra  aisément  que 
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les  termes  dont  il  s'agit  viennent  uniquement  des  termes  qui  renferment 

#2COS(^s  —  ^i  )t,       X3COS([J.3 —  p.\)t,       X4COS(p.4 —  (J-i)t, 

j2sin(f*s  —  ix,)  t,     j3sin((L/.3  —  £,)  t,     j4  sin(p.4  —  p.,)  t, 
I  XtSinifjL,  —  fj.,)tdt,       !  x3sin(ij.3 —  y.,)tdt,       /  ,r4  sin^ —  p,)ldt, 
j y\  cos (p,  —  [jL,)t dt,       I y3  cos ( p.3  —  fjti )  t  dt,       I y\  cos (fi,  —  fx, )  t  dt, 

en  tant  qu'on  y  substitue  x2,  x3,  x4  ;  y2,  y3,  y4,  à  la  place  de  x2,  x3,  xk; 
J2.J3.  J«;  de  sorte  qu'on  pourra  réduire  cette  équation  à  celle-ci 


(L) 


d2x, 

IF 


M'x, 

—  nf,x2^ri{al,  a2)x2cos(f/-j  —  y, 

—  n/tx^iia,,  a3)x3  cos(fx3  —  y., 

—  nfn^i  («i,  «0x4  cos(/x4  —  fi)  ' 
+  '|/iX'f'(»'l  a2)y2sin(fx2-p, 
+  «/iX3f,(a„  a3)y3sin(fx3  — p.4 
-t-n/,  Xi  f,<a„  a4)y4sin(p.4  —  f/, 

+  2«/; ^1,^, ^F,(a„  a2)  /  x2sin(^  —  y.,)  <</< 
-+-  an/i^xa^ilan  «3)  I  x3  sin(^3  —  y.,)tdt 
-+-  inf,  fx,X/F,(a,,  a4)  /  x4sin(//4  —  y.,)  <(/< 
-(-  2/i/î  y.,  x,2r,(rt,,  a2)  /  y2cos(p.2  —  yt)  tdt 
-+■  1  nf{  y,  x»  T, ( a,",  a,)  /  y3 cos ( |U3  —  y, )  < ofa 
-I-  a'n/î./X|.X4ri(«i,  «4)   /  y4cos(fx4  —  f*,)  tdt  =  a. 
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A  l'égard  de  l'équation  (K),  on  trouvera  qu'elle  se  réduit  de  "même  à 
celle-ci 

(N)  **■  +  *!„ 

—  nf,  /,r2(a,,  «,)  z2cos(p.2  —  ;*,)* 

—  «/, x3r, (a,,a3)  z3cos{fj.3  —  jj.,)t 

—  nf,  Xi  fi  («i,  «4)  zt  cos(p.,  —  p.,  )  ;  =  0. 


XC. 


Comme  notre  dessein  n'est  pas  d'avoir  égard  dans  les  valeurs  de  x,  y 
et  z  aux  termes  de  l'ordre  n,  mais  seulement  à  ceux  qui  ont  des  coeffi- 
cients finis,  nous  pourrons  négliger  dans  les  équations  (L)  et  (N)  tous 
les  termes  qui  se  trouveront  affectés  de  n2,  parce  que  ces  termes  seront 
encore  de  l'ordre  n  après  l'intégration. 

Or  les  équations  (G)  et  (H)  donnent,  en  rejetant  les  termes  affectés 

de  n, 

d2x.       __.  d\, 

-+-  af/.,  Xi  =  o  ; 


d Xi 

-—■  -+-  m;  x,  =  o, 

dt- 

dv, 

dt 

d'où  l'on  tire 

dy,        2fjt, 

~dt  ~  M] 

d-x, 
~UF~ 

et,  intégrant, 

Y,  -  ^ 

dx, 

-=—  =:  0 

dt 

il  ne  faut  point  ici  de  constante,  ce  qui  est  évident  par  la  nature  de  nos 
formules;  on  trouvera  de  même 


ap2  dxi 2jj.3  dx3 2fz4  dxA 

Mf  Ut  ~  °'     J'3  ~~  Mf  Ut  ~  °'     Ji  ~  M]  UT 
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donc,  substituant  ces  valeurs  de  y2,  y3,  y4  dans  l'équation  (L)  de  l'Ar- 
ticle précédent,  on  changera  les  termes 


«/  X'  r.(«.,  a,)y2  sin(f/.2  —  (*,)  t 

■  nf,  X3  f  ,(«„  a,)  y3  sin(p.3  —  p.,  )  ? 

■  «/,  x* ï,  (a„  a4)  y4  sin(p4  —  #,)  * 


en  ceux-ci 


et  les  termes 


en  ceux-ci 


-/jus;  ,  dx-,     .     , 

2 »/  X'  ^5  T,  (  a„  a2)  -^  sin  (p2  —  p.,  )  / 


aB/jC«  ^  r,(a„  o»)-^  sin(p3  -  f/.,)  « 


2W/<X«  jjjl  r,(a„a4)-^sin(p4-p,)', 


2«/,  p,  ^2ri(a„  «2)  I  yscos(p:  —  fx,)  f  df 
-t-  2»/,  fjt,^3r,(a,,  «3)  /y3cos(tt3  —  [J.,)tdt 
+  2"/.  F"  X*!''  («"  «0  / y4  cos (p,,  —  p., )  t  dt 

4»/ip->%2  ^r,(a„a2)J  ^  cos(p.2  — p,)*tf* 
■4n/fti3C»  jjpT^a»a*)  ~Jf  cosi^  —  fj^tdt 
■  4»/.f*ifc  "^1  r,(a„  «OJ  ^  COs(p4  -  p,)*<fr> 


VI. 
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que  l'on  peut  encore  changer  en  ceux-ci 

^nf^-'te  jjjp  î.(ai,o»)xjcos(ps  — fi,)f 

+  4«/!|^.5C3  Tp-  r,(a,,  a.,)x3  cosffji,  —  f/,)/ 

+  4 nf,  y.,  x>  -jjjjr  T,  (  a, ,  a«  ) x4  cos (  f/4  —  ,u,  )  < 

+  4re/ÎHi&  ^"^t-^-  r,(a„as)  I  x2sin(fi,  —  /*,)*</* 

+  4»/MiX3  ^      ^7— r,(«i,a3)  jx3sin(F.3-[j.x)tdt 

+  ^nf,fxlXA  '"'      mT  ^     îi  («■,<*«)  I  x4  sin(^.4  —  fx,  )/(/<. 

Par  ce  moyen,  l'équation  (L)  ne  contiendra  plus  que  des  termes  de  la 
forme  de 

x2cos(f*2  —  ix,)t,    -y-  sin(/^2  —  [Ât)t     et      |  x2sin(/ji2 —  ^)tdt. 

Je  reprends  maintenant  l'équation 

^2x,      ... 
-j—  -+-  Mfx,  =  o, 
dt-  ' 

laquelle,  étant  rapportée  au  second  satellite,  devient 

<^2x2      ... 
-j-2.  +  M2x2  =  o; 
dt1 

je  multiplie  cette  dernière  par  sin(|i2  —  p.t)t'dt;  je  l'intègre,  j'ai 

T^x.    .  '      r 

I  —j—-  sin( /jl2  —  ij.t)tdt -+-  M2  I  x2sin(fji2  —  (j.,)tdt  =  o; 

je  change  l'expression 

frfix>    •  ,    j 
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en  son  équivalente 

^  sin  (p.,  —  p., ) t ,—  (p2  —  p.,  )x2  cos (p2  —  p.,  )  t  —  ( p2  —  p., )2  /  x,  sin  ( p2  -  p.,  )  <  dt , 

et  il  me  vient  l'équation 

dx  C 

^sin(p.2-p.,)/-(p2— p.,)x2cos(p.2— p.,)M-[M*  —  (p2-p.,)J]J  x2sin(p.2— fJ.l)tdt=o; 

d'où  je  tire 

tfx, 

(p.2-  p.,)x2cos(p2-  ^)t—-jf  sin(p.2 -//,)< 

/   X,  sin(u.2  —  u,)tdt=  sr: ; û 

Je  trouve,  de  la  même  manière, 

dx, 
(p.3  —  p.,)x3cos(fX3  —  p,)t—  -jj  sin(p.,  — p.,)* 

J  *3sin(f,3-P.,)^=  -  mi_[p^F_[f    - 

tfx,    .    , 

(p.,  — p.,)x,  cos(p.,  — p.,)*  —  "^-sin(P<  —  f*')* 

Jx4sin(^-^)*rfl=-  M;  _(fJt<  _,,,),  — 

On  fera  toutes  ces  substitutions  dans  l'équation  (L),  moyennant  quoi 
elle  n'aura  plus  que  des  termes  de  la  forme  de 

dx2 

x2cos(p.2  —  p.,)/     et     -t-  sin(pz—  p.,)*. 

XCI. 
Donc  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

*,K,fl,)=?,(«,,«,)-4ffir,(«,^ 


f,K,^=f,(«c,«j-4^f,(«,1«j-[2?,K,«J  +  4^f^f,(«l,«j]ji^ 


(ft-ft)2 

22 
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et  de  plus 

n,K,  «,)  =  ^P  r,(fl„  «,)  +  [>?,(«,.«,)  +  4  ^f^  r,(«„  ^)]M,_  J  _  .y 

n,  («„  «,)  =  =gp  r,  (a„  «3)  +  [*?,(«„  «,}  +  4  ^j^  ?,(«„  «3)]  M,_(^;_^> 

ft,  («,;  «,)  =  =|p  f,(a„  «,)  +  [*?,(«„  «,)  +  4  ft,(^7't')  ?.  (V,  ^)]m^-(p|- ;.,)'' 

on  aura,  pour  le  premier  satellite,  l'équation 


(MO^-J-Mïx, 


dt2 


—  «/^.(«..ajx^cos^—  F')'  —  '*/iX-in,(«,,aJ)-^sin(fx2—  /*,)* 


=  =  rfx 

—  re/1 XsYi^ai, «3)x3  cos ( fxa—  [J-i)t  —  nfîxi  fl, (a,,  as)  —  sin  ( p.3—  ^,) / 


3  o  dX 

-«/,X4Xîrc(aii«<)'X4  cos(j^4— ^.,)<  — n/ix<n,(a,,a4)-^  sin  ( /x<— ^,)  *  =  o  ; 


et  de  même  pour  les  trois  autres  satellites 


(M^  +  Mî* 


"tfiX'^  1  («2,  «,)Xi  cos(fx,—  fj-i)t  —  nfiJs  n,(«2,  a>)—/T  sin{  fj.t—  fj.,)  t 


—  nfix^* («j» «3)x3  cos (/^,.—  /x,) <  —  «/2X3  fi[(aj,  a3)  -i-3  sin  (/a3—  ^,) * 


dx4 

'B/'X<*'(fl!i  a<)Xi  cos(p,  —  y-î)t—  n/2^,  flitaj,  a4)  37  sin (  |V—  f*a)  <  =  o, 


DES  SATELLITES  DE  JUPITER.  173 


(M^  +  M'x. 


=  dx 

—  «/33C.^.(«s,ffli)Xi  cos  (p.,—  (J.3)t  —  M/8x,n,(a3,ai)-^sin(/x,  —  /x3)* 

c/x, 

—  ra/a^.^.a^cos^,—  /Jt-s)^ —  »/3X2n,(a3,  o.^-—  sin(p2—  [i,)t 

dxi 

—  nfil>  y<  («3,  «4)x4  cos(p4—  f*.)  f  —  n/>x<  n,(a„  a4)  -^-  sin  (  fx4—  ^3)  f  =  o, 


,.    </2x4       ... 

(MO^r  +  Mjx, 


—  »/«x>^rila«'«i)x'  cos(fJi,-—  /*4)f-^râ//x,n,  (a4,ffli) -W  sin((jii— fi4)< 

—  »/4 xs  ïi  («4 ,  «s) x,  cos (f*s—  f*4)  <  —  n/4 Xs  D,  (a4,  «2)  tt  sin (p2 —  ^4)  * 

dxs 

—  nft x* ^1  («4,  «3) xs  cos (f/.3—  ^4)  «  —  w/< x-, II,  («< ,  a3)  -j-  sin  ( fx3—  f/.4)  t  =  o. 


Pareillement  on  aura,  par  rapport  aux  variables  z,  ces  quatre  équa- 
tions (Article  LXXXIX) 

(N,)  ^+N>„ 

—  «^i  X2  T,  («1,  th)  Z2C0S(^2  —  [Ai)  t 

—  nftXiT^a,,  a3)z3c.os(fj.3  —  p,)  t 

—  nf,Xi  T,{a„  a.t)  zt  cos(u4  —  /a,.)  f  =  o, 

(N,)  4-r  +  N2  2, 

—  «/j^i  r\(«i>  «1)  2,  COS(f/.,  —  jn2)  t 

—  «/j  X3  ï1' (  "»   ^  23  C0S(f^3  —    V-l)t 

—  7if,X',Y{{a„  a,)  z,  cos{fx,  —  fj.2)  t  =  o, 
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(NO  |F-N3^3 

—  nf3XiT,{a3,  a, )z,  cos  (fi,  —  f*,)  « 

—  nf3x2T,(a3,  a,)  z2  cos  (fi,  —  p3)  t 

—  re/3  Xi  T, ( a3,  a4 )  z4  cos ( fi,  —  fi3)  f  =  o, 

(NO  S1  +  Nï* 

—  ra/i  Xrr.  (a*,  a,  )  z,  cos(fi,  — -  fx4)  t 

—  «/,  %2r,  (a„  «2)2,  cos( fi,  —  fi4)  t 

—  nfiXiTiicii,  «s)  z3cos(fi3  — fi4)  i  =  o 

§  III.  —  Où  l'on  donne  une  nouvelle  méthode  pour  intégrer 
les  équations  précédentes. 


Je  fais 


d'où  je  tire 


XCII. 

x2  cos  (fi2  —  fi, )  t  =  P,     x2  sin  (  fi2  —  fx,  )  *  =  />, 

x3cos(f/.3  —  fi,)  t  =  Q,     x3sin(fi3  —  fi,)  t  =  q, 
x,  cos  (  [â,  —  fi,  )  t  =  R,     x4  sin  (  fi,  —  fi,  )  £  =  r, 


_sln(fi2-fi,)^=^-(^-fi,)P, 


dx3    .  dq  .  _ 

-^-  sin  (m,—  p,)t=-^  —  (fi3  —  fi,)Q, 


«x4    .    ,  .  dr       , 

^Fsin(fi4-fi,)/  =  s--(fi4-fi,)R. 
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Je  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (M,),  ce  qui  la  change  en 
celle-ci 


dx,         m», 

~-  -t-M  x, 
dt2  ' 

-  nf,7j  [t,(a„  «,)  -  (^  -  f,,)n,(«„  a,)]  P-b/x. *•(«..  «*)  % 

-«/X3[t,(«„«3)-(^-p.,)n,(«„«3)]Q-«./;x3n,(«„a3)-§ 

-nf,x,  [*,(fl„a,)-  (f,  -f*.)nl(a1,o,)jR-n/.X.n1(«„  a,)^=o. 

C'est  l'équation  qu'il  s'agit  maintenant  d'intégrer,  en  regardant  les 
quantités  P,  Q,  R,  p,  q,  r,  chacune  comme  une  variable  particulière. 
Pour  y  parvenir,  voici  comment  je  m'y  prends. 


XCIII. 
Je  reprends  les  formules 

dx,    .    ,  dp 

dx3    .    .  \t      dq       . 

dx,     .    ,  dr 

et  je  trouve  de  même 

dx2        ,  dP       , 

-^-cos(^2  —  pC)t=-jj  +  (p,  —  p,)  p, 

dx3        ,  dQ 

^fcos{(l,-iM)t=-ST+{lH-^)q, 

dx(  '■■«/*■ 
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(N.)  ^+NÏ,. 

—  nf3x,t,{a3,  a,  ).z,  cos(>,  —  (i3)  t 

—  nf3  X2  f ,  (a3,  a»)  z*  cos(fx2  —  p,)  if 

—  »/3X«r,(a3,  a4)z4cos(f*i  —  (*,)  f  =  o, 

(NO  ?F  +  NÏ* 

—  re/4 %,r,  (a4,  a,  )z,  cos(/u,  —  /*4)  < 

—  w/«X2ri(«4,  «2)  ^îCOs(fii —  /*4)  < 

—  «/*Zsf'l(«4»  «3)  23COS(f/.3—  f/.4)  <  =  o. 

§  III.  —  C7«  /'o«  donne  une  nouvelle  méthode  pour  intégrer 
les  équations  précédentes. 


Je  fais 


d'où  je  tire 


XCII. 

x2cos((U2  —  fit)  *  =  P,  x2sin(^2  —  f*i)  <  =  /», 
XsCOsCp.,  —  ;x,)  t  =Q,  x3sin(fx3  —  ^,)  l  =  q, 
x4cos(j^4  —  «,)  <  =  R,     x4  sin(fA4  —  /a,)  <=  r, 


—  sin(p2— f*,)f  =  jt  — (^  — M')p» 


e?x3    .  .  dq       ,  .  n 

-jj  sm{u.a  —  !j.l)t=-^  —  (fj.3  —  fj.,)Q, 


dXi    .    ,  ,         dr  .  _ 

■37- sin  (p«- **')'•=  as-  —  (^4  — p,)R. 
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Je  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (M,),  ce  qui  la  change  en 
celle-ci 


d'il      ,„, 
dC- 

-  »/z,  [*,(«„  «,)  -  (^  -  Mn,(a„  a,)]  P-  n/z»  *,(«„  a,)  ^ 

-»/%»  [*'(«•»  a»)-(f*.-MÛ.(«..«.)]Q-n/x.fi.(«.>a»)3? 

o  o  o  dr 

-;»/*  [*.(«..  a.)-  (^-^.)n,(a„a,)jK-n/1x«n,(a„  a4)^=o. 

C'est  l'équation  qu'il  s'agit  maintenant  d'intégrer,  en  regardant  les 
quantités  P,  Q,  R,  />,  ^,  r,  chacune  comme  une  variable  particulière. 
Pour  y  parvenir,  voici  comment  je  m'y  prends. 


XCIII. 
Je  reprends  les  formules 

û?xs  dp 

dx3    .    ,  dq  _ 

^x4    :    .  ,        dr 

-arain{p<-rl)t=-3F-{fr-iil)lL, 

et  je  trouve  de  même 

c/x2  x  Û?P        , 

^rcos(P,-^)-'=-S-+(f*.-f*.)î, 
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De  là  je  tire,  par  la  différentiation,  les  formules  suivantes 

d2x,    .    ,  d2p  dP 

~dF  sm(f*2 -^t=-df-2(^~ f*0  ~jf  - (f*« - f*<)2/>, 

^2x,  tf'P  dp       , 

■^-cos(ft,-(*1)*=-3ir +  3(^-^0  ^  -((li-^P, 

e?2x3  rf20  do 

-^r  c°s(p-3  - f*0  *=  -^  ri-  2(^3  ~^)-ft~  (p-3  -  f*.)'Q, 

d'x4     .    .  ,td'r  ,  ,dRr 

¥sin('"-'i'1/=*  -a(^-f*.)^--(f*.-H.)'r, 

</2x4         ,  e?'R  ,    tfr 

Cela  posé,  je  multiplie  d'abord  l'équation  (M2)  par  sin ( /x2  —  /*,)«,  j'ai 

d2x2   .   ,  .        ,,, 

-5—  sin(u2  —  ^jt, )  *  —i—  M,  x2sin(^j  —  p.,)  t 

-  -/»Xi^'i(a5,a1)x1sin2(^  —  p,)* 
-f/jXiÛiC^ai)-^1  [— n-cos2(fia  — fi,)f] 

-  ~ /'  7.3  ^1  («2»  «3)  x3  [sin ( ,u3  —  p,  )  <  —  sin (  ^3  —  2 p.,  +  /x, )  î] 

-  -/^H^a,,  «3)-^  [—  cosip.3—  a,  )/  -H  cos(p3  —  2fx3  +  p.,)-/] 
/2  30  *'("*>  a<)x«  [sin  (^4  —  y.,)  t  —  sin(p4  —  2fx2  -+-  y.,)  t~\ 

n     n  A  v   ^X4    r  n 

-  -fi  x>  n,(a„  «0-^-  [—  cos(fi,  —  fx,  )  t*  -+-  cos(p.4  —  2p.2  +  ^  )  t]  =  o. 

Je  ne  conserve  dans  cette  équation  que  les  termes  analogues  à  ceux  de 
l'équation  (M,),  c'est-à-dire,  les  termes  qui,  en  faisant  pour  x,,  x2,...  les 
substitutions  de  l'Article  LXXXVII,  en  donneraient  d'autres  où  le  coef- 
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ficient  de  t  serait  presque  égal  à  p.,,  et  qui  sont  les  seuls  auxquels  nous 
devions  avoir  égard  dans  l'intégration  de  l'équation  de  l'Article  XC11. 
J'aurai  donc  simplement 

d2x-  h  o  dx, 

-Sp-sm{pt  —  iLl)t  +  M\x,sin(to-pl)t+.  -/.x.n,(«,,  a,)-~ 

~  -/»Z31ïr«.(«2,«3)x3sin(^3—  /*,)*  +  ^f,x3îli(a„  a,)  -£■  cos(^3  —  //,)  / 


dt 

dx^ 
dt 


~  -fi 30 ^'(«»  «4 ) x*  sin(^  -  p.)  *"+  */> fr  n,(o„  a,)  ~  cos(^  —  p.)  t  —  o. 
Je  substitue  au  lieu  de 


~sin(ij.2  —  fj.,)  t,      x2cos(p.2  —  /*,)*,... 


leurs  valeurs  en  P, /?,...;  j'ai 


(i°) 


^Sy  /  !    dP    r»i.  ,  \,n  w  j-        À   ,  v  ^X, 

rf-ra^-M-3r[Mï--(f*.-^)']p+-/ïx.H,(fl,,«1)-aj: 


,/o 


-  \f*ïA$-A<**,  a3)-(^3  —  fi,)n,(a2,a,).Jg+  "/>fcft.-(a»,a»)  rfl 

-  ^/>Z4[^f>(a»«0  —  (f*«  -fti)Âi(a„  a4)J  r  +  ^/.fr  ïî,(a2,  ««)-^  =  o. 

Je  multiplie  en  second  lieu  la  même  équation  (M2j  par  cos(p.2  —  [i,)t; 
'ai 

d2x2  ,        ... 

-TJ-  cos([j-,  —  p, )  t  -t-  M;  x2  cos(p2  —  p,)  t 

—  -/»Zi^i(«»»  à,)Xi[n-  cosa(fi,  — ft,)f] 
■+■  ~/»X<  n,(a2,«,)-^-  sni2(p.2  —  p.,)* 

fi-  Xs^i(«^  «3)x3  [eos(p.3  —  p.,  )  f-t-  cos(p3  —  2p-2  -(-fi,)  <] 

—  -'/>&>  H,  (a,,  at)-^  [sin  (u3  -  p.,)  t  -+-  sin(p.3  —  a'p,  +  p.,)  *] 
VI.  23 
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/»X<*|  (a=>  a0  x4  [C0S(jU4  —  pi)l-i-  COS{(J.t  —  2fJ,2  +  f*,)  /] 

-  "/, X4 H, (a2,  a4) -^  [sin  (fx4  -  ix,)t  +  sin(f/.4  —  2^  +  y.,)  /]  =  o, 

équation  que  je  réduis,  par  la  raison  que  j'ai  dite  tantôt,  à  celle-ci 

d-x, 
~dl 


cos(^;—  p.,)  t  -t-  M,  XîCosiju.o—  [/.,)  t ^Xiî.K  a<)x' 


-^/=Z31F,(aJ)a3)x3Côs(^3  —  M*-  "fixiÛAa,,  a3)--^-3sin(p.3-fx,)  / 

■  -/=X4^',a:"  rt0x4  cos(f/,,  —  f/.,)  « /?xifii(a„  a4j  -77sinl  P-4  —  n,)t  =  o, 

laquelle  me  donne,  après  les  substitutions, 

(2°) 

^  +  a(p,-^)^  +  [Mî-(^-f*,),]P-J/»x«  *.<*.«.)«. 

-  ^/»5&  [*".(«.,  «k)  —  (f^  —  /*,)*!(«.,  «1)]  Q  —  £ /.O.ft.(««»  a»)""^ 

dt 


-  -/»%.  [*.(*»  «4)  -  (f*.  -  ft.)â.(Oi,  o,)]R  -  £/.fcft.(a>f  àt)-f=o. 


En  troisième  lieu,  je  multiplie  l'équation  (M3)  par  sin(p.,  —  [x,)t; 
j'aurai,  après  les  réductions  et  les  substitutions, 


(3°) 

—  j/sfcP^iCa»»»»')  —  (^  —  f».)Û.(a».  «0]f»  +  j/»X=n,(«3,  «»)-^- 

-^/3X4[^(«3,«4)-(^-^)n,(«3,«4)]    r+    j/3X4n,!«3,^)^r=0. 
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En  quatrième  lieu,  je  multiplie  la  même  équation  par  cos(jl».3  —  p.,)  t, 
et  je  trouve 

m 

-  J/.»  [f  .(«a,  a.)-  (^  -  (*,)&(«„  a,)]  P  -  ^/,x,  ft,(a3,  a,)  & 
-^/3xJ^(«3,«0-(^-^)Û,(«3,  «,)]R-  ^/,x«n,(a„  «4)^  =  0. 
En  cinquième  lieu,  je  multiplie  l'équation  (M/,)  par  sin(p.4— |x,)ï;  j'ai 


(5°) 
__2(F4_^,)_  +  [M^-(^-.,.,rjr  +  -/x1n,(«4)«,)^r 

-  7/4X3  [^1  («4,  a»)  -  (^3  -  f*.)Û,(a„  «s)]  9  +  "/4X3  Â.(««,  «3.)  -fc-  =0. 

En  sixième   et   dernier   lieu,  je  multiplie  la  même   équation   par 

cos(p,4  —  (jlh)  ï,  et  je  trouve 

(6°) 

^  +  2(F4  -  fx,)§  +  [M,  +  (f*,  -  ^)2]R  -  £/.**.(■*>  «-)x, 

--/•Z.['îrl(fl..fl.)-(ft>-(tl)n.(fl..  a,)]P- J/.Z.fi.ffl,,  a, 


tf7 


-/«  X3  [*.(«.,  «3)  -  (f*.  -  im)  fi,(«4,  «,)]  Q  -  -Jt  x3n,(a4  «3)  5=o. 


dt 

23. 
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•  Voilà,  comme  on  voit,  six  équations  différentielles  de  la  même  nature 
que  l'équation  de  l'Article  XCII,  et  qui,  étant  combinées  avec  cette  der- 
nière équation,  suffiront  pour  déterminer  les  sept  variables  x,,  P,  p,  Q, 
q,  R.r. 

XCIV. 

Pour  cet  effet,  je  multiplie  l'équation  de  l'Article  XCII  par  ev'',  l'équa- 
tion (i°)  de  l'Article  précédent  par  a,ey''dt,  l'équation  (20)  par 
A,ey'tdt,  l'équation  (3°)  par  fi,e'l'dt,  l'équation  (4°)  par  B,ev''dt, 
l'équation  (5°)  par  7,  ey''dt,  l'équation  (6°)  par  C,ev,'dt  (oc,  |3,,  y,,  A,, 
B,,  C,  et  V,  sont  des  constantes  indéterminées),  et  après  en  avoir  fait 
une  somme,  j'en  prends  l'intégrale;  j'ai 

Cf'l-x,  cPp        .    çPV       ,    ePq       „   (PQ  d2R       _   d2/-\    v,<  . 

/      —rr  ■+-  «,  -rr  •+■  A,  -rw  -t-  S,  -r-f  -+■  B,  •—  -t-  7,  -=-=-  +C,  -tt     e  '  dt 
J    \  rit1  '  dt'  '  dû         '  '   dt2  '    dt1         "   dt'  '  dt2  J 

■m 

-/i/1z5nl(fl1,flj)H-aAl(pï-Fl)-jBl/3z,n1(fl3,fli)-ïc1/4Xan1(«„fl2))  J 

-w/;-/,n.  («,,«,)- -A.  /ly,n.(a„a,)-)-2B,((jt,— fi,)—  -C./iy,n,(rt..a,)  ) -^ 

"'"    ll  "   "     2  3  '    3  2    l,"A-3    "  "   àl  J  dt 

<*Jçu% («,, bs)  - 20, (p3- p,)  +  ^  Vt/iZa^i (-«4.  Ci ))  ^r 
-«/;/.,  fi,(«1,«J-^Al/2z1nl(fl2,aJ-^B,/1x1n,(«J,fl1)+2C,(f/,1-a1)^' 

+  (^,/;x1n,K>«l)  +  ^S1/3Z,n,K«,)  +  27,(p,-(,,))'J]ev^( 

/'[(Mï-ïV,*,*.i«..«.)-ïB1y;z1*1(«i,«.)-Jc1/<Zl*,K,«1))x1 

+  U,  [M?—  (f*2— f*,)2]  -  ^  p,/s&  [*",  («,,  «2)  -  (  f*,— ft)n,  («,,«,)] 

-^7,/.z.[*,(^«0-(ft-f*,)n,  K,«,)]  V 
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+  ( -  «/,  X,  [Y,  (a, , a,)  -  (f*2 -  (*,) n, (a, ,  «,)  ] 

+  Al[M?-(f,2-^)J]-^B,/3Z2[Y1(«3Ia.2)-([/.2-(,1)n,K,«2)] 

-JC./.x,  [*,(«,,  aj-(p,-it1)n,(«;,a1)3)p 

+  (-j«,./;X3[1*f,(«2,«3)-('f*3-P,)n,(a2,a3)J  +  pi[M?-(ft3-p,)ï] 

-t-(-»/x,[,?,(«i.«s)-(ft,-K)nlK,«.)] 

-ïAl/,x,[T1K,aJ-('(S-ft)ni(«1,flj]+B1[Mï-(ft-ft)'] 

-^C1/ixjM'1(«1,«3)-(,.3_F,)n,K,«,)]N)Q 


u  r    <>       r°    , 

— «/Xk  («„«,) — 

— -A,/,*,  [$,(«,,, «4 


-•(ft-fl)Ô1(flî,«t)] 

-(f-,-f,)n,K,a))]+71[M?-(^-^,)2])/- 

ft—fi,)n,  («„««)] 

-(ft-.aJU.Kaj] 

-  ( p,  —  f*,) n,  (a,,  a,)]  -+-  C, [MJ— (p<  —  a, )2] ) R   ev' '<&  =  const. 

xcv. 


Cela  fait,  je  transforme  les  expressions  intégrales 

|  -=—  e      dt,        I  -=-v  e      dt,.  .  . 
J    dt2  '      J    dP 

en  leurs  équivalentes 

-  V,x,)  /''  +  V>  Cx^dt,      &  -  Vtp\  eY''+  V,  fpey"dt,. 


dx, 
dï 
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(7°) 

CVj-Rja./^n,^,  «,)  4-  \  jtyix.fi.  («•.  a,)  -  2y,(F4  -  a,)lv, 

-*/x«  [*■(«.,  «OM^-MÎtia,,*,)]  ' 

-  "  A./,*,  [f  ,(o„  «,)  -  (^  -  ^jÔ.Cfl.ifl,)] 

-  j-B,/3x1[1îr,(«3,a4)-(^-^)n1(à3,aJ)]+C1[M;-(fx4^^)2]  =  o. 
Ensuite  j'ai  l'équation  intégrale 

'dx,  dp  rfP  rfo  r/Q  rfr  c/R 


'        [^dt  '  dt  '  dt        n  dt  '  dt        "  dl  '  dt 

— V,+  -  zJiXÂ  («,,  fir,)  -t-  -  3,/3  y.n,  («,,«,)  +  -7,/,Zi  n,  (a„  «,)  )  x, 

1        2      uiAl     iv    .'     1/        2  rwi/u      iv    ji     1/         2<i.'4/v.i      11    <       i/y     1 

-a,V,— «/,x2n,(fl1,a2)-l-2A,(p2— [*,)— -B/.^n^fl,,^,)— 2ç,/,x,n1(a„  «,)}/> 
—  A,V,—  2a,  (p,—  étx,)  h-  2  ft/j&n,  («,,«,}  -H  — 7,/iXa^i  Kaz)  ) p 

— s.v,— «/,  X3n((<7, ,«_,)—  -A/j&n,^,,  «3)4-28,(1*3— (*,)— -C,/Jx3ni(»i>°J))'/ 
-B,V,  +  j  a,/2X:)n, (a,,  «3)  - 2(5, ( ft  -  p,)  +  2 7l./; /3n,  (a,,  «,))  Q 
■7,V,-/?/,/..ll\(«n^)-2Al/,xin,(«1,a<)-2B,/3xin,K,«1)-t-2C,(f*,--fxl)V 

-+-  (-C,v,  +  2  »,/,&  n,  («,,  «,)  +  2  p./jx.n,  («„  a.)  +  «y,  (c  -p,))  r]*v,i  =  const. 
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XCVI. 


Qu'on  multiplie  l'équation  (20)  par  ±\J—  1,  et  qu'on  y  ajoute  l'équa- 
tion (3°),  on  aura 

(Q  )       [m;  -  U  -  f/.,  ±  V,  s/^7)2]  (A,  ±  a,  v/-7) 

-«/;X![t,(«„«2)-(^-p.±v,s/::rT)n,(«„a2)] 

-  J/4*[*«('«i.  *)-(f*.- f*t±Vn/=7)fi,(a4,  a.)]  (C,±y^/=T)=o. 

De  même,  en  multipliant  l'équation  (4°)  par  ±  y/—  1,  et  y  ajoutant 
l'équation  (5°),  on  aura 

(R)       [M;  -  fo  -  fx,  ±V,  ,/=ï)']  (B,±  (3.  /=ï) 

-»/x.[lMa..aiK(^-^±vV^)ftii«i»«.)] 

-;/.X.[4r,(a»«>)-((«,-/t1±VnPr)Ô,(fl1)  a,)](A,±«1*/=7) 
-^/1x3['*i(a4,as)-(^-^±VlVC7)nl(«4,a3)]'(C,±y1V:rT)=o. 

Enfin,  multipliant  l'équation  (6°)  par  ±  y/—  1,  et  y  ajoutant  l'équa- 
tion (70),  on  aura 

(S)       [M]  -  [fi,  -  u,  ±  V,  y/~i)2}  (C,±y,  v/=7) 

-B/«x«[1!riK«.-)-(f*-ft.±v.^=I)fi,(fli,«,)] 

-^/2Z,[t,(a2,a4)-(^-^±VlV/^7)n,(«2,  a,)](A,±«,^=T) 

-J/=x.[1îf.(«3,«l)-(^-p-i±v,^)n1(«,-«1)](B.±^^)=0' 

Chacune  de  ces  trois  équations  en  vaut  deux,  comme  on  voit,  à  cause 

de  l'ambiguïté  du  signe  de  y/  —  1. 

VI.  24 
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Maintenant,  il  est  visible  par  l'équation  (i°)  que,  si  n  était  =  o,  on 

aurait 

Vf-f-Mî  =  o, 

c'est-à-dire,  à  cause  de  M?  =  fxf  (i  —  nS,)  (Article  LXXIX), 
VÎ  +  p.;  =  o    et    \\  =  —  /*;. 
Supposons  donc,  en  général, 

Y]  =  —  [i](i  —  nv,), 

et  l'équation  dont  nous  parlons  se  changera  en  celle-ci 
(T)  ^(v,-ë1)-j/s5c.[1îr.(os,«.)Al+n1(a2,a1)«1Vl'] 

-  Ifift  [*■(«..  a.)  B,  H-  n,(«3,  a,)  (5,  V,] 

-£/«*[*.(*.  «.)c.  +  fi.(a.,«.)y.v1]=o. 


L'équation 
donne 


XCVII. 

V;  =  —  (j.\(i  —  nv,) 


V,  =  fX|li- v, W—  i;     donc     V,  y/—  i  =  —  p., (1  —  \nv,); 

donc,  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (Q),  aussi  bien  que  celle 
de  M|,  qui  est  /ji|(i  —  në2)  (Article  XXIX),  on  aura 

[f*»(i  —  raêj)  —  |>,  —  ,<;.,  zp  p.,(i  —  iw,)]2]  (  A,±  «,  v/^ï) 

-T"/4X=[1î;.(^^)-[^-F-+^(I-TwO]n,(a4,a2)](C,±y,v/=Tj=o. 
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Donc  : 

i°  Si  l'on  prend  le  signe  supérieur,  et  qu'on  néglige  les  ternies  affec- 
tés de  n,  on  aura 

\_\A  —  (p-2— 2f^,)2](A.  +  «.  \l—  O  =  o; 
ce  qui  donne 

A,  -A-  a,  <J — 1  =  0     et     a,  ^ — 1= — A,. 

2°  Si  l'on  prend  le  signe  inférieur,  et  qu'après  avoir  ôté  ce  qui  se  dé- 
truit on  divise  toute  l'équation  par  n,  on  aura,  en  négligeant  toujours 
les  termes  affectés  de  n, 

(V)     /*;  (£lVl-§\  ( A,  —  «,  s/^T)  — /î %2  [■*-,(«,-,  a2)  —  p,fi,(a„«d)] 

-  t/s  X*  [*.(«>.  «.)  -  F»  H,  (a„  *)]  (B,  -  (3,  ^/=T) 

-  ï/i  »  [*■  («4.  «0  -  ."•  Û'(«i.  «•)]  (C.  -  7.  V/37)  =  °- 
On  tirera  de  même  de  l'équation  (R) 

et 

(U)        pj/ffLw.  —  gA  (B,-plS/=7)-y;x3  [*•(«.»  «s) -f*.Û.(a.,  a.)] 

-  I/2  X3  [^,(«2,  a3)  -  u3  ft,(a2,  as)  ]  (A,  -  a,  v/=7) 

-  {fi  X3  [*.(«..  «3)  -  F3  Û,(«4,  «3)]  (C,  -  y,  t/=T)  =  o; 

et  de  l'équation  (S) 

yl4/=7=— C, 

et 

(W)     f/f(Çc-ëi)(C,-y,v/-Tj-,/',x,[^.(«.,«4)-^n,(«l,  «-.)] 

-  i/.X«  [*.(«.»  a.)  -  ^n,(«2,  a.)]  (A,- a,  vÂ-ï) 

-  |/3X4  [^.(«3,  ft.  )  -  ,^n,(«3,  «4)]  (B,  -  (3,  v/-^)  =  o. 

4. 
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XCVIII. 

Soit  fait,  pour  plus  de  simplicité, 

(i,  2)  =  4rl{al,a})—  piÛtia,,  a,), 
(i,  3)  =  $l{a„a3)  —  nzîl^a,,  a3), 

(2, 1)  —Y,{a„  «,)  —  ^,n, («2, «,); 

et  ainsi  des  autres. 

Soit  de  plus  p  =  jjl,  v{. 

On  aura,  en  faisant  ces  substitutions  dans  les  équations  (V),  (U),  (W), 
et  mettant  à  la  place  de  a,  \j — 1,  ]3,  y  —  i,  7,  \j—  1  leurs  valeurs  —A,, 
—  B,,  —  C(,  les  équations  suivantes 

I   2/x|  f  JL  _  6l)  A,  -/  x,(i ,  2)  -/,x,(3,  2)  B,  -/«  x,(4,  2)  C,  =  o, 


(X)        y2fX;/Ji_6,   B,-/,x3(i,3)-/2X3(2,3)A,-/lX3(4,3)C1=o, 
(•aftî(-e;-6«)c.-yîz»(i.4)-/.3C(».4)AI-/i3C4(3,4)Bl  =  o, 

d'où  l'on  tirera  facilement  les  valeurs  de  A,,  B,,  C,. 

Or,  en  négligeant  les  termes  affectés  de  n,  on  a  V,  =  <j.t  s/—  1  (Article 

précédent);  donc,  puisque  a,  = -===■>  on  aura  «,V,  =  —  p.,  A,;  et  de 

même  |3,  V,  =  —  /x,  B, ,   y,  V,  =  —  p.,  C, .  Donc  l'équation  (T)  de  l'Ar- 
ticle XCVI  deviendra,  après  toutes  les  substitutions, 


(Y)         aft;l.-E;-61)-/,x.(a,i)A1-/,xl(3,i)B1-/4x.(4,0C.  =  o; 


c'est  l'équation  qui  donnera  la  valeur  de  p. 
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XCIX. 

Soit,  pour  abréger, 

P-  -  ê,  -Ê.  _  g, 

K,  =  2-£ ,      K2  =  2-^ (*), 

X'  X-' 

et  ainsi  des  autres;  les  équations  (X)  donneront,  après  avoir  mis  au  lieu 
de/(,/2)...  leurs  valeurs  approchées  jjlJ,  fi.|,. . .  (Article  XLV), 

A,=  [(i,2)K3K4-(i,2)(3,4)(4,  3)+(i,3)(3,  a)K4 

+  (i,3)(3,4)(4,2)  +  (r,4)(3,2)(4,3)+(i,4)(4,2)K:t]g, 


B,  =  [(i,3)K,K<h-(i,4)(4,  3)K2  +  (i,2)(2,  3)K, 

+  (.,4)(2,3)(4,2)  +  (l,2)(2,4)(4,3)-(. 

C,  =  [(i,4)K2K3  +  (i,3)(3,4)K2-(i,4)(2,  3)(3,  2 


1,4)  (2,  3)  (4,  2)  +  (1,2)  (2,  4)  (4,  3)  -(1,3)  (2,  4)  (4,  2)]  g, 


-+-  (1,2)  (2,  3)  (3,  4)  +  (1,3)  (2,  4)  (3,  2)  +  (1,2)  (2,4)  K,]  '-■ 

Chacune  de  ces  quantités  étant  divisée  par 

K2  K3  K4  -  ( 3,  4)  (4,  3)  K2  -  (2,  3)  (3,  2 )  K4 

-  (2,  3)  (3,  4)  (4,  2)  -(2,  4)  (3,  2)  (4,  3) -(2,  4)  (4,  2)K3. 

Ces  valeurs  étant  ensuite  substituées  dans  l'équation  (Y),  on  aura,  après 
les  réductions, 

(Z)     K,K2K3K„-(3,4)(4,  3)K,K2-(2,4)(4,  2)K,R3-(2,  3)(3,  2)K,K4 
-(4,  i)(i,4)K2K3-(3,  i)(i,  3-)K2K4-(2,  i)(i,  a)K,K, 
-[(2,  3)  (3,  4)  (4,  2) +  (2,  4)  (3,  2)  (4,  3)]  K, 
-[(3,  i)(i,4)(4,3)  +  (4,  i)(i,3)(3,4)]K2 

-[(2,    l)(l,4)(4,2)  +  (4,    ,)(I,2)(2,4)]K3 

-[(2,  i)(I,3)(3,2)  +  (3,  i)(I,2)(2,3)]K4 
+  (2,  .)(.,2)  (3,  4)  (4,  3)  --(2,i)  (1,3)  (3,  4)  (4,  2) 
-(2,1)  (1,4)  (3,  2)  (4,  3)  -(3,1)  (i,4)  (2,  3)  (4,  2) 
-(3,1)  (.,2)  (2,  4)  (4,  3)  +  (3,1)  (1,3)  (2,  4)  (4,  2) 
+  (4,  I)  (1,4)  (2,  3)  (3,  2)  -(4,1)  (1,2)  (2,  3)  (3,  4) 

-(4,l)(l,3)(2,4)(3,2)  =  0, 

(*)  Lagrange  emploie,  dans  ce  paragraphe  et  dans  les  suivants,  diverses  lettres  telles  que 
K,  x.  •  •  •  <îui  ont  été  précédemment  affectées  à  un  autre  usage,  mais  il  n'y  a  pas  évidemment 
de  confusion  à  redouter.  {Note  de  l'Éditeur.) 


190  RECHERCHES  SUR   LES  INEGALITES 

équation  qui,  en  remettant  au  lieu  de  K(,  K2,..-  leurs  valeurs,  et  ordon- 
nant les  termes  par  rapport  à  p,  montera  au  quatrième  degré,  et  donnera 
par  conséquent  quatre  valeurs  de  p,  que  nous  dénoterons  par  p',  p",  p"',  pIv. 

C. 

Les  calculs  que  nous  venons  de  faire  dans  ce  paragraphe  n'appartien- 
nent proprement  qu'au  premier  satellite;  mais  il  est  aisé  de  les  appli- 
quer à  chacun  des  trois  autres,  suivant  Jes  remarques  faites  ailleurs.  En 
effet,  pour  les  appliquer,  par  exemple,  au  second  satellite,  il  n'y  aura  qu'à 
marquer  de  deux  traits  toutes  les  lettres  qui  ne  sont  marquées  que  d'un 
seul,  et  réciproquement  ôter  un  trait  a  celles  qui  en  ont  deux,  et  ainsi 
de  suite  (*);  ainsi,  dans  l'équation  (Z),  il  ne  faudra  qu'échanger  entre 
elles  les  lettres  K(,  K2,  et  les  nombres  i,  2.  Or  on  verra  aisément  que 
cette  permutation  ne  produira  aucun  changement  dans  l'équation;  d'où 
il  s'ensuit  que  les  valeurs  de  p  seront  les  mêmes  pour  le  second  satellite 
que  pour  le  premier.  On  en  dira  autant  par  rapport  au  troisième  et  au 
quatrième,  de  sorte  que  l'équation  (Z)  servira  pour  tous  les  quatre  satel- 
lites, et  c'est  ce  qui  fait  que  cette  équation  monte  au  quatrième  degré. 

CI. 

Reprenons  maintenant  l'équation  (P)  de  l'Article  XCV,  et  substi- 
tuons-y, au  lieu  de  a, ,  p, ,  7, ,  leurs  valeurs  A,  \J—  1,  B,  \J—  1 ,  C,  \/—  1 
(Article  XCVII),  et  au  lieu  de  V,  sa  valeur  p.,(i  —  |w>,  )\/  —  1  (Article 
XCVII),  c'est-à-dire,  m,  —  -p)  \J  —  1,  à  cause  de  fj.lvl=p  (Article  XCVIII), 
on  aura,  en  négligeant  partout  lés  termes  affectés  de  n,  excepté  dans  ev'(, 

[%^(%4,^h°{§^)^  (f *ï^)-^ 

-+-A,  (2(i,- t>;){p  —  Pv/=î)  +  B,(2p3  —  (a,)  [q  —  Qy/—  1) 

-t-C,  (2ft(—  f/.,)  [r  —  Rv/IIT)JfV'_'5"v'v/_l=const., 

(*)  Voir  la  Note  de  la  page  76. 
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c  est- a- dire,     en    mettant     au     lieu    de     ey  '  sa     valeur 

cos(f/.(  —  \np)  t  ■+-  sin(fj..,  —  \np)  t  x  \J—  i, 

+  C,  (§ -M^  -  M  r)]  cos(V- ^P)  / 

-c'  (î  -(»ft-ft)»)]  sin(f -?p)  ' 

+ Ci  \dt  +  (2^_fi'  ' r)  J sin  y-  ~  î'y'  Xv/=T 
~[ft«.-A.(î-C»is-h)p)-«.{î-(»*v-ft)o) 

—  C,  (  j (ap-  «,)R)    cos(  [t, p  J/x\/— i  =  const., 

équation  qui,  à  cause  du  radical  y/—  i,  lequel  peut  avoir  indifférem- 
ment les  signes  +  ou  —,  se  décompose  en  ces  deux-ci 

.[,,x,-a,(|-(2,2-,,)p)-b1(§-(^-mq) 
et 

+  C'  (§  +  <2fX<  -  * >  '')]  Sin  (**'  ~  *p)  ' 
-[,,x,-A1(|_(2,2-,,)p)-B,(|-(^-,,)Q) 
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D,  et  E,  étant  deux  constantes  arbitraires  que  nous  déterminerons  dans 
un  moment. 

On  aura  donc  par  là 

M    M-A.(î-("H.-MP)-^(î-(»ft^sîQ)-ci(î-(»P,-ft-)H) 

=  D,  sin  (  fi, ;  p  )  t  —  E,  cos  I  p, pjt, 

équation  qui  suffira  pour  trouver  la  valeur  de  x,,  comme  on  le  verra 
ci-après. 

CIL 

Soit,  lorsque  t  =  o, 

Xi  ^^  -*-1,         ^2  — —   A-2)         X3  =   A.3,         X4   ^=   A.4, 

c?x,       xr       dxi       -.       dx3       _.        rfx4       ,. 

— s— =  Y|,     — 5—  =  Y2,     -t—  =  Y3,     -7—  =  Y4. 
r/<  r/<  <fr  rf< 

On  aura  (Article  XCII) 

P  =  ^.2,     Q  =  X3,     R  =  X4,     p  —  o,     q.=  o,      r=o; 

ensuite 

dt        .*'      dt  "      e??  " 

|=(,2-„)X2,  |=(,3-„)X3,         j^^-^X, 

Donc,  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (a)  et  (|3),  et  faisant 
t  —  o,  on  aura 

D,  =  Y,  -+-  A,  Y2  -4-  B,  Y3  -4-  C,  Y„ 
■    E,  =  —  (fx.X,  4- Alf/.2X2-t-B1p.3X3  +  C1^X4). 

cm. 

Soit  maintenant,  pour  abréger, 
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l'équation  (y)  deviendra 


fi,x,  —  A,(P)  — B,(Q)  — C,(R)  =  D,sinU, p)  t  -  E,  cos  (  p.,  —  -pi  t. 

Substituons  successivement,  dans  cette  équation,  au  lieu  de  p,  ses 
quatre  valeurs  p',  p",  p'",  p"  (Article  XCIX),  on  aura 


f*,x,  —  A',  (P)  —  B',  (Q)  —  Cr,(R)=D',  sinU, p'  W  —  E',  cos  U,  —  -  p'  ]  t, 

f/-,  x,  —  A",  (P)  —  B';  (Q)  —  C"(R)  —  V"  sin  (p,  —  ^  p"  j  t  —  E"t  cos  (p,  -  "  p"  \  t, 
ul,  x,—  A"'(P)  —  B"'(Q)  —  C"'(R)=  Dfsmhui,—  -  p'" \t  —  E"'cosU,  —  -  p'"  )  f, 

p.,x1-A'lv(P)-B'lv(Q)-C,,ï(R)  =  D,,ïsin(fJi,-  -  pA  t  —  E',v  cos  (p.,  -  -prv)  ?, 


A', ,  B',  ,  C'j  ,  D'(  ,  E',  ;  A'2,  B'2 ,  C'2 ,  D'2 ,  E'2 , . . .  étant  ce  que  deviennent 

les  quantités  A,,  B,,  C(,  D,,  E,  lorsque  p  devient  p',  p", 

Donc,  éliminant  de  ces  quatre  équations  les  trois  inconnues  (P),  (Q), 
(R),  on  aura  la  valeur  de  x,. 


CIV. 


Pour  cet  effet,  je  multiplie  la  seconde  équation  par  a,,  la  troisième 
par  (S,,  la  quatrième  par  7,  (a,,  p,,  y,  étant  de  nouvelles  indéterminées); 
après  quoi  je  les  ajoute  toutes  quatre  ensemble,  et  je  fais  évanouir  sépa- 
rément chacun  des  coefficients  de  (P),  (Q),  (R);  j'ai 

/  A',  ■+■  a,  A",  -t-  (3,  A" -F y,  A',v—  o, 
(d)  \  B',  -4- «,  B'; -(- p,  B',"-+-y,  B',v=o, 


C\  -+-  a,  C"  +  (3,  C"'  -+-  y,  C',v  =  o, 
VI.  25 
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et 

d;  .  /       n  ,\  e; 


M-' 

;n-«, 

+fr 

+yO 

a 

.D" 

fi. 

(i4-a, 

+  P« 

+yo 

P. 

Df 

Pi 

(i4-a, 

+  P. 

+y.) 

y. 

DV 

sin    u, p"  W ; L COS    u, P    )t 

\  2     /         p., (i 4- a, 443, 4- y,)        \r        2'    / 

•  /       «  „,\  P.  ET  /       »  «A , 

sin   a, p'")t ; c — ^ cos   a, p    W 

■  '/       «    \  y.  E'r  /       "  ,»\ 

— h, r  sin  I  a, p")t = -z. .-  COS    U, p    U . 

p.,  (i  4- a,  4- (3,  4- y,)         V  3      /         fi,  (i  4- a,  4- (3,  4- y,)  \p        21    y1 

cv. 

On  peut  simplifier  cette  expression  de  x,  en  supposant,  en  général, 
D,  = —  S,  sinco,,     Ei  =  —  â,  cosco,  ; 

ce  qui  donne 

è,  =  ^Dî-t-E,,      tangw,  =  =^j 


â,  =  v (  Y,  +  A,  Y,  4-  B,  Y3  4-  C,  Y4  )2  4-  ( fi,  X,  4-  A,  f/.2  X2  4-  B,  F.3  Xs  4-  C,  fi,  X,)2, 

Y,  4-  A,  Y2  4-  B,  Y3  4-  C,  Y4 
tangw,  _       ^  X|  +  A|  ^  +  Bi  ^  x^  +  ^  ^  x  • 

Par  ce  moyen,  on  aura 

D,  sin  ki, p)  <  —  E,  cos  (p., p\  t  —  è,  cos    |  p.,  —  -  p  )  <  +  ù>,     > 

et  de  là 

D',  sin  l[j., :  p'  )  t  —  E'  cos  ( p., p'  )  t  =  S\  cos    (p., p'  )  t  4-  u',     ? 

D'"sin  (fi,—  -  p"\  t  —  E"cos  (p., p")  f  =  ô"cos    (f/.,  —  -p")  f  4-  w"    ; 

et  ainsi  de  suite. 
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Donc,  si  l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité, 


f*,(n-a, -f- (3, -i-y,)  '       p.,(i  +  «,  +  §,  +  /,| 

(3,  a;"  it_  y,  37 

f/.,(i  -t-  «i  -+-  (3,  -(-y.)'       '  —  ^,(n-  a,  -t-  (3,  -4-  y,)' 


Xi  =  e,  cos 


[y"'  ~~  a  p')'  +  W|  J  +  £"  C08[(f*'-  5  P")  '  +  W"J 

[  Y  "  ~~  a  P'" )  f  +  "'  j  +  £',V  C°S  L  V  "  ~~  2  pIV)  '  +  "' J 


CVI. 

Scolie.  —  A  l'égard  des  valeurs  de  a,,  /3,,  y,,  on  les  trouvera  aisé- 
ment par  résolution  des  équations  (5);  mais  on  pourrait  encore  se  servir 
d'une  autre  méthode  assez  simple,  que  j'exposerai  ici  en  peu  de  mots. 

Qu'on  multiplie  la  seconde  de  ces  équations  par  b  et  la  troisième 
par  c  (b  et  c  étant  deux  indéterminées),  et  qu'on  les  ajoute  toutes  en- 
semble, on  aura 

À',+  bB\  -f-cC,  +  (  A",+  6B','+  cC")  a,  +  (A'"+  bB'"+  cC")  (3, 

+  (A7-t-  6B7-f-  eC7)y,  =  o. 

Or,  pour  avoir  la  valeur  de  a,.,  on  fera 

A"'-(-  b  B'"+  c  C"'=  o,      A7  -t-  b  B7  ■+■  c  C7=  o, 

et  l'on  aura 

_  A',+  6B', +  cC, 
a'  —  ~  A", -h  6B"-H  cC;  " 

Les  quantités  6  et  c  doivent  donc  être  telles,  que  l'on  ait 

A,  +  6B,  +  cC,  =■  o, 

en  mettant  successivement,  au  lieu  de  p,  p'"  et  plv . 

v.5 
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Or  l'équation 

A,  -t-  èfi,  +cC,  =  o, 

si  l'on  y  substitue  les  valeurs  de  A,,  B(,  C,  (Article  XCIX)  et  qu'on  l'or- 
donne par  rapport  à  p,  sera  de  cette  forme 

p2  —  Mp  -t-N  =  o, 

dont  les  racines  devront  être  p'" et  p";  c'est  pourquoi  on  aura  M  =  p'"-\-plv 
et  N  =  p'"pIV,  d'où  l'on  tirera  b  et  c;  on  trouvera  de  la  même  manière  les 
valeurs  de  j3,  et  de  y,. 

CVII. 

Ayant  trouvé  la  valeur  de  x,,  on  trouvera  celle  dey,  par  l'équation  (H) 
de  l'Article  LXXVI. 

On  aura  donc,  en  négligeant  les  termes  affectés  de  n  ('), 

y.  =  —  2e',  si.nl  (  tii p'  )  t  -t-  co',     —  2  e"  sin    (  tt,  —  -  p"  1 t  -+-  w" 

—  2e"'sin    (p., p'"\t  +  m"'    —  2e',vsin    (p., pIV)  t  -+-  w',v    • 

CVIII. 

On  aura  des  expressions  semblables  pour  les  valeurs  de  x2,  y2,..- 
(voyez  la  remarque  de  l'Article  C). 


CIX. 


Pour  peu  qu'on  examine  ces  valeurs  de  x  et  de  y,  on  verra  aisément 
qu'elles  renferment,  pour  ainsi  dire,  quatre  équations  du  centre  prises 
dans  des  ellipses  mobiles,  dont  les  excentricités  seraient  ni',  ne",  m'", 

{*)  Lagrange  rejette  en  outre  les  termes  constants  qui  doivent  disparaître  par  les  condi- 
tions de  l'Article  XXXII.  (Note  de  l'Éditeur.  ) 
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ne",  et  les  anomalies  moyennes 

V*  ~  \  p')  '  4"  w''    (p"  ~  a  pj f  +  w"'    (/*  ~  \  p  j  ' +  "'"'    Y  -  a  pIÏ)  ' +  w" ; 

d'où  l'on  voit  que  les  mouvements  de  ces  anomalies  seront  au  mouve- 

i        ^  n-i                         «  p'           rt  p"           K  P'"    t         n  P'v 
ment  moyen  du  satellite  comme  i — »  i —  »  i —et  i — 

•>  2    p.  2      (l  2     [J.  2    ^ 

à  i  ;  par  conséquent  les  apsides  avanceront  de 

M   p'  _  «   p"  -  /i   p"'  -  «    piv       _^ 

-  —  •  36o°,      -  —  •  3fao°,      -  —  -  •  3bo°,      -  ■ —  •  3oo" 

2    p.  2    fj.  ■}.    v.  1     [J. 

à  chaque  révolution  du  satellite. 

On  pourrait,  par  la  méthode  de  l'Article  III,  réduire  ces  quatre  équa- 
tions à  une  seule,  dans  laquelle  l'excentricité  serait  variable  et  le  mou- 
vement des  apsides  non  uniforme;  mais  je  crois  qu'il  est  plus  commode 
de  les  laisser  sous  leur  forme  naturelle. 

CX. 

On  suivra  une  méthode  analogue  pour  trouver  la  valeur  de  zt,  au 
moyen  des  équations  (N,),  (N2),...  de  l'Article  XCI.  Mais,  sans  entrer 
dans  de  nouveaux  calculs  à  cet  égard,  il  suffira  de  remarquer  que  les 
équations  dont  nous  parlons  peuvent  se  déduire  des  équations  (M,), 
(M2), . . . ,  en  changeant  x  en  z,  M  en  N,  ¥  en  I\  et  supposant  nulles 

toutes  les  quantités  marquées  par  la  lettre  II;  d'où  il  s'ensuit  : 
i°  Que  si  l'on  fait  (Article  XGVIII) 

(i,2)=f,(al,  a,),     (i,3)=î,(a„*ffls),       (2,  1)  =  f,(a,,  «,),..  .; 
ensuite 

<T  (7 

K,  —  —  2  ttl ,     K,  =  —  2  ^ 


on  aura  pour  A,,  B,,  G,  les  mêmes  expressions  que  dans  l'Article  XCIX, 
et  la  valeur  de  a  devra  se  déterminer  au  moyen  de  l'équation  (Z). 
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20  Que  si  l'on  suppose,  lorsque  t=  o, 

z,  =  Z,,     z-.  =  Z2,     z3  =  Z„     z4  =  Zj, 
^£i  _  v      chl-v      ^  —  v      ^  —  v 

</t      "    df  —  "    dt  r       A       ' 

et  qu'on  lasse 

X'  —  s/(Vi+A|V,+  B,V3+  CiV,)1-*-  (p.,Zj  -t-A,p.2Z2-l-  B,u3Z3+  C^Zs)2, 

_         V,  +  A,V,+  B,Va  +  C,V4 

—  fi,Zt  -+-  A,p.2Z,  4-  B,p.3Z3  -+-  C,p.4Z4' 


ensuite 


X'  _  Xj ,       r  _  «'X. 

'        p.,  (  i-f-  a,  -4-  (5,  -+-  y,  )  '        p.,(n- a, -l- (3,  +  y,) 

Xw_  P'xT jl„_  y.xV 


p.,(i  +  a,  -H  (3,  -+- y,  )  '  p.,(H-  a,  -I-  (3,  -l-y,) 

les  quantités  a,,  j3,,  y,  étant  déterminées  par  les  équations  (8)  de  l'Ar- 
ticle G1V,  on  aura 

z,  =  X',  sin       u,  h —  u'  )  t  ■+-  ■/)'      -h  À"  sin     (  p.,  h — ■  a".  )  t  -+-  n" 

-h  X'"sin    (  p.,  H —  a-'")  t  -t-vi"'    -l- >.',Ysin    (  p.,  +  -  a-,v )  /  +  v,1,''    » 

et  ainsi  des  autres  quantités  z2,  z3,  z4, 

CXI. 

Cette  expression  de  z,  est  composée,  comme  l'on  voit,  de  quatre  termes, 
chacun  analogue  à  l'expression  de  z,,  trouvée  dans  l'Article  XL,  laquelle 
donne  un  plan  mobile  dont  l'inclinaison  est  constante;  donc,  pour  trou- 
ver la  position  de  l'orbite  d'un  satellite  quelconque,  il  n'y  aura  qu'à  ima- 
giner quatre  plans  passant  par  le  centre  de  Jupiter,  dont  le  premier  se 
meuve  sur  celui  de  l'orbite  de  cette  Planète,  en  gardant  toujours  avec  lui 
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la  même  inclinaison;  le  second  se  meuve  de  la  même  manière  sur  le  pre- 
mier; le  troisième  sur  le  second,  et  enfin  le  quatrième,  qui  sera  celui  de 
l'orbite  du  satellite,  se  meuve  pareillement  sur  le  troisième.  Ainsi  les 
quantités  ni',  ni",  ni'",  nllv  seront  les  tangentes  des  inclinaisons  du  pre- 
mier plan  sur  celui  de  Jupiter,  du  second  sur  le  premier,  du  troisième 
sur  le  second  et  du  quatrième  sur  le  troisième,  et  les  angles 


(t  +  -  <t'  \t  4-  n',     p.  -+-  -  a"  )t 


seront  les  distances  du  satellite  aux  nœuds  du  premier  plan  avec  celui 
de  1/f ,  du  second  avec  le  premier,  du  troisième  avec  le  second  et  du  qua- 
trième avec  le  troisième;  d'où  l'on  voit  que  les  noeuds  de  ces  quatre 
plans  rétrograderont  pendant  une  révolution  du  satellite  de 

11  <*'     oc.  ,,        n  a"    ■>!■  „       n  a'"    i£  o       n  °""     i£  o 
•  3bo°, •  Jbo°, •  dbo°, •  ibo°. 

2     p.  2     p  2      p.  2      p 

Si  l'on  voulait  connaître  directement  la  position  du  plan  de  l'orbite  du 
satellite  par  rapport  à  celui  de  l'orbite  de  Jupiter,  on  y  parviendrait  par 
la  méthode  de  l'Article  III;  car,  nommant  nx  la  tangente  de  l'inclinaison 
et  4*  la  distance  du  satellite  au  nœud  ascendant,  on  aurait 


/  „  n-dz2  .        nzdca 

savoir,  à  tause  de  y  =  yJ-  -+-  ny, 

I  dz2  ,         u.zdt 

V  ■         p2dt2  OY  dz 

d'où  l'on  tire,  par  les  logarithmes, 

expression  dans  laquelle  les  imaginaires  se  détruiront  mutuellement, 
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mais  qu'il  sera  difficile,  peut-être  impossible,  de  réduire  aune  forme  finie. 
Ainsi  je  crois  qu'il  vaudra  mieux  s'en  tenir  à  la  formule  de  l'Article  CIX. 

CXII. 

Telles  sont  les  premières  valeurs  des  variables  x,  y,  s  dans  lesquelles 
on  a  négligé  les  quantités  de  l'ordre  de  n.  Si  l'on  veut  y  avoir  égard,  il 
n'y  a  qu'à  substituer  ces  mêmes  valeurs  dans  les  équations  de  l'Ar- 
ticle LXXVI,  et  les  intégrer  ensuite  par  la  méthode  ordinaire  (Ar- 
ticle XXXIV). 

Nous  n'entrerons  point  dans  ce  détail,  qui  n'a  d'autre  difficulté  que  la 
longueur  du  calcul,  et  qui  d'ailleurs  ne  paraît  guère  nécessaire  dans  la 
Théorie  des  satellites. 

Il  y  a  cependant  encore  quelques  termes  des  équations  (G)  et .  (K)  de 
l'Article  LXXVI  auxquels  il  ne  serait  peut-être  pas  inutile  d'avoir  égard; 
ce  sont  ceux  qui  viennent  de  l'action  du  Soleil,  et  qui  renferment  les 
quantités  x,,  y,,  zf,  multipliées  par  cos2(m— \j.t)t,  ou  par  sin2(/w— p,)t; 
car,  en  substituant  au  lieu  de  ces  quantités  leurs  valeurs  trouvées  ci- 
dessus,  on  aura,  à  cause  de  m  très-petit  (Article  XLVIII),  des  termes  qui 
augmenteront  beaucoup  par  l'intégration ,  et  qui  appartiendront  aussi 
en  quelque  manière  à  la  première  approximation;  je  dis  en  quelque  ma- 
nière, parce  que  ces  termes,  quoique  fort  augmentés  par  l'intégration, 
se  trouveront  encore  assez  petits  par  rapport  à  ceux  que  nous  avons 
trouvés  jusqu'ici. 

En  effet  les  termes  dont  il  s'agit  étant  tous  multipliés  par  nK=  — 

(Article  XLIX),  et  devant  être  divisés  par  des  quantités  de  l'ordre  de  m 
et  de  n,  seront  encore  après  l'intégration  de  l'ordre  de  m  et  par  consé- 
quent très-petits.  C'est  là  la  raison  pour  laquelle  nous  n'avons  point  eu 
d'égard  à  ces  sortes  de  termes  dans  les  calculs  précédents;  d'autant  plus 
que  notre  objet  principal  est  de  déterminer  les  inégalités  des  satellites 
causées  par  leur  action  mutuelle,  conformément  au  Programme  de  l'Aca- 
démie. Je  pourrai  peut-être  dans  une  autre  occasion  reprendre  plus  au 
long  ces  recherches. 
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CXIII. 

Remarque  I.  —  Nous  avons  vu  que  les  quantités  p  et  a  dépendent  de 
deux  équations  du  quatrième  degré  (Articles  XC1X  et  CX).  Or  il  peut 
arriver  deux  cas  qu'il  est  bon  d'examiner.  Le  premier  est  celui  où  ces 
équations  auraient  des  racines  égales;  le  second,  celui  où  elles  auraient 
des  racines  imaginaires. 

Voyons  donc  ce  qu'il  faudra  faire  dans  ces  deux  cas  : 
i°  Supposons  que  deux  quelconques  des  valeurs  de  p  soient  égales 
entre  elles,  par  exemple  p'v  =  p'".  On  fera  plv  —  p'"+  i,  i  étant  une  quantité 
évanouissante,  et  l'on  aura  (Article  XCIX) 

a-,'  =  a'; -i-  f  /,   B7  =  b;"+  g  i,   cn  =  c;"+  h  /, 

F,  G,  H  étant  les  coefficients  de  dp1"  dans  les  différentielles  de  A", 

.b:,c;. 

Donc  les  équations  (5)  de  l'Article  CIV  deviendront,  en  faisant 
)3|  4"7i  =  b  et  y,i  =  c, 

A',  -+-  «A"  -+-  b A"'  -+-  cF  =  o, 
B;  -f-«B"  +  6B;"-i-  cG  =  o, 
C[  -+■  «C"+  iC"'-t-  cH=o, 

d'où  l'on  tirera  a, ,  b  et  c. 

On  aura  de  même  (Article  CIV) 

ô','  =  ô'"-t-  A  i    et    g>7  =  w"+  Q.  i, 

A  et  il  étant  pareillement  les  coefficients  de  dp3  dans  la  différentiation 
de  #"'  et  w". 
Donc 

COS      (  p., p,T  W  H-  &)',' 

=  cos    (p., p'"  )  i  -f-  w"'     -f- 1 '  (  -  <  —  û  1  sin    (  y., p'"  j  t  -+-  go'"    • 

VI.  26 
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Donc  les  ternies 

e"'cos    (|U, p'"  )  t  -t-  m"'     +  e',v  cos    (p., p,vW-i-«I,v 

de  la  valeur  de  x,  (Article  CIV)  se  changeront  en 

(e"'-t-  6',v)  cos    (  ix, p'"  )  t  -+-  m",'  \  +  e"i  (-  t  —  û)  sin     (  p.,  —  ~  p'"  \  t  -+-  &/"    - 

Or 

(S,  H-  y,) §"'■+  Ay,i  b ô'"-t-  c A 

fA, (n-a,  +  (3,  -t-  y,)       ft,(n-«,  +  6) 


e',T  i  : 


8™yii 


p., (i-t-  a,  -t-  (3,  -t-  y,  )       f*i(i  -+■  a,  -+■  6) 
Donc  la  valeur  de  x,  deviendra 


|_  V"'  ~  \  p'  )  '  +  w'  J  +  s"  cos  |_  Y"  ~  \  p")  l  +  w"  ! 


x,  =  e,  cos 

6ô;"+ca 


Par  conséquent  celle  de  y,  sera  (Article  CVII),  en  négligeant  les  termes 
de  l'ordre  de  n, 

y,  =  —  2e',  sin    ([*,—  -p')t-+-  m,     —  it\  sin    (y.,—  -p")  f-t-w? 

6d?  +  cA       .    r/         «  ,„\  ,„~| 

—  2  —  — j-  sin      u, p'"  W  ■+■  w 

—  2  ~^ — ; — '    ,   t,  (  -  <  —  O  )  cos    ( u,  —  -  p'" )  t  -+-  m"!  . 

^,(n-«,  +  6)  \2        ;      iy      2 r  y        'j- 


De  là  on  voit  que  les  valeurs  de  x,  et  de  y,  contiendront  dans  ce  cas 
un  terme  multiplié  par  l'angle  t,  lequel  donnera  par  conséquent  une 
équation  dont  la  valeur  ira  toujours  en  augmentant. 

On  résoudra  de  la  même  manière  le  cas  de  trois  racines  égales,  et  l'on 
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trouvera  pour  lors  dans  les  valeurs  de  x<  et  de  y,  des  ternies  qui  contien- 
dront l'angle  i  avec  son  carré  t-\  et  ainsi  de  suite,  s'il  y  avait  quatre 
racines  égales. 

20  Soient  maintenant  p'"  et  p"  imaginaires;  on  les  mettra  d'abord  (ce 
qui  est  toujours  possible  comme  on  sait)  sous  cette  forme 

p  et  g  étant  des  quantités  réelles;  moyennant  quoi  les  quantités  A"[, 
B",  C"',  A",  B™,  C"  se  ramèneront  à  la  forme  suivante 

A!';=  P  -+-  Q  v^T,       A',v=:  P  -  Q  y/^7, 

b;"=  R  -+-  S  v/11^,     BV  =  R  —  S  /=7," 
c;"=T+Vv/^T,     CV  =  T  -Y^. 

Faisant  ces  substitutions  dans  les  équations  (à)  et  supposant 
/3,  +  Yi  =  2è,  j3,  =  ic  \j—  1 ,  les  imaginaires  disparaîtront,  de  sorte 
qu'on  aura  pour  a,,  b,  c  des  valeurs  réelles;  donc  les  quantités  j3,,  y, 
seront  encore  de  cette  forme 

(3,  =  b  -+-  c  \/ —  i ,     y,  =  b  —  c  <J^- 1 . 

De  plus,  on  verra  par  l'Article  Cil  que  les  quantités  D",  E™,  D'*,  E'î 
seront  aussi  de  la  forme 

D7  =  F-+-Gv/— T,     D'1T=F  —  Gy/^7, 
Donc  on  aura  aussi 

—   =  H  -+-  L  y/—  I  , '- -~ =  H  —  L  y/—  I  , 


(/,(i  -+-  a,  +  (3,-f-  y,)  v  fi,  (i  -H  a,-t-  (3,  +  y, 


^.(i-t-a,-)- (3,-l-y,)  ft,(n- a,  +  (3, -f-y,) 

26 
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Or 


sin    f*,—  "(^±^—01  * 

—  sin  U,  — -p)fx  cos-  qt  ^+  cos  (  p,  —  '-^p\  t  X  sin  -  qt  sj—  i, 


et  de  même 


.[f*,-j(p±î^-i)]« 

=  cos  (//,  —  -p\  (X  cos  -  7/  \J— '  ±sin  (p,  —  '^ p\  <Xsin  -  qtsj—i . 


Donc  les  termes 

y,DV 


P,e; 


f/,(i-t-a,  +  (3i-t-yi 


u,(H-a,  +  (3,  +  7,)  "*"  \r'       2''    /"       fi,(n-a,+  (3,  +  y,) 
de  la  valeur  de  x,  (Article  CIV)  se  changeront  en 


cos^,--P  y 

cos  (p., p,v)  ' 


2    H  sin  (fx, p\  t  —  A  coslp,  —  -  p\  t\  cos-  qt\J—\ 

—  2    Lcos  (p., p\  t  -t-  l  sin  (y.,  —  -p\  t    sin-  qtsj—i  X  /— î". 

c'est-à-dire,  en  mettant  au  lieu  de  cos    qi\J—  1  et  sin-<y£\/— 1  leurs 
valeurs  exponentielles 


"*''    (H  —  /)sin(p.,—  "/>]  f  -f-(L-t-  A)cosfft,  —  -/MM 
s"  '''  |(H  +  /)  sin  (p,  —  -  p\  t  —  (L—  A)  cos  (p.,  -   -  />  W   , 
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expressions  qui  peuvent  encore  se  changer  en  celles-ci 

~  lr»'      Vf       n  \  ,     ~H     ~  -?»'      Vf       n  \  .     ~1 

s  e      cos     I  p., />  W  +  oj    -f-  ge    2     c.os     lu, /?  W  -t-  &>    , 

en  faisant 
H  —  /= — Tsinu,     L -i- A  =¥cosw,     H-W  = — "gsinw,     h  —  L=?cos5. 
On  mettra  donc  ces  ternies  au  lieu  des  termes 

s"'  cos     (  f/, d"  W  -t-  &>'"  H-  s',v  cos     I  //, p,v  )  t  +  w',' 

de  la  valeur  de  xt  de  l'Article  CIV,  et  l'on  aura 

x,  =  g',  cos     f  //, p'  )  t  -+-  «'      -t-  e"  cos     (  m, p"  J  *  +  w" 

-  f •'*     r/      w  \ ,    ~n    ~  -?*'     rv      «  \ ,    ~n 

+  ee"      cos     (  f/., p  \  t  -t-  w     -(-  g  e    -      cos     I  p., /?  W  -t-  o>    , 

d'où  l'on  tire  (Article  XC) 


y,  =  —  2g,  sin 


in     (  tj.t p'  j  t  -km',     —  ag''  sin    f  p., p")  t  -t-  m" 

-  ??'  •  r/      «  \ .    ~i     ~  -??'  •  r/      »  \     -~i 

—  2ge-     sin     I  p., -pjt  +  ol—iee    -     sin     If/, p  \  t  -+-  n  I . 

Ainsi,  dans  ce  cas,  les  valeurs  de  x  et  de  y  contiendront  deux  termes, 

l'un  multiplié  par  e2  ,  et  l'autre  par  e  -  ,  lesquels  donneront  dans  le 
mouvement  des  satellites  deux  équations,  dont  l'une  ira  toujours  en 
augmentant  et  l'autre  ira  en  diminuant. 

Si  les  valeurs  de  p  étaient  toutes  quatre  imaginaires,  on  ferait  sur  les 
deux  premiers  termes  de  l'expression  de  x  (Article  CM)  les  mêmes  rai- 
sonnements et  les  mêmes  réductions  que  nous  venons  de  faire  sur  les 
deux  autres. 

On  en  dira  autant  des  valeurs  de  z,  lesquelles  sont  entièrement  ana- 
logues à  celles  de  x  (Article  CIX);  de  sorte  que,  si  l'équation  en  a  avait 
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des  racines  égales  ou  imaginaires,  les  latitudes  des  satellites  se  trouve- 
raient sujettes  à  des  variations  qui  augmenteraient  de  plus  en  plus. 


CXIV. 

Remarque  II.  —  A  l'égard  des  quantités  e[ ,  z\ , . . . ,  u>\  ,  w"  , . . . , 
s'2,  e2 , . . . ,  il  faudra  les  déterminer  par  le  moyen  des  observations; 
mais  il  y  a  là-dessus  une  remarque  importante  à  faire  :  c'est  que, 
comme  il  n'y  a  proprement  que  les  huit  quantités  X,,  Y,,  X2,  Y2,  X3, 
Y3,  X,,  Y4  qui  soient  absolument  arbitraires  (Article  Cil),  et  que  les 
quantités  dont  nous  parlons  sont  au  nombre  de  32,  on  aura  24  condi- 
tions à  vérifier. 

Il  en  est  de  même  des  quantités  X\ ,  X",...,  yi\  ,  vj^,...,  X'2,  1"2,..., 
i}',,ni>".  (Article  CX ). 

CXV. 

Scolie.  —  Nous  avons  déjà  donné  les  valeurs  de  ë,,  ë2,  ë3,  ê4  (Article 
LXXXII)  aussi  bien  que  celles  de  s,,  sr2,  rs3,  zsu  (Article  LXXXVI). 

Ainsi,  pour  avoir  les  valeurs  de  p  et  de  a,  il  ne  s'agira  plus  que  de 
trouver  les  valeurs  numériques  des  coefficients  de  l'équation  (Z)  (Ar- 
ticle XCIX)  dans  les  deux  cas  (Articles  XCVIII,  CIX). 

Premier  Cas. 
Suivant  les  formules  de  l'Article  XCVIII,  on  a 

(1,  2)  =  ¥,(«„«,)  —  fjL,fl,{a„a2); 

donc,  faisant  les  substitutions  de  l'Article  XCI,  et  mettant  partout  p.,  au 
lieu  de  M2,  on  aura 

(i,2)  =  Ç,(fll,a,)  +  2r,(al)«!)-  4  —  r,(a„a,) 

-  (afr, («„«,)  +  4 ^--^r.^o,))  ^l*-^, 
\      v  ^      p-2  /  p-;-(p-2-F.r 
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ce  qui  se  réduit  à 

(1,2)  =■$■,(«„  a2)  +  2r,(a,,«2)  —  2l(F,(«1,a2)  —  4Î,(a,,  a-,). 
On  trouvera  de  même 

(1,  3)  =  *F,(a,,  «3)  -+-  2r,(«„  a3)  —  2f,(«„  a,)  —  4f,(«,,  as), 
(2,  1)  =  Y,  («2,  a,  )  +  2Ê,  («2,  a,  )  —  2¥,(a„  a,  )  —  4Î,  («2,  a,  )  ; 

et  ainsi  des  autres. 

Or  nous  avons  déjà  donné  les  valeurs  des  quantités  T,  et  I\  (Ar- 
ticle XLVI1);  il  ne  reste  plus  qu'à  chercher  celles  de  W,  et  de  VF,. 

Pour  cela,  il  faut  auparavant  chercher  les  valeurs  des  quantités  W,  W, 

et  *F2.  Or,   en   faisant   q=—,  on  trouve  (Article  XXII),  à  cause  de 

A(fl„o,)  =  ar5  (A),  Al(ai,a2)  =  a-S  (B),...  (Article  LXXXj, 

w.  g(B)  — a(A) 

W(a„  a2)  =  — —      .,    — 1 
2a2 

V,(fl,ta.)=^C)-3(B)  +  ag(A), 
2a'j 

T2<a„a2)^g(D)-2(C3)+^B), 

2a2 

et  de  même,  à  cause  de  A(a2,  a,)  =  A(a,,  a2),..., 

^(a2,.,)=g(B)-r(A)> 
2a2 

¥i(flliai)=fcffl±H(A), 

2fl, 

¥2(fla)ai)=g(D)-^(C)  +  g(B), 

Donc  (Article  LXXX) 

Y(a,,a2)  =  DI  (flj,ffli),     ¥,(«,,  «2)  =  ni(a2,  a,)-  •  ■> 
¥(a2,  o,)  =  n  («,,«2),     ¥,(«,,  a1)=n,(a„  a,)..., 

c'est-à-dire,  que  les  quantités  *F  sont  les  réciproques  des  quantités  II. 
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On  aura  donc  (Article  XXIV) 

2  2 

expression  qui  servira  aussi  pour  les  quantités  analogues  ¥,(.a,,a3 
W,  (a2,  a3  ), . . . ,  en  faisant  successivement 

a,                a2 
q  =  — >      q  =  —  > 

«3  «3 

Ensuite  on  aura,  pour  les  quantités  réciproques, 


«F,(a2,  a,)  =  3 


gP3  —  3P,  +  2gP       gC  +  2gA 


et  ainsi  des  autres. 

Pareillement  on  trouvera  (Article  XXV) 

y,la„a,)  =  3g2Q2~2g2Q  +  r,(fl„«2)-392, 

iTr  /  v  -,  </  Qs  —  2  9  Q  =S   ,  3 

¥,(a2,  a.    =3  2-^ 3-2-   -hTAth,  a, ; 

2  q1 

et  ainsi  des  autres. 

De  là  on  tire,  en  employant  les  valeurs  de  la  Table  de  l'Article  LXXXI, 


ensuite 
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(1,2) 

(i,3) 

(i,4) 

(2,3) 

(2,4) 

(3,4) 

—  1,578 

—  o/2i3 

—  0,004 

—  i,i55 

—  0,162 

—  0,765 

(2, 1) 

(3,  1) 

(4,  O 

(3,2) 

(4,2) 

(4,3) 

-  a, 365 

-  o,363 

—  1 0 , 040 

-   i,4i4 

—  0,289 

-   1 ,33i 

Donc  l'équation  (Z)  de  l'Article  XCIX  deviendra 

(s)  X,  X2X3X,  -  2,532K,  X2  —  o,468K,  K3  -  i,633X,  K4 

—  o,o4oK2K3  —  0,077X3X4  —  3,732X3X4 
-4-  i,oi3K,  -t-  i,64i  X2  -f-  2,593K3  +  1,373X4  —  5,599  =  °> 

où  il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  au  lieu  de  K,,  K2,  K3,  K4  leurs  valeurs 


[X4 


—  6« 


& 


x> 


Second  Cas. 
On  aura  ici  (Article  CX) 

(i,2)  =  f,(«,a2),     (i,3)  =  r,(a„a,),...>     (2,  1)  =  f ,(«,,,  «,),. 


Donc,  faisant  successivement  q  =  — ,  q  =  -+,■■•,  on  aura  (Articles 


XXXlIetXLIIIl 


ensuite 


(ï,2)  =  fB,     (i,3)  =  ç2B,..  .; 
{2,ï)  =  qB,     (3,  i)  —  qB,.... 


VI. 


27 
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Donc,  en  employant  les  valeurs  de  B  données  dans  l'Article  XLVI1, 
on  trouvera 


(i,a) 

(i,3) 

(i,4) 

(2,3) 

(2,4) 

(3,4) 

—   i,963 

—    0,252 

—  0,037 

-   1,884 

—  0,174 

-   i,i5i 

(a,  i) 

(3,0 

(4,  0 

(3,2) 

(4,^) 

(4,3)  . 

—  3,n6 

—  0,640 

—  0,166 

—  3,oii 

-  0,489 

—    2,025 

et  l'équation  (Z)  se  changera  en  celle-ci 

(Ç)  K,  K2  K3  K4  —  a,33i  K,  K2  -  o,o85K,  K3  -  5,675K,  K, 

—  o, 006 K:  K3  —  0,161  K2K,  —  6,i2oK3K, 
-l-  2,1 24 K,  -+-  0,096X2  -i-o,ii4K3  +  4'738K4  +  11,972  =  o, 

dans  laquelle 


K,  = 


—  -,  P' 


K2  =  2 


-,        K1==2 


Il  resterait  maintenant  à  tirer  de  ces  équations  les  valeurs  de  p  et  a, 
d'oà  dépendent  les  principales  inégalités  de  l'équation  du  centre  et  de 
la  latitude  des  satellites  de  Jupiter;  mais  comme  nous  touchons  au  terme 
fixé  par  l'Académie  pour  l'admission  des  Pièces,  nous  nous  contenterons 
ici  d'avoir  donné  la  méthode  et  les  principes  nécessaires  pour  déterminer 
ces  sortes  d'inégalités,  et  nous  remettrons  ce  travail  à  un  autre  temps, 
où  nous  nous  proposons  de  suivre  et  de  discuter  avec  attention  ces  points 
importants  de  la  Théorie  des  satellites. 
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§  IV  .  —  Sur  les  inégalités  des  satellites  de  Jupiter  qui  dépendent 
de  la  période  de  1 2  ans. 

CX  VI. 

Les  Tables  du  premier  et  du  second  satellite  ne  renferment  que  les 
équations  qui  dépendent  de  l'anomalie  de  Jupiter  avec  celles  qui  dé- 
pendent de  la  période  de  437  jours  dont  nous  avons  parlé  au  long  dans  le 
§  V  du  Chapitre  précédent;  cependant,  il  est  facile  de  se  convaincre,  et 
M.  Wargentin  l'avoue  lui-même  dans  les  dissertations  qu'il  a  mises  à  la 
tête  des  observations  de  ces  deux  satellites  [Mémoires  de  la  Société  d'Up- 
sal,  années  1742  et  1 743)»  que  les  équations  attribuées  à  l'inégalité  du 
mouvement  de  Jupiter  ne  s'accordent  pas  entièrement  avec  l'équation 
du  centre  de  cette  Planète;  d'où  il  s'ensuit  qu'il  doit  y  avoir  dans  le 
mouvement  de  ces  deux  satellites  des  inégalités  particulières  qui,  ayant 
des  périodes  à  très-peu  près  égales  à  la  révolution  de  Jupiter,  se  trouvent 
pour  ainsi  dire  fondues  dans  la  grande  inégalité  qui  vient  de  l'excentri- 
cité de  cette  Planète;  c'est  ce  que  la  Théorie  confirme  d'ailleurs,  car  on 
a  vu  que  les  équations  du  centre  des  satellites  (Article  CVII)  doivent  ren- 
fermer quatre  termes  tels  que 


'.ne  sin 


p    t  -t-  W 


or,  dans  le  temps  des  éclipses,  on  a  u  —  v  =  1800  à  très-peu  près  (Ar- 
ticle LU);  donc  u  =  [i.t  =  1800  -+-  v,  donc 


3    =  sin     ii j  (  i8oG  +  v )  -4-  « 

=  —  sin     (  1 —  )  e  -1-  w  —  —  1800    ; 


d'où  l'on  voit  que  les  équations  provenant  de  ces  termes  auront  des  pé- 
riodes égales  à  la  révolution  de  Jupiter,  plus  à  —  de  cette  révolution. 
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Au  reste  on  ne  doit  pas  se  flatter  de  pouvoir  jamais  déterminer  ces  sortes 
d'inégalités  par  la  simple  Théorie;  car  les  valeurs  de  p  (Article  CXV) 
dépendent  des  quantités  /,  c'est-à-dire  des  masses  des  satellites,  dont 
la  plupart  sont  encore  inconnues.  Ainsi,  ce  n'est  que  par  des  observa- 
tions multipliées  et  réitérées  qu'on  peut  espérer  de  perfectionner  à  cet 
égard  la  Théorie  des  deux  premiers  satellites. 

CXVII. 

On  a  aperçu  de  pareilles  inégalités  dans  le  mouvement  du  troisième 
et  du  quatrième  satellite  ;  ce  sont  celles  qui,  dans  les  Tables  de  M.  War- 
gentin,  répondent  aux  arguments  E  et  G. 

En  consultant  ces  Tables  (voyez  les  Tables  des  satellites  imprimées 
parmi  celles  des  Planètes  de  M.  Halley),  on  trouve  :  i°  que  le  nombre  E 
achève  huit  périodes  exactes  dans  l'intervalle  de  cent  années  juliennes, 
d'où  il  s'ensuit  que  chaque  période  est  de  douze  ans  et  demi;  20  que 
dans  le  même  espace  de  temps  le  nombre  G  achève  8  ?**0  périodes,  ce 
qui  donne  i2ans,i3o  pour  la  durée  de  chaque  période;  mais  ce  dernier 
élément  a  été  réformé  dans  les  nouvelles  Tables  du  quatrième  satellite 
imprimées  à  la  fin  de  la  Connaissance  des  mouvements  célestes  pour  l'an- 
née prochaine  :  suivant  ces  Tables,  le  nombre  C,  qui  fait  ici  le  même 
effet  que  le  nombre  G  dans  les  premières,  achève  8f~^  périodes  en 
cent  années  juliennes;  d'où  l'on  tire  pour  la  durée  de  chaque  période 
i2ans,  1 15  environ. 

Or,  si  l'on  imagine  que  chacune  de  ces  deux  équations  soit  représen- 
tée par  un  seul  terme  tel  que 


in     (  1 '-  v  -+-  m °  ]  1800 

LA      2f-  2f-/  .    J 


c'est  le  cas  où  l'orbite  serait  une  ellipse  mobile),  on  trouvera  aisément 

377 
433a 


que  la  quantité  ^  sera,  pour  le  troisième  satellite,  =  -j^-  =  0,0870, 


et,  pour  le  quatrième,   =  -7^-  =  0,0237.  ^n  pourrait  trouver  de  même 
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les  valeurs  des  quantités  w  qui  dépendent  des  époques  des  arguments  E 
et  C,  aussi  bien  que  les  coefficients  m  qui  expriment  les  plus  grandes 
équations;  mais,  pour  que  toutes  ces  déterminations  fussent  exactes,  il 
faudrait  que  les  autres  termes  qui  doivent  entrer  dans  les  équations  du 
centre  fussent  nuls  à  la  fois,  ce  qui  paraît  assez  difficile;  d'ailleurs  les 
incertitudes  et  les  variétés  qu'on  trouve  lorsqu'on  compare  les  observa- 
tions de  ces  deux  satellites,  et  qu'on  veut  fixer  les  quantités  et  les  pé- 
riodes des  équations  dont  nous  parlons,  donnent  tout  lieu  de  croire  que 
ces  équations  sont  plutôt  des  résultats  de  différentes  équations  particu- 
lières qui,  ayant  à  peu  près  les  mêmes  périodes,  se  confondent  ensemble, 
comme  nous  l'avons  déjà  observé  par  rapport  aux  deux  premiers  satel- 
lites. 

CXVIII. 

Je  finirai  ces  remarques  par  donner  un  léger  essai  de  calcul  sur  les  va- 
leurs des  quantités  p,  et,  pour  plus  de  simplicité,  je  supposerai  que  les 
masses  du  premier  et  du  quatrième  satellite  soient  considérablement 
plus  petites  que  celles  du  second  et  du  troisième;  hypothèse  qui  n'a 
d'ailleurs  rien  de  choquant. 

Donc,  puisque  /,  et  /,,  sont  des  quantités  fort  petites,  K(  et  K,,  seront 
fort  grandes,  par  conséquent  l'équation  (s)  de  l'Article  CXV  se  réduira  à 
très-peu  près  à  celle-ci 

K.KsKsK,  —  i,633K,K,  =  o, 
d'où  l'on  tire 

K,  =  o,     ou  bien     K,  =  o,     ou  bien     Ka  K3  —  i,633  =  o. 

On  aura  de  plus  par  les  formules  de  l'Article  LXXXV1,  en  mettant 
n/)'  nX^'  •  •  •  au  'ieu  ae  ~ïf"'  W,"">  et  ne  conservant  que  les  termes  qui 
renferment  fe  et  /3,  on  aura,  dis-je, 

ê,  =  0,982x2-1- 0,124x3,    ê2  =  6o,4ox3,    §3=1,467x2,     §«  —  0,260x1  +  1,139x3. 
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Donc,  puisque 

■£-  -  6,  ■£-  -  6, 

P'       .    V f*» 


K,  =  2^ K 

7,'  X> 

on  a,  pour  les  quatre  valeurs  de  p,  les  équations  suivantes 


— °>982'/2  —  °ji24x3  =  °' 


-  —  0,260^2  —  i,i  3g  ^3  =  o, 


o,g4ox-,       —  —  1, 467X3 


P  /  P 

J 0,04.0  y,        — 

L>-2  fJ-3 

a ><  ci 0,4.0b  =  o, 

'h  & 


d'où  l'on  tire  à  peu  près 


p  =  0,731, y.3X,  + 0,470^X3 ±^'(0,731  ^.3X3  +  0,470^,  x3)2  + 0,408 fA2fx3X=X3  • 
Ainsi  l'on  aura  les  quatre  valeurs  de  p,  qui  donneront  pour  chaque 
satellite  quatre  équations,  dont  les  périodes  seront  de  1  +  —  révolu- 
tions de  Jupiter. 

§  V.  —  Des  durées  des  éclipses  des  satellites  de  Jupiter. 

CXIX. 

La  durée  d'une  éclipse  dépend  de  quatre  éléments  :  de  la  largeur  de 
l'ombre  de  Jupiter,  de  la  vitesse  du  satellite,  de  sa  latitude,  et  de  l'incli- 
naison de  sa  route,  laquelle  peut  être  prise  pour  rectiligne  pendant  tout 
le  temps  de  l'éclipsé. 

Soit  donc  a  l'angle  que  le  demi-diamètre  de  la  section  de  l'ombre  sous- 
tend  au  centre  de  Jupiter;  cet  angle  est  donné  par  les  observations  pour 
chacun  des  quatre  satellites. 

Supposons  de  plus  que  (p  dénote  la  longitude  du  satellite,  et  p  la  tan- 
gente de  sa  latitude,  au  moment  de  la  conjonction 
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Enfin  soit  y  —  |  la  longitude  du  satellite  au  moment  de  son  entrée 
dans  l'ombre;  de  sorte  que  <\>  exprime  l'angle  qu'il  parcourt  sur  le  plan 
de  Jupiter  depuis  l'immersion  jusqu'à  la  conjonction. 

On  aura,  pour  la  valeur  de  p  qui  y  répond,  p f-  ty  à  peu  près. 

Cela  posé,  supposons,  pour  plus  d'exactitude,  que  la  section  de 
l'ombre  soit  une  ellipse  semblable  à  celle  des  méridiens  de  Jupiter;  il 
est  visible  qu'on  aura 

Demi-grand  axe  de  l'ellipse va, 

Demi-petit  axe  (E  étant  l'ellipticité  comme  dans  l'Article  XVI).     va(i  —  E), 
Abscisse  prise  depuis  le  centre vty, 

Appliquée  correspondante v  (p /    ^  )  • 

Donc,  par  la  nature  de  l'ellipse, 

«'-+':  (/>-^ +)'=':  C-E)'. 

équation  d'où  l'on  tirera  ty. 
On  aura  donc 

^(l_E)>--^i-E)2=/>!-^4'+|^; 

d'où  l'on  tire,  après  les  réductions, 


<-«)■-$ 

Le  signe  +  donne  la  valeur  é  pour  l'immersion,  comme  nous  l'avons 
supposé,  et  le  signe  —  donne  au  contraire  la  valeur  de  ty  pour  l'émersion. 

cxx. 

Substituons  maintenant  p.t  -+-  ny  au  lieu  de  <p,  nz  au  lieu  de  p,  et  de 
même  n§  au  lieu  de  a  (car  il  est  évident  que  la  quantité  a  doit  être  du 
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même  ordre  que  la  quantité/»);  on  aura,  en  ne  négligeant  que  les  termes 
affectés  de  n3 , 

zdz 


^  =  ±7^Ë^(I-E)-^+[r-r^^7. 


CXXI. 

Pour  convertir  cette  expression  en  temps,  on  la  divisera  par  la  vitesse 
angulaire  qui  est  -?-  =  \x-\-n  -j-\  ce  qui  donnera,  en  négligeant  tou- 
jours les  n3, 

fj.{i—  E)v  (j.(i  —  E)2\_y.dt^y         '  pdtv 

Donc  l'intervalle  entre  l'immersion  et  la  conjonction  sera 

(j.(i  —  E)v     v  y  (J.{i  —  Ey\_lj.dt      ^  '  pât  v     v  J 

et  l'intervalle  entre  la  conjonction  et  l'émersion  sera 


.(,_£)»_*'■ 


f/(.-E)v  F( 

Par  conséquent  la  demi-durée  sera 


ï^fê^-»^^31^]- 


^(I  _  E),  _  i.  _.  ^^^  .•    ^J('-E)'-^. 


rfr 


fx(i—  E)  v  ;  jx(i  — E)   jxdf 


CXXII. 


Il  paraît  que  les  Astronomes  ont  toujours  supposé  jusqu'à  présent  que 
les  durées  des  éclipses  des  satellites  étaient  les  mêmes  avant  et  après  la 
conjonction;  ce  qui  n'est  pas  vrai  à  la  rigueur,  la  différence  étant  de 

reJ         zdz  ,  pdp 


-,     c'est-à-dire  de 


(U.(i  —  K)2   pat  p-2(i  —  E)2t/?' 

d'où  l'on  voit  que  ces  durées  ne  peuvent  être  égales  que  dans  deux  cas 
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i°  lorsque  p  —  o,  c'est-à-dire  lorsque  la  latitude  du  satellite  est  nulle, 
et  que  par  conséquent  l'éclipsé  est  centrale;  20  lorsque  dp  =  o,  savoir 
lorsque  la  latitude  est  la  plus  grande,  ou  bien  que  le  satellite  est  dans 
les  limites. 

CXXIII. 

Supposons  maintenant  qu'on  ait  observé  la  demi-durée  d'une  éclipse 
de  satellite,  laquelle  soit  de  A  secondes;  on  aura,  en  remettant  pour  nô 

et  nz,  a.  etp, 

dr 

1  —  n  — V 

p.dt 


F-d-E) 


sMi-E)2-/?2, 


où  il  faudra  prendre,  pour  /j.,  36o  degrés  divisés  par  le  temps  périodique 
réduit  en  secondes;  ou  bien  on  convertira  immédiatement  la  durée  A  en 
degrés,  et  l'on  aura  simplement 


dr 
1  —  n — r- 
\j.dt 


A  =  -y^—  sM^E)'  -  p\ 
d'où  l'on  tire 


4-an-^V, 


E)y/«'-A'| 
c'est  la  tangente  de  la  latitude  du  satellite  au  moment  de  la  conjonction. 


CXXIV. 

Ayant  ainsi  la  latitude,  et  connaissant  d'ailleurs  le  lieu  du  nœud  par 
les  observations  des  plus  grandes  durées,  on  trouvera  aisément  l'incli- 
naison de  l'orbite;  il  n'y  aura  pour  cela  qu'a  diviser  la  tangente  de  la 
latitude  trouvée  par  le  sinus  de  l'élongation  de  Jupiter,  vu  du  Soleil,  au 
nœud  du  satellite;  le  quotient  sera  la  tangente  de  l'inclinaison  de  l'orbite. 

C'est  ainsi  que  tous  les  Astronomes  en  ont  usé  jusqu'ici  pour  déter- 
miner la  position  des  plans  des  orbites  des  satellites. 

Mais,  si  l'on  pouvait  connaître  avec  assez  de  précision  par  la  Théorie 
VI.  28 
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le  moment  de  la  conjonction,  on  pourrait  trouver  immédiatement  l'in- 
clinaison de  la  route  du  satellite  dans  l'ombre  par  les  observations  des 
immersions  et  des  émersions;  car  nous  avons  vu  que  la  différence  entre 
les  durées  avant  et  après  la  conjonction  doit  être 

pdp 


^{i  —  Efdt  ' 

donc,  divisant  cette  différence  par  "  „.,,  on  aura 

1        y.(i  —  E)2 

— K-  =  -i-     tangente  de  l'inclinaison  de  la  route  du  satellite. 
pal       do 

Mais,  outre  que  cette  méthode. exigerait  dans  les  Tables  des  satellites 
un  degré  de  précision  dont  elles  sont  encore  bien  éloignées,  elle  serait 
encore  le  plus  souvent  impraticable,  à  cause  qu'on  ne  peut  pas  toujours 
observer  à  la  fois  les  immersions  et  les  émersions. 

Je  finirai  ces  recherches  par  dire  un  mot  des  variations  qu'on  a  aper- 
çues jusqu'ici  dans  les  positions  des  orbites  des  satellites. 

g   VI.  —  Des  inclinaisons  et  des  nœuds  des  satellites. 

cxxv. 

Le  premier  satellite  est  le  seul  dont  l'orbite  paraisse  à  peu  près  fixe; 
son  inclinaison  est,  selon  les  Tables,  de  3°i8',  et  le  lieu  du  nœud,  à  ios, 
i4°3o';  du  moins  les  demi-durées  observées  cadrent  assez  bien  avec  ces 
éléments. 

Le  nœud  du  second  paraît  aussi  fixe,  mais  son  inclinaison  est  sujette 
à  un  changement  considérable,  dont  la  période  est  de  3i  ans;  la  plus 
grande  inclinaison  est  de  3°47'27",  et  la  plus  petite  de  2°2g'  2",  de  sorte 
que  la  variation  est  de  i°  1 8'  25",  ou  bien  de  3c/  1 2",  tantôt  en  plus,  tantôt 

en  moins,  ce  qui  fait  environ  ■=  de  l'inclinaison  moyenne. 
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CXXVI. 

Un  changement  si  considérable  ne  saurait  s'expliquer  que  par  les  for- 
mules de  l'Article  CIX.  En  effet,  supposons  que  la  valeur  de  z"  ne  ren- 
ferme que  deux  termes,  ou  au  moins  que  les  deux  autres  soient  assez 
petits  pour  pouvoir  être  négligés,  de  sorte  qu'on  ait  simplement 

z,  =  X2  sin    (  ^:  -4-  -  o-'  )  t  -t-  yj'j     H-  7l"  sin  I  (  p.2  H —  a"  j  l  ■+  »'j    • 

On  aura,  en  nommant  n~2  la  tangente  de  l'inclinaison  de  l'orbite  et  ^2 
la  distance  du  satellite  au  nœud  ascendant  (Article  CXI), 


4     /      .  dZl 

savoir,  en  négligeant  les  termes  de  l'ordre  de  n, 


t2  =  i  / X'22  -+-  Af  +  2  A'2  X"  cos  j  - ( a'—  o-" )  *  -4-  ■/]  j  —  ■/)"  L 

A2  sin    (fj.j  -+--  <r'\  t-h ïj'2     -+-  Xj  sin    iy.,+  -  a"\t  +  n" 

tang+2  =  --— jy Jr-r -r— - ; j=7  ~^- -*• 

X,  cos    (p.,  -4 —  o-'  W  -+-  v)  2     -f-  A,  cos    (  f/.2-t-  -  a  \t  -h-n7 

Donc  la  plus  grande  valeur  de  t2  sera  —  X'2  -4- X'2 ,  et  la  plus  petite 
=  X2  —  X2;  donc 

ra(A'2-t- A")  =  tang3°47'27"     et    ra(X'?  —  à','  )=  tang2"29' a"; 

par  conséquent 

A',  +  A"       tang3°47'27"  t 

A,  — A,         tang2°29  i 

d'où  l'on  tire 


A,        0,527  „ 

-?-  =       _  /  =  0,200  =  environ 

A,        2,527 


28. 
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Maintenant  il  est  clair  que  la  valeur  de  t2  redeviendra  la  même  lorsque 

l'angle  -  (o1  —  a")t  se  trouvera  augmenté  ou  diminué  de  36o  degrés  pris 

une  ou  plusieurs  fois;  donc,  puisque  la  longitude  moyenne  du  second 
satellite  est  exprimée  par  \ut,  la  période  de  la  variation  de  ~2  sera  de 


révolutions  de  ce  même  satellite.  Or  cette  période  est,  selon  les  obser- 
vations, de  3i  ans,  ce  qui  répond  à  peu  près  à  3189  révolutions  du  se- 
cond satellite;  donc  il  faudra  que 

± (o"'—  a")  =  „  o    =  o,ooo3i36. 

2,u2  3189 

CXXV1I. 

Ayant  trouvé  ^2  =  ^'2>  on  pourra  simplifier  les  expressions  de  -.2  et 
de  tang'i.,,  et  l'on  aura  à  très-peu  près 

Tt  =  X'J  !-+-■?  cos  (  -  ( a'—  <r")t  +  n2  —  y"  ) 

17          n    ,\            ,1       -  sin[(^+ %")/  +  ,:] 
tang+,=  tang^,+  -*}%+  „2J  +  3  — k\ J 

COS      i(J.t-h  -  a'\  t  +  r)2 


>[([*+*  *)  t  +  v'.J 


Soit  fait 


<7  étant  une  quantité  fort  petite,  on  aura 
tangi  =  tang 


(  (l,  -4-  "  ff'  )   *  +  7)'2       H ^~ 1 r - 

cos2^2-t--<r'W  +  7,2J 
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à  peu  près;  donc 

i  =  isinl(^+'ia")t  +  r>'î\  cos[_v*,+  2ff')  t  +  '°'2  J 

-  g  cos  [[p,  +  "  a"  j  t  +  i,;  J  sin^fi,  -+-  j  =r'J  /  +  m',  J 
=  —  ■=  sm    -  (<r —  <r  )  t  -+-  yj2  —  7j2  h 


donc 


ip,  =  I  fxj  H —  a  W  -+-  n  2  —  -=  sin    -  (  a —  a  )  t  -4-  n ,  —  ■/) ,     ■ 


D'où  l'on  voit  :  i°  que  le  mouvement  du  nœud  sera  de  —  par  révo- 

lution;  2°  que  ce  mouvement  sera  sujet  à  une  équation  analogue  à  celle 

de  l'inclinaison,  laquelle  montera  à    '  -  '  =  1 10^' . 

Ces  derniers  résultats  ne  s'accordent  pas  à  la  vérité  avec  les  observa- 
tions des  demi-durées,  par  lesquelles  il  paraît  que  les  nœuds  sont  à  très- 
peu  près  fixes;  mais  j'observe  :  i°  que  la  quantité  a'  peut  être  nulle,  au- 
quel cas  le  nœud  n'aura  plus  qu'un  mouvement  d'oscillation;  2°  qu'il 
est  impossible  que  l'attraction  produise  un  changement  dans  l'inclinai- 
son sans  produire  en  même  temps  un  changement  analogue  dans  le  lieu 
du  nœud  (voyez  plus  bas,  Article  CXXX). 

CXXVII1. 

Voyons  maintenant  comment  on  pourrait  satisfaire  à  ces  deux  condi- 
tions, savoir 

± (a' — a")  =  o,ooo3i36     et     ct'=  o. 

2  p., 

Pour  cela,  nous  conserverons  ici  les  hypothèses  de  l'Article  CXV11I, 
moyennant  quoi  l'équation  (Ç)  de  l'Article  CXV  se  réduira  à  celle-ci 

K,  K2  K3  K4  —  5,675  K,  K4  =  o, 
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laquelle  donne 

K,  =  o,     ou  bien     K4  =  o,     ou  bien    K3K4  —  5,675  =  o; 

cette  dernière  équation  se  réduit  à  celle-ci 

I  <*  \  l  v  \       5,675 

ou  bien 

o-2  —  ( p.2  m-2  -+-  f.3 ro3) o-  -+-  (ii  e-3  ns2 ûT3  —  i ,  419^-2  [ii  x-i Xa  —  °- 

Or,  suivant  les  mêmes  hypothèses,  on  a  (Article  LXXXVI) 

5x2  =  0,942^3     et    ro3  =  1,  506^2  à  peu  près; 

donc 

cj2ot3  =  0,942  x  1,506x2X3  =  l»4i9x=x=; 

donc,  faisant  pour  plus  de  simplicité  y3  —my2,  et  mettant  0,496^0  au 
lieu  de  fjis,  on  aura  l'équation 

c2  —  (  o ,  942  m  -+-  o ,  747  ) 7^2  X2  °"  —  °  >* 

d'où  l'on  lire 

(7  =  0     et     g-  =  (0,942m  -+■  o, 747) f*a x*- 

Donc  on  satisfera  à  nos  conditions  en  prenant  pour  1'  la  première  de 
ces  deux  racines  et  pour  a"  la  seconde,  et  supposant 

-  (0,942m  -t-  o, 747 )%2  =  o, 0000 1 36, 

ce  qui  donne,  à  cause  de  n%2  =  -=-  =  0,00002417  (Article  LXIII), 

m  =  27  à  très-peu  près. 

Il  est  vrai  que  cette  détermination  ne  s'accorde  point  avec  ce  que  nous 
avons  trouvé  dans  l'Article  LXVIII;  mais  cela  n'est  point  surprenant  vu 
le  grand  nombre  des  quantités  que  nous  avons  négligées  dans  ce  calcul  : 
aussi  ne  l'ai-je  donné  ici  que  comme  un  essai,  me  réservant  de  le  re- 
prendre dans  quelque  autre  occasion. 
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CXXIX. 

La  position  de  l'orbite  du  troisième  satellite  est  aussi  sujette  à  des  va- 
riations fort  remarquables;  son  inclinaison  parait  avoir  été  la  plus  petite 
en  1697,  où  elle  n'était  que  d'environ  3  degrés,  et  depuis  lors  elle  a  tou- 
jours été  en  augmentant,  de  sorte  qu'en  1763  on  l'a  trouvée  de  3°27', 
ce  qui  fait  27'  en  66  ans,  et  par  conséquent  environ  26"  par  an. 

Quoiqu'on  ne  connaisse  pas  encore  le  terme  de  cette  augmentation,  il 
y  a  cependant  tout  lieu  de  croire  qu'elle  est  périodique  comme  celle  du 
second  satellite;  car,  suivant  la  comparaison  que  M.  Maraldi  a  faite  d'un 
très-grand  nombre  d'observations  des  demi-durées  depuis  167 1  jus- 
qu'en 1763,  l'inclinaison  se  trouve  à  très-peu  près  la  même  à  intervalles 
égaux  avant  et  après  1697. 

A  l'égard  du  nœud,  les  Tables  de  M.  Wargentin  le  supposent  fixe,  à  ios, 
i6°3',  mais  M.  Maraldi  trouve  qu'il  doit  avoir  un  mouvement  direct  d'en- 
viron 3  minutes  par  an;  selon  ce  savant  Astronome,  il  était,  à  ios,  i°52' 
en  1697,  et,  à  io\  i7°9'  en  1763. 

Ces  variations  peuvent  s'expliquer  de  la  même  manière  que  celle  du 
second  satellite,  pourvu  qu'on  suppose  que  la  période  de  l'inclinaison 
soit  beaucoup  plus  longue;  faisons-la  de  /■  révolutions  du  troisième  sa- 
tellite; il  faudra  que  l'on  ait 

prenons  pour  a'  la  même  racine- que  ci-dessus,  et  pour  g"  une  des 
deux  autres  racines,  par  exemple  celle  qui  résulte  de  l'équation  (Arti- 
cle LXXXVI) 

K,  =  o,     savoir     n"=  jj.,ts,  =  /*,  (0,9813c,  -+-  0,126^); 

mettons,  au  lieu  de  p.,,  4.o44f^;  au  lieu  de  #3 ,  m%2,  et  au  lieu  de 
nfe  =  -™r  sa  valeur  0,00002417,  on  aura 

—  o ,  0000^706  -+-  o ,  0000061 5  m  =  -  : 

2fj.3  u  r 
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sim=  10,  on  aurait  environ  r=ioooo,  ce  qui  donnerait  à  peu  près 

195  ans  pour  la  durée  de  la  période. 

Maintenant,  si  l'on  dénote  par  n-3  la  tangente  de  l'inclinaison  et  par  <i3 
la  distance  au  nœud,  et  qu'on  suppose  Xg  =  vX'3,  v  étant  une  fraction 
assez  petite,  on  aura  comme  dans  l'Article  CXXVI 

T3  =  X'3    i  -+-  v  COS  (  -  (<r/—  a")t  -+-  n'3  —  ni     ■> 

I         n   A  ,  .    Vn  .  ,  ,        „1 

ip3  =  I  p3  H —  o-  \  t  ■+■  n  3  —  v  sm    -  (  o-  —  0- "  )  t  -t-  n  3  —  ï)  3    ? 

ou  bien  (à  cause  de  c'=  o  et  de  p.3z=  à  la  longitude  moyenne  du  sa- 
tellite que  nous  dénoterons  par  u3) 

■^r  ("*"  <       Al 

t3  =  A3    1  -+-  v  cos  I  —  u,  —  n,  +  ïj3  I    ? 

,  ,  .    Ina" 

u3  —  ii3  =  —  y) ,  —  v  sin    M3  —  77 ,  -+- 

\2p.3 

où  m3  —  d/3  est  la  longitude  du  nœud. 

Supposons,  ce  qui  est  permis,  que  la  longitude  moyenne  u3  soit  comp- 
tée depuis  le  point  où  se  trouvait  le  satellite  au  moment  de  la  plus  petite 
inclinaison  de  son  orbite,  on  aura 

cos( — ï)'3-t- •/)")  =  —  1,     donc     —  -ri'i  +7)"  =  i8ou; 

par  conséquent  les  formules  précédentes  deviendront 

,,  /                  nà"      \                  ,                                no-" 
r3  =  Â,    1  —  v  cos «,   5      w,  —  iL3  =  —  v) 3  +  v  sin u3. 

Donc  la  vitesse  du  nœud  sera  à  la  vitesse  moyenne  du  satellite  comme 
y  —  cos—  w,  à  1  ;  d'où  l'on  voit  que  le  mouvement  du  nœud  sera  di- 

3^3  2F-3 

•rect  tant  que  cos  —  u3  sera  positif,  c'est-à-dire,  tant  que  l'inclinaison 

sera  au-dessous  de  la  moyenne. 

Au  reste,  si  je  donne  ici  ces  formules,  ce  n'est  pas  que  je  les  regarde 
comme  fort  exactes  et  conformes  au  mouvement  du  troisième  satellite: 
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mon  objet  est  simplement  de  donner  une  idée  de  la  manière  dont  on  pour- 
rait rendre  raison  de  l'augmentation  d'inclinaison  et  du  mouvement  di- 
rect des  nœuds  de  ce  satellite,  phénomènes  qui  paraissent  assez  difficiles 
à  expliquer. 

cxxx. 

Le  quatrième  satellite  est  aussi  clans  le  même  cas  que  le  troisième  à 
l'égard  du  mouvement  des  noeuds.  M.  Maraldi  l'a  trouvé  d'environ  5' 33" 
par  an  suivant  l'ordre  des  signes;  mais  M.  Wargentin  ne  le  fait  que  d'en- 
viron 4'24"  dans  ses  nouvelles  Tables. 

Quant  à  l'inclinaison,  ils  la  supposent  constante  et  de  2° 36';  mais  il  y 
a  tout  lieu  de  croire  que  cette  détermination  n'est  pas  tout  à  fait  exacte; 
car  il  paraît  difficile  que  les  nœuds  aient  un  mouvement  direct,  tandis 
que  l'inclinaison  demeure  la  même.  D'ailleurs,  M.  Wargentin  remarque 
que  les  nœuds  ont  dû  être  stationnaires  vers  la  fin  du  siècle  dernier,  ce 
qui  prouve,  ce  me  semble,  qu'ils  étaient  auparavant  rétrogrades,  et  que 
leur  mouvement  n'est  qu'une  espèce  d'oscillation,  comme  nous  l'avons 
déjà  supposé,  à  l'égard  du  troisième  satellite;  or  je  dis  qu'un  tel  mouve- 
ment ne  saurait  avoir  lieu  dans  le  nœud,  sans  qu'il  ait,  clans  l'inclinaison, 
une  variation  analogue;  c'est  de  quoi  il  est  facile  de  se  convaincre  en  je- 
tant les  yeux  sur  la  formule  de  l'Article  III 

.  r/Asin(<p  —  s)  =  Xcos(9  —  z)dt, 

laquelle  exprime  la  relation  qu'il  doit  y  avoir  en  général  entre  le  mou- 
vement du  nœud  et  la  variation  de  l'inclinaison. 

Je  fais  cette  remarque,  moins  pour  faire  naître  des  doutes  sur  les  ré- 
sultats de  ces  deux  savants  Astronomes,  que  pour  les  engager  à  se  rendre 
de  plus  en  plus  attentifs  à  la  détermination  d'éléments  si  délicats  et  si 
difficiles. 

Au  reste,  quand  on  sera  bien  assuré  de  l'exactitude  de  ces  éléments, 
on  pourra  alors  se  servir  de  nos  formules  pour  donner  à  la  Théorie  du 
quatrième  satellite  de  nouveaux  degrés  de  perfection. 
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ESSAI 


LE  PROBLÈME  DES  TROIS  CORPS. 


Juvat  integros  accedere  fontes. 
Lucn. 


(Prix  de  l'Académie  Royale  des  Sciences  de  Paris,  tome  IX,  1772. 


AVERTISSEMENT. 

Ces  Recherches  renferment  une  Méthode  pour  résoudre  le  Problème 
des  trois  Corps,  différente  de  toutes  celles  qui  ont  été  données  jusqu'à 
présent.  Elle  consiste  à  n'employer  dans  la  détermination  de  l'orbite  de 
chaque  Corps  d'autres  éléments  que  les  distances  entre  les  trois  Corps, 
c'est-à-dire,  le  triangle  formé  par  ces  Corps  à  chaque  instant.  Pour  cela, 
il  faut  d'abord  trouver  les  équations  qui  déterminent  ces  mêmes  dis- 
tances par  le  temps;  ensuite,  en  supposant  les  distances  connues,  il  faut 
en  déduire  le  mouvement  relatif  des  Corps  par  rapport  à  un  plan  fixe 
quelconque.  On  verra,  dans  le  premier  Chapitre,  comment  je  m'y  suis 
pris  pour  remplir  ces  deux  objets,  dont  le  second  surtout  demande  une 
analyse  délicate  et  assez  compliquée.  A  la  fin  de  ce  Chapitre,  je  ras- 
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semble  les  principales  formules  que  j'ai  trouvées,  et  qui  renferment  la 

solution  du  Problème  des  trois  Corps  pris  dans  toute  sa  généralité. 

Le  deuxième  Chapitre  a  pour  objet  d'examiner  comment  et  dans  quels 
cas  les  trois  Corps  pourraient  se  mouvoir  en  sorte  que  leurs  distances 
fussent  toujours  constantes,  ou  gardassent  au  moins  entre  elles  des  rap- 
ports constants.  Je  trouve  que  ces  conditions  ne  peuvent  avoir  lieu  que 
dans  deux  cas  :  l'un,  lorsque  les  trois  Corps  sont  rangés  dans  une  même 
ligne  droite,  et  l'autre,  lorsqu'ils  forment  un  triangle  équilatéral;  alors 
chacun  des  trois  Corps  décrit  autour  des  deux  autres  des  cercles  ou  des 
sections  coniques,  comme  s'il  n'y  avait  que  deux  Corps.  Cette  recherche 
n'est  à  la  vérité  que  de  pure  curiosité;  mais  j'ai  cru  qu'elle  ne  serait  pas 
déplacée  dans  un  Ouvrage  qui  roule  principalement  sur  le  Problème  des 
trois  Corps,  envisagé  dans  toute  son  étendue. 

Dans  le  troisième  Chapitre,  je  suppose  que  la  distance  de  l'un  des  trois 
Corps  aux  deux  autres  soit  fort  grande,  et  j'applique  la  solution  générale 
du  Chapitre  premier  à  cette  hypothèse,  qui  est,  comme  l'on  sait,  celle 
de  la  Terre,  de  la  Lune  et  du  Soleil. 

Enfin,  dans  le  quatrième  Chapitre,  je  traite  en  particulier  de  la  Théo- 
rie de  la  Lune;  j'y  donne  les  formules  qui  renferment  cette  Théorie,  et 
je  fais  voir,  par  un  léger  essai  de  calcul,  comment  on  doit  se  servir  de 
ces  formules  pour  en  déduire  les  inégalités  du  mouvement  de  la  Lune 
autour  de  la  Terre. 

Le  défaut  de  temps  et  d'autres  occupations  indispensables  ne  m'ont 
pas  permis  d'entrer  là-dessus  dans  tout  le  détail  nécessaire  pour  répondre 
d'une  manière  convenable  aux  principaux  points  de  la  question  proposée 
par  l'Académie  :  aussi  ai-je  d'abord  hésité  si  je  lui  présenterais  ces  Re- 
cherches pour  le  Concours,  et  je  ne  m'y  suis  déterminé  que  par  l'espé- 
rance que  cette  illustre  Compagnie  trouvera  peut-être  ma  Méthode  pour 
résoudre  le  Problème  des  trois  Corps  digne  de  quelque  attention,  tant 
par  sa  nouveauté  et  sa  singularité  que  par  les  difficultés  considérables 
de  calcul  qu'elle  renferme. 

Si  l'Académie  daigne  honorer  mon  travail  de  son  suffrage,  ce  sera  un 
puissant  motif  pour  m'engager  à  le  perfectionner,  et  je  ne  désespère  pas 
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de  pouvoir  tirer  de  ma  Méthode  une  Théorie  de  la  Lune  aussi  complète 
qu'on  puisse  le  demander  dans  l'état  d'imperfection  où  est  encore 
l'Analyse. 


CHAPITRE   PREMIER. 

FORMULES    GÉNÉRALES    POUR    LA    SOLUTION    DU    PROBLÈME    DES   TROIS   CORPS. 


Soient  A,  B,  C  les  masses  des  trois  Corps  qui  s'attirent  mutuellement 
en  raison  directe  des  masses  et  en  raison  inverse  du  carré  des  distances; 
soient  nommées  de  plus  x,  y,  z  les  coordonnées  rectangles  de  l'orbite  du 
Corps  B  autour  du  Corps  A,  x  ,  y',  z'  les  coordonnées  rectangles  de  l'or- 
bite du  Corps  C  autour  du  même  Corps  A,  coordonnées  qu'on  suppose 
toujours  parallèles  à  trois  lignes  fixes  et  perpendiculaires  entre  elles; 
enfin  soient  r,  r',  r"  les  distances  entre  les  Corps  A  et  B,  A  et  C,  B  et  C, 
en  sorte  que  l'on  ait 


r  =  ^x2  +  y--\-  z2 ,      r'=  \Jxn-\r y'2-ï-  z'2 ,      r"=  sj{x' —  x)2  +  ( y' — y )2  +  (z' —  z)2 . 

On  aura,  comme  on  sait,  en  prenant  l'élément  du  temps  dt  constant, 
les  six  équations  suivantes 

s       r  \  ;  , 


B) 


d2x 

/A  +  B 
\      r3 

IF 

+ 

d2r 

/A+B 
\     r3 

dt2 

+ 

d2z 

/A  +  B 

IF 

+ 

(      r> 

d2x' 

/A  +  C 

+ 

dt2 

\     r" 

d,2r' 

/A  +  C 

dt2 

+ 

{    r'3 

d2z' 

/A  +  C 
\     r'3 

dt' 

+ 

C    4- 


-Zïïi)  x—  °> 


'¥ 


B     -  -4: 
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à  l'aide  desquelles  on  pourra  déterminer  les  orbites  relatives  des  Corps  B 
et  C  autour  du  Corps  A. 
Si  l'on  fait  encore 

x'  —  x  =  x" ,     y'  —  y  =  y" ,     z'  —  z  =  z", 

en  sorte  que  x",  y",  z"  soient  les  coordonnées  rectangles  de  l'orbite  du 
Corps  C  autour  de  B,  on  aura 


r"  —  s/x"2  -+-  y"2  -+-  z"2 , 

et,  retranchant  respectivement  les  trois  premières  équations  des  trois 
dernières,  on  aura  ces  trois-ci 

/  d2x"        /B  +  C        AA     „       ,  I  i  i\     , 


(C)  \  dt 


dt-         \    r'" 
d2r"        /B  +  C        A 


y 


\d2z"        /B  +  C        A\„  I  \  i\, 

—nr  +    — ïït-  -+-  -r    2+A -)z'  =o, 

\    dt2  \    r'3  r3 1  \r3        r3  j 

qui  exprimeront  le  mouvement  relatif  du  Corps  C  autour  du  Corps  B. 

Il  est  bon  de  remarquer  l'analogie  qu'il  y  a  entre  ces  neuf  équations 
(A),  (B),  (C);  c'est  que  les  équations  (A)  se  changent  en  les  équations  (B) 
en  y  changeant  seulement  B  en  C,  a;  en  x' ,  yen  y',  z  en  z',  ren  r',  et  ré- 
ciproquement; et  que  de  même  ces  équations  se  changent  en  les  équa- 
tions (C)  en  y  changeant  A  en  C,  a;  en  x",  y  en  y",  z  en  z",  r  en  r" ,  et 
vice  versa;  et  la  même  analogie  aura  lieu  dans  toutes  les  formules  que 
nous  trouverons  par  la  suite. 


Qu'on  multiplie  la  première  des  équations  (A)  par  r  et  la  seconde 
par  x,  et  qu'ensuite  on  les  retranche  l'une  de  l'autre,  on  aura 


yd2x  —  xd2y 
'         dt2 


c(tt7  -  pr3)(rx'-xy')  =  o. 
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Combinant  de  même  les  deux  premières  des  équations  (B)  et  les  deux 


premières  des  équations  (C),  on  aura  ces  deux-ci 
y'd2x'  —  x'd2y'  (  i 


dt2 


xy'  —  yx'  )  =  o, 


r"d2x" — x"diy1'  (  i  i\ 

— sp =hA(vyT-  ^){xr  -rx  )  =  °- 

Mais 

x" —- x' —  a;,     y"'=y' — y; 

donc 

a;'jr"  —  jy'a?"  =  xy'  — yx'  ; 

donc,  en  ajoutant  ensemble  les  trois  équations  précédentes,  après  avoir 
divisé  la  première  par  C,  la  seconde  par  B  et  la  troisième  par  A .,  on  aura 
celle-ci 

yd2x — xd2y       y'd2x' — x'd2y'        y"d2x" — x"d2y" 

CdT  Bdt2  ÂdT  =0' 

On  trouvera  de  la  même  manière  ces  deux  autres  équations 

zd2x  —  xd2z       z'd'x'  —  x'd2z'       z"d2x" — x"d2z"  _ 
CdT2  BdT         -  +  ~        AdlT~       =  °' 

z  d2y  —  y  d2  z       z'd'y'  —  y'  d2  z        z"d2y"  —  y"d2z" 

CdT2  Bdt2         ~+~      '  Adt2  =°' 

De  sorte  qu'on  aura,  en  intégrant, 

ydx  —  xdy       y'dx' — x'dy'        y"dx" — x"  dy" 

Cdt  h  ~        Bdt  h  :  Adt  =a' 

,  zdx  —  xdz       z'dx' —  x'dz'       z"dx"  —  x"dz" 

cdt     + — m —  + — m —  =  b' 

zdy  —  ydz       z'dy'  —  y'dz'        z"dy"  —  y"dz" 

Cdt  Bdt  Âdi  =  C' 

a,  b,  c  étant  des  constantes  arbitraires. 

De  plus,  si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  (A)  par  ~^,  la  pre- 
mière des  équations  (B)  par  -^-,  et  la  première  des  équations  (C)  par 
VI.    .  3o 
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—,  et  qu'ensuite  on  les  ajoute  ensemble,  on  aura,  à  cause  de  x"=  x'—x, 
dxd2x       dx'd2x'       dx"  d2x"  (xdx       x' dx'       x"dx" 

-Cdë~  +  -W-  +  ~TdF-  +  (A  +  B  +  L)[-cF  +  T7^  +  T7^ 
On  trouvera  de  même 

dzd2z        (/z'of2z'         dz"d2z"  _  Izdzz'dz'         z"dz" 

Donc,  ajoutant  ensemble  ces  trois  équations  et  mettant 

r  rfv  à  la  place  de  x  dx  +  y  dy  -\-  z  dz, 
r'  dr'  à  la  place  de  x'  dx'  -t-  y'  dy'  -t-  z'dz', 
r"dr"     à  la  place  de     x" dx" -t-  y" dy" -t-  z" dz" , 

on  aura  une  équation  intégrable  dont  l'intégrale  sera 

/étant  une  constante  arbitraire. 

Ce  sont  là  les  seules  intégrales  exactes  qu'on  ait  pu  trouver  jusqu'à 
présent;  or,  comme  il  y  a  en  tout  six  variables  x,  y,  z,  x',y',  s',  il  est 
clair  que,  si  l'on  pouvait  trouver  encore  deux  autres  intégrales,  le  pro- 
blème serait  réduit  aux  premières  différences;  mais  on  ne  saurait  guère 
se  flatter  d'y  parvenir  dans  l'état  d'imperfection  où  est  encore  l'Analyse. 

III. 

Supposons,  pour  abréger, 

dx-  -t-  dy2  -+-  dz2 

u'  = të ' 

dx'2  -+-  dr'1  -+-  dz'2 


"   ~  dt2 

dx"2  -+-  dy"2  -+-  dz"2 
dt2 


DES  TROIS  CORPS.  235 

en  sorte  que  u,  u',  u"  expriment  les  vitesses  relatives  des  Corps  B,  C  au- 
tour de  A,  et  de  C  autour  de  B;  il  est  clair  qu'on  aura 


d2(r2)  xd2x  -+-  yd'y  ■+■  zd2z 

2  dt1    ~  dt2 


u  > 


d2(r'2)       x'd2x'-+-  r' d2  r' -ï-  z'd2z' 

: z=z  - - 1-  u 

2  dt2  dt2 

d2{r"2)        x"  d2x"  +  r" d2r"  ■+■  z" d2z" 
idt2    -  dt2  +       ' 

Donc,  mettant  dans  ces  équations  au  lieu  de 

d2x       d'y       d2z       d2x' 
~dF'      dt2  '     Ht2"'       dt2  '  '  " 

leurs  valeurs  tirées  des  équations  (A),  (B),  (C),  et  faisant  attention  que 

x2  -\-y2  -+-  z2  =  r2,     x'2  -h y'2  ■+-  z"  =  r'2,     x"2  ■+■  y"2  ■+-  z"2  =  r"2, 

et 

,  .  ,       r2  -+-  r'2  —  r"' 

xx  -+-  yy  -+-  zz  = ; 

,    /,         ,    „        ,   „         ,.         ,          ,        ,    ,                        ,    »        r'2  -+-  r""'  — r' 
x'x  -\- y' y  -+-  z'  z  —  x  ■  ■+■  y  2  -+-  z2  —  {x  x  -\-y  y  -t-  z  z)  = j 


on  aura,  après  avoir  fait  passer  tous  les  termes  du  même  côté, 

/A+B        C\  C  /  i         i  \  ,   ,         „       „, 

+  {^~  +pr3)  r-+-  ^-pïj  {>'■+,■  2-r»2)-u>=o, 

1      -,a         .r"3/  2  \/-3        r"3)  x 

B  +  C        A  \    „,       A  /  i  i  \,   „ 

\  — 7T. 1 ;  K    H \  ~n ;  I  ('     +  r"2  —  r2)  —  u"2  =  o. 

idt2  \    r"3  r3  j  2  \r'3        r3  /  v 

Donc,  si  l'on  peut  avoir  les  valeurs  de  u2,  u'2,  u"2  exprimées  en  r,  r', 
r"  seulement,  on  aura  trois  équations  entre  ces  trois  dernières  variables 
et  le  temps  t,  à  l'aide  desquelles  on  pourra  à  chaque  instant  déterminer 
la  position  relative  des  Corps. 

3o 


d' 

(r2) 

2 

dt2 

d2i 

>'2) 

2 

dt2 

d2\ 

r"2) 
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IV. 

Or  on  a,  en  différentiant  les  valeurs  de  u1,  u'2,  u"'2 
dxd2x  -+■  dyd2y  ■+■  dzd7z 


udu 


dP 


,  ,  ,       dx'd2x'  -f-  dv'd'r'  -t-  dz'd2z' 


u'  du' 


dt1 


„,  „      dx" d1 'x"  -h  dy' 'd2  y'1 '--t-  dz" '  d2 z" 
»du  =  -  'd?  -■■■ 


donc,  si  l'on  fait  ici  les  mêmes  substitutions  que  ci-dessus,  et  qu'on  sup- 
pose pour  un  moment 

dV  =x'dx  -\-y'  dy  -\-z'dz, 
dV  =  xdx'  -+-ydy'  -t-  z  dz', 
c?V"=  x'dx"  +y'dy"-h  z'dz", 
à  cause  de 

xdx-\- rdy  +  zdz  =  rdr,     x'dx' -t- y' dy' ■+■  z'dz1  =  r'dr',     x"dx"-\- y" dy* -\r  z"dz"  =  r"dr", 


i"du"= 


B  -+-  C       A  . 

rr. 1 r      r  dr  —  A  [-r. 


d\". 


Soit,  pour  abréger, 


dR  = 


dW 


dR"  = 


■dr 


'dr' 


2  r"dr" 


dV, 
h)  dV', 

--k)dY", 
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et  l'on  aura 

r 

r 

r 
de  sorte  que  les  équations  (F)  deviendront 

j  d2(r2)       A  +  B       Je'         i/i  r  \  ,   ,         „        „,,       „1 

— W Tl hA    —  4--    -;; r      r'»  -+-  r"1  —  r2    -t-  R"     =  o; 

2f«'  r"  L  r3         a  \r3        r3  / 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  trouver  les  valeurs  de 

dV,     dV,     dY". 
Pour  cela,  je  fais 

dp  =  x'  dx  -+-  y'  dy  -+-  z' dz  —  x  dx'  —  y  dy'  —  zdz' , 

et  comme  l'on  a 

r2  -+-  r'2  —  r"2 
xx  +  yy  -+-  zz  = ■> 


on  aura,  en  différentiant, 

x  dx'  -+-  y  dy'  -+-  z  dz'  -h  x'  dx  -h  y'  dy  +  z'dz  =  rdr  -+-  r'  dr'  —  r"  dr"  ; 

donc 

,_,       rdr-h  r' dr'  —  r"  dr"  -t-  dp 

BV  = i 


et  ensuite 


JXT.      rdr-\-r'  dr'  —  r"  dr"  —  dp 


dY"=r'dr'-d\, 
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savoir 

„T„       r'  dr1 '  -t-  r"  dr"  —  rdr  —  do 

flV    = ■ 

2 

Tout  se  réduit  donc  maintenant  à  avoir  la  valeur  de  dp  ;  pour  y  par- 
venir, je  différence,  et  j'ai 

d2p  =  x'  d?x-\-y'  d2y  -4-  z'  d2z  —  xd2x'  —  yd2y'  —  zd'z'  ; 

je  substitue  à  la  place  de  d2x,  d-y,  d2z, . . .  les  valeurs  tirées  des  équa- 
tions (A)  et  (B),  et  faisant  les  autres  substitutions  convenables,  je 
trouve 

d2p  i/A  +  B       C       A-t-C       B\/2,     „       „,.      „(i         i\   ,,     D/i        i\    , 

ou  bien 


V. 


Supposons,  pour  mettre  nos  formules  sous  une  forme  plus  simple, 

r'2  -+-  r"2  —  r2                 r2  -+-  r"2  —  r'2  ,       r2  -+-  r'2  —  r"2  „ 
: =p,      =p,                        —=F> 


M'2  _(-  u»2  —  a2  _  M2-t-w"2  —  u12  _    ,       u2 -\- u'2  —  u"2  _    „ 


et  l'on  aura  d'abord,  pour  la  détermination  de  dp,  cette  équation 

(H)  jZ+Cpq-Bp'q'-XpPq^o. 

On  aura  ensuite 

dy=dp"  +  dP^     rfv,=  <*/>'- <*P,     dy„=dp-dP^ 


d'où 
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(/R  =   ^f   +  q{dp"  +  dP), 


Mais 


donc 


rfR'=  — h  q' (dp"—  dp), 


dR"  =  2r,l'     -+- 1" (dP  - d?) 


-g-t  =  -  -  q\      irdr=  dp'  -t-  dp"; 


irdr        •xdr         , ,  ,  ,        ,  „ . 


on  trouvera  de  même 

z.r'dr'        idr' 


q(dp  -+-  dp"), 


ir"dr"       idr"         ,,  ,  ,       ,   . 
— 7i—  =  "TTTr  +q'(dp'+dp); 


de  sorte  qu'en  substituant  ces  valeurs,  et  faisant  pour  plus  de  simplicité 

i'  dQ  =  q'dp'—  q"dp"  —  qdp, 
(I)  ]  c?Q'  =  qdp  -h  q"dp"  -+-  q'dp, 

\  dQ"=  —  qdp  —  q'dp' ■+-  q" dp, 


et  de  là 


Q,     R'=--7-Q',     R"=-4-Q", 


a(À  +  B  +  C)    ,  £Q 


1 

r 

2 

r' 

;a  +  B-t-C) 
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Maintenant  on  aura 

=  7.-V'(P'  +  P"]> 

(r2H-  r'2  —  r"2)  =  qp"; 


donc,  ajoutant  ces  deux  équations,  et  mettant  q"  à  la  place  de  q  —  q'.  on 
;iura 

2-f-  r'2  —  r"2)  =  -  —  p'q'  -h p"q"  ; 


on  trouvera  de  même 


7F  +  ; (^  -  -rj  (r"+r"-  '•')  =  ^  +  /></  +  P'i'; 

donc,  faisant  toutes  ces  substitutions  dans  les  équations  (G)  ou  (F)  des 
Articles  précédents,  elles  deviendront  celles-ci 

^y    -       — C{P'q'-P"q"+   Q)  =  o, 

(K)  {^)-i±B±Ç-B(M+,V-Q')=oJ 

'(r"2)       A-1-B-+-C        .  .  ,  ,       _.,. 

^T-       — M-pq-p'q'+Q")  =  o. 

Ainsi  l'on  pourra,  à  l'aide  de  ces  trois  équations,  déterminer  les  trois 
rayons  r,  r'  et  r"  en  t,  ce  qui  donnera  pour  chaque  instant  la  position 
relative  des  Corps  entre  eux. 

Il  est  bon  de  remarquer  que,  si  l'on  divise  la  première  de  ces  équations 
par  C,  la  seconde  par  B  et  la  troisième  par  A,  et  qu'ensuite  on  les  ajoute 
ensemble,  on  aura  (à  cause  de  dQ  +  c?Q'  +  dQ"  =  o,  et  par  conséquent 
Q  -+-  Q'-f-  Q"=  const.)  celle-ci 

Tx     dHr2)       d2(r'2)       d2(r"2)  _      n.  /  i  i  i   \ 

iL     -rrà +    u  iJ  +     a  /,-  -Â-t-B  +  c:7--,-R^-,-T-v   =  const., 

iCdt2        indt1         zAdt2  \Lr       Br        Ar/ 

laquelle  pourra  tenir  lieu  d'une  quelconque  des  trois  équations  (K). 
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VI. 

On  peut  encore  mettre  les  mêmes  équations  (K)  sous  une  autre  forme 
que  voici. 

Je  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  d(r-),  et  je  l'intègre  en- 
suite pour  avoir 


A  +  B  +  C:/—  C  f(p'q'  —  p"q")d{f*)—C  jQd{r>)-i-  L  =  o, 


L  étant  une  constante  arbitraire. 
Or 

fQd{r*)  =  Qr'-  fr*dQ; 

mais 

dQ  =  q'dp'  —  q"dp"  —  qdp; 

de  plus,  a  cause  de  r2=p'  -\- p" ,  on  aura 

ip'q'—p"q"  )  d(  r2)  -  r'{q'dp'—  q"dp"  ) 

=  —  {P'q'—P"q")  ( dp'-h  dp")  -+-  (p'-hp" )  {q'dp'—  q"dp" )  =  q{p"dp'-  p'dp"); 

de  sorte  que  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

dP  =  q{p"dp'  —  p'dp"  —  r*dp), 

on  aura,  en  négligeant  la  constante  L  qui  peut  être  censée  contenue 
dans  P,  et  divisant  toute  l'équation  par  r2, 

y_2(A  +  B+C)+c/P_    \      q 
dt2  r  \r*  I 

Faisant  de  même 

dP'  =  q'  {p"dp  —  p  dp"  -+-  r'2 dp), 

dP"=  q"(pdp' —  p'dp  ■+-  r"2dp), 
VI.  3i 
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on  trouvera  par  des  opérations  semblables  aux  précédentes 


tfr" 

2(A-f-B  +  C) 

rff 

r' 

</r"2 

2(A+B  +  C) 

<ft2 

r"2 

m5-q' 


Et,  si  l'on  retranche  ces  équations  respectivement  des  équations  (K) 
trouvées  ci-dessus,  qu'ensuite  on  divise  les  équations  restantes  par  r,  /  '. 
r",  on  aura  ces  trois-ci 


dt2  r'-  \         r  r'3 1 


dt2 


VII. 

Nous  avons  donc  réduit  les  six  équations  primitives  (A),  (B)  qui  ren- 
ferment la  solution  du  Problème  des  trois  Corps  pris  dans  toute  sa  géné- 
ralité à  trois  autres  équations  entre  les  trois  distances  r,  r',  r"  et  le 
temps  t.  11  est  vrai  que  ces  réduites  renferment  chacune  deux  signes 
d'intégration  (ce  qui  est  évident  en  substituant  les  valeurs  de  Q,  Q',  Q", 
ou  de  P,  P',  P"  et  de  dp),  et  qu'à  cet  égard  elles  sont  moins  simples  que 
les  équations  primitives;  mais,  d'un  autre  côté,  elles  ont  l'avantage  de 
ne  renfermer  aucun  radical,  ce  qui  me  parait  d'une  grande  importance 
dans  ces  sortes  de  Problèmes. 

Supposons  donc  qu'on  ait  déterminé  par  les  équations  (K)  ou  (M)  les 
trois  variables  r,  r',  r"  en  t;  on  ne  connaîtra  encore  par  là  que  la  posi- 
tion relative  des  Corps,  c'est-à-dire,  le  triangle  que  les  trois  Corps  forment 
à  chaque  instant;  ainsi  il  reste  à  voir  comment  on  pourra  déterminer 
ensuite  l'orbite  même  de  chaque  Corps,  c'est-à-dire,  les  six  variables  x, 
y,  z,  x',  y',  z'. 
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VIII. 

Pour  cet  effet,  nous  remarquerons  d'abord  qu'en  connaissant/-,  r',  r" 
on  connaîtra  aussi  u  u',  u",  et  dY ,  dY1,  dY"  par  les  formules  de  l'Ar- 
ticle V.  De  sorte  qu'on  aura  (  en  mettant/?"  à  la  place  de 


et  v"  à  la  place  de —  )  les  dix  équations  suivantes 

X?  -+-  y2  -+-  z'1  =  r2, 

x'2  +  y'2  -+-  z'2  =  r'2, 

xx'  -+-  yy'  -+-  zz'  =  p" , 

x  dx  H-  y  dy  -+-  z  dz  =  r  dr, 

x'  dx'  -\-  y'  dy'  -+-  z'  dz'  =  r'  dr' , 

x'  dx  ■+■  y'  dy  -+-  z'  dz  =  dY, 

x  dx'  -+- y  dy'  -+-  z  dz' '  =  dY', 

dx2  -+-  dy2  ■+-  dz2  =  u2dt2, 

dx'2  -+-  dy"  -+-  dz'2  =  u'2  dt'!, 

dx  dx'  +  dy  dy'  -t-  dz  dz'  =  v"  df. 

Or,  en  regardant  les  quantités  x,y,  z,  x',  y',  z',  dx,  dy,  dz,  dx' ,  dy' , 
dz'  comme  autant  d'inconnues,  il  est  clair  que  les  équations  précédentes 
ne  suffisent  pas  pour  les  déterminer,  puisqu'on  aurait  douze  inconnues, 
et  seulement  dix  équations;  mais,  si  l'on  joint  à  ces  équations  les  trois 
équations  (D)  de  l'Article  II,  on  aura  alors  une  équation  de  plus  qu'il  n'y 
a  d'inconnues,  et  la  difficulté  ne  consistera  qu'à  résoudre  ces  équations. 

IX. 

J'observe,  à  l'égard  des  équations  de  l'Article  précédent,  qu'elles  ne 
peuvent  tenir  lieu  que  de  neuf  équations,  parce  que,  en  éliminant  quel- 
ques-unes des  inconnues,  il  arrive  que  les  autres  s'en  vont  d'elles-mêmes, 

3i  . 
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de  sorte  qu'on  tombe  par  ce  moyen  dans  une  équation  où  il  n'entre  plus 
que  les  quantités  r2,  r'-,  p", —  Pour  le  prouver  de  la  manière  la  plus 
simple  qu'il  est  possible,  je  prends  d'abord  les  trois  équations 

xdx  ■+■  y  dy  -4-  z  dz  =  rdr, 

x'dx  -+-  y' dy  -+-  z'  dz  =  dV, 

dx'dx  -4-  dy 'dy  -f-  dz 'dz  =  v"dt-, 

et  j'en  tire  par  les  règles  ordinaires  de  l'élimination  les  valeurs  de  dx, 
dy,  dz;  j'aurai,  en  faisant,  pour  abréger, 

a  =  y' dz' —  z' dy' ,  a!  =  zdy'  —  ydz' ,  cc"  =  yz'—y'z, 
$—z'dx' — x'dz',  (3' =  xdz'  —  zdx' ',  fi"  =  zx' —  z'x, 
y  =  x'dy'  —  y'dx',  y'=ydx' — xdy',  y"  =  xy'  —  yx', 
o  =x(y'dz'  —  z'dy')  —  y {x'dz'  —  z'dx')  -+-  z(x'dy'  —y'dx'), 

j'aurai,  dis-je, 

,         a  rdr  -+-  p.'dV  ■+■  a"v"dt2 

dx  = — : , 

o 

,    _  (3/-rfr+(3'rfV+  $"v"dt* 
d 

1    _  ydr  +  y'dV  -h  y"v"dP 
dZ-  g—  

Or  je  remarque  que  l'on  a 

a?  -+-  (3!  -+-  y2  =  {x'2  -h  y'2  +  z'2)  {dx'2  +  dy'2  -h  dz'2)  —  (x'dx'  -h  y'dy'  -h  z'dz')1 
=  r"u'2dt2 —  {r'dr')2, 

a'2  +  fi'1  -\-  y"=  {x3  -t-  y2  -+-  z2)  {dx'2  -4-  dy'2 -h  dz'2)  —  {xdx'  -h  y  dy'  -h  zdz'f 
=  r2u'2dt2—d\'2, 

(x"2-hfi"2-hy"2={x2-hy2-\-  z2)  {x'2-hy'2-h  z")  —  {xx'  -4- yy'  -+■  zz')2 
=  r2r"-p"2, 

aa.'-\-fifi'+yy'={x'dx'  -+- y'dy'  -\-  z'dz')  {xdx'  -4- ydy'  ■+■  zdz'  ) 
—  {xx' -¥ yy' -h  zz'){dx'- ■+■  dy'2-\-  dz'2) 
=  r'dr'dV'  —  p"u'2dt2, 
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aa"  -+-  (3(3"  -t-  yy"  =  (x'dx'  -h  y'dy'  -+-  z'dz')  (xx'  -\-  yy'  -\-  zz') 

—  (xdx'  -hydy'  -+-  zdz')  (x'2  -h y'1  -+-  z'2) 
=  p"r'dr'  —  r'2dV, 

oc'a"-\-  (3'(3"  +  y'y"  =  (xdx'  -+- ydy'  ■+■  z dz' )  (xx'  -+- yy'  -+■  zz' ) 

—  (x'dx' -h y'dy' -h  z'dz')  (x2-hy2  +  z2) 
=  p"dY'  —  r2  r'dr'  ; 

de  sorte  que,  si  l'on  carre  les  trois  équations  précédentes,  et  qu'on  les 
ajoute  ensuite  ensemble,  on  aura,  après  avoir  multiplié  par  §2,  et  fait  les 
substitutions  convenables, 

ô1(dx2+dy2-hdz2)  =  (rdr)2[r'2u'2dt2  —  (r'  dr'f]  + dY2(i2u'2dt2  —  dY'2) 

-+-(v"dt2)2(r2r'2  —  p"2)  +  2rdrdY(r'dr'dY'—p"u'2dl') 

+  ir  dr  v"  dt2(p"  r'  dr' —r'2dY')+zdY  v"  dt2(p"  dY' —r2r'  dr'). 

De  même,  si  l'on  prend  les  trois  équations 

xx  -t-  yy  -\-  zz  —  r2, 

x'x  +  y'y  -t-  z' z  =  p", 

xdx'-hydy'-^-zdz'=  dY', 

et  qu'on  en  tire  les  valeurs  de  x,  y  et  z,  il  est  facile  de  voir  qu'on  aura 
pour  x,  y,  z  les  mêmes  expressions  que  l'on  a  trouvées  plus  haut  pour 
dx,  dy,  dz,  en  y  changeant  seulement  rdren  r2,  dY  en//' et  v"df  en  dY'; 
donc,  faisant  les  mêmes  opérations  et  les  mêmes  substitutions  que  ci- 
dessus,  on  aura  cette  autre  équation 

fr(x2+y2  +  z2)  =  ri[r'2u'2dt2—(r'dr'y~\  +  p"2(r2u'2dt2  —  dY'2) 

+  dY'2(r2r'2—  p"2)  -t-  ir2p" (r'dr'dY'  —  p"u'2dt2) 

-t-  ïr2dY'(p"r'dr'—r'2dY')  +  ip"dY' (p"dY'  —  r2r'dr'). 

Or  on  a 

dx2  -+-  dy2  -+-  dz2  =  u?dv,     et     x2  -+-  y1  ■+■  z2  =  r2 
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donc  on  aura  les  deux  équations  suivantes 

d2u2 dt2  =  (r drf{r'2 u'2dt2  —  r'-dr")  -4-  dY2(r2u"dt2  —  dY'2) 

+  (  v"  dt')2  (  r2  r'2  —  p"2)  +  2  r  drdY[r'dr'  dV  —  p"  iï'dt2) 

+  2rdrv"dl2(p"r'dr'—  r'*d\')  -hidYv"dt2(p"dY'  —  r2r'dr'), 

d'r2  =  ri{r'2u'2dt2  —  r'2dr'2)  +  p"2(r2u'2dl2  —  dY'2) 

-+-  dY''{r2r'2  —p"2)  -t-  2r2p"(.r'  dr'dY'  —  p"  u"dt2) 

-f-  2r'dY'(p" r'dr'  —  r'2dV)  -h  ip" dY'(p"dY'—  r'r'dr'). 

D'où,  chassant  &2,  ou  aura  une  équation  entre  les  seules  quantités 
connues  r2,  r'2, 

X. 

Si  l'on  tire  de  la  dernière  équation  la  valeur  de  §2,  on  aura,  en  rédui- 
sant et  effaçant  ce  qui  se  détruit, 

è2  =  r"(r2ul2dt2  —  r2dr'2  —  û?V'!)'-t-  a/>" r' dr'dV  —  p"'u'2dt2'; 

et,  cette  valeur  de  â2  étant  substituée  dans  l'autre  équation,  on  aura 

r"(r2u"dt'  —  r'dr"  —  dY'2)u2dt2  +  {ip"  r'  dr'  dV  —  p"2u'2  dt2)u2  dt2 
=  (rdr)2{r'2u'2dt2  —  r'2dr'2)  +  dY2(r2u'2dl2  —  dY'2) 

-+-  {v"  dt2)2  {r2  r'2  —p"2)  -+-  irdrdY  (r'  dr'  dY'  —  p"  u'2dï>) 

-t-  zrdrv" df(p"r'dr'  —  r'2dY')  ■+-  7.dYv"dt2{p"dY'—  r2r'  dr'); 

ou  bien,  en  ordonnant  les  termes, 

(r2r'2  —  p"2)  {u2iï2  —  v"2)  dt1  +  {rdr.r'dr'  —  dY  dY' f 

—  \_r'{r'dr')2  —  zp"  r'  dr'  dY'  +  r'2  dY'2]u2dt2 

—  \_r"{rdr)2  —  zp"rdrdY  -t-  r2dY2]u'2dt2 

—  z[p"{rdr.r'dr' '+  dY  dY')  —  r'V  dr'  dY  —  r'2  rdrd\']v"dt2  =  o. 

Or  (Article  V) 

dy=dp^±dpi     et    dyi=dp»-dP 
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de  plus  on  a,  par  les  formules  du  même  Article, 

r2  =  p'-{-p",      r'!  =  p  -+-  p",      r"2  =  p  -t-  p' , 

et  de  même 

u2  =  v'  -+-  v" ,     a'2  =V  ■+-  v",     u"2  =  v  +  v1  ; 

donc,  si  l'on  fait  ces  substitutions,  et  qu'on  suppose  pour  plus  de  sim- 
plicité 

* = /(tt)'  +'{£)'+"{%)'-i'%  -*£)$  +  -©'• 
*='  (^T  -  Kf  )'-"-(§)'  «('3  -'*)£  -(§)'• 

l'équation  suivante  deviendra,  après  avoir  été  multipliée  par  -rj, 

,.,,        „,       ,           „         i  n\  i     ,          «        i  m        ,/*.          ,,   .      ,,,  ,,v       f(lpdij'-hdpt/p"-hdp'dp"-\-r/û'2\2 
(N)     ib(/y  +/)//+//)) (w  +  pr+  ne  )  —  4(2r'H-2V-f-2V)H-  (^-^ — ^r^ — ' — - — ^-!—  )  =  o. 

11  faut  donc  que  cette  équation  ait  lieu  en  même  temps  que  les  trois 
équations  (K)  de  l'Article  V;  de  sorte  que,  comme  elle  ne  contient  d'ail- 
leurs que  les  mêmes  variables  que  les  équations  (K),  et  qu'elle  est  d'un 
ordre  moins  élevé  d'une  unité  que  celle-ci,  on  pourra  la  regarder  comme 
une  intégrale  de  ces  mêmes  équations  (K),  mais  intégrale  particulière  à 
cause  qu'elle  ne  renferme  aucune  nouvelle  constante;  ainsi,  si  l'on  in- 
tègre les  équations  (K)  en  y  ajoutant  les  constantes  nécessaires,  ces  con- 
stantes devront  être  telles  qu'elles  satisfassent  à  l'équation  (N).  De  sorte 
que,  si  l'on  ne  veut  pas  se  servir  de  cette  dernière  équation  à  la  place  de 
l'une  des  équations  (K),  il  faudra  néanmoins  y  avoir  égard  dans  la  dé- 
termination des  constantes;  mais  pour  cela  il  suffira  d'y  supposer  par- 
tout t  =  o. 

Au  reste  nous  ferons  toujours  usage  de  cette  équation  pour  détermi- 
ner la  constante  qui  doit  entrer  dans  la  valeur  de  -£■>  résultante  de  l'inté- 
gration de  l'équation  (H)  de  l'Article  V. 
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XI. 

Reprenons  maintenant  les  équations  (D)  de  l'Article  II,  et  faisant, 
pour  abréger, 

X  =  y  dx  —  x  dy,  X'  =  y'  dx'  —  x'  dy',  X"  =  y"  dx"  —  x"  dy", 
çj.=  z  dx  —  x  dz,  fx'  =  z'  dx'  —  x'  dz',  f."=  z" dx"  —  x" dz", 
v  =  z  dy  —  y  dz,     v'  =  z'  dy'  —  y'  dz',     v"  =  z"  dy"  —  y"  dz", 

on  aura,  après  avoir  multiplié  par  dt, 

X       ï       1" 
C+B  +  Â  =  fld<' 


(0)  £  +  £  +  £.  =  **, 


ï  +  (L  +  (L 
C       B       A 


V  V  V  , 

C^B^Â=cdL 


Or  je  trouve,  comme  plus  haut, 

X2  -+-  \j?  -+-  v-  =  (x1  -+- y1  -+-  z2)  {dx2  ■+-  dy7  ■+■  dz2)  —  (xdx-\-  ydy-h  zdz)2=r2u2dt2—  (rdr)2, 

et  par  analogie 

X'2  ■+■  ;j.'2  -+-  v'2  =  r'2  u'2  dt2  —  (  r'  dr')2, 

l"2  +  \j!' 2 -+-  v"2  =  r"2 u" 2dr-  —  ( r" dr')2; 

je  trouve  de  même 

XV-l-ftfi'4-vv'=  (xx'-i-yy'-hzz')  (dxdx'-h dydy'-¥- dzdz')  —  [x' dx -\- y' dy -\- z' dz)  (xdx'-hydy'-i-zdz' 

=p"V"dt2-dNdv=p»V"dt2-  (4£)\(±)\ 


et  par  analogie 

XX"  -f-  fifj."  -+-  w"  =  p'v'df  —  (  —  )    -+-  (  — 

y~X' -\-\)!\j!' +v'v"=.  pvdt2  —  I -J-\    -l  i-i 
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Donc,  si  l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité, 


n  =  r"  m2  — 


II 


n"=r"2«"s 


rdr 
~dt 

r'  dr' 

~dT 

•"dr" 
dt 


et 


W=p'v'- 
W"=p"v"- 


dp_V  (dp_ 

idtj  \idt 

%dt)  \idt 

dfV  (dp_ 

idtj  \idt 


v>  =TLdt\ 

n*+p.'p."+v'ï"=,Frf/!, 

v"  =  Wdt\ 

II"  -+-  \j.\)"  -+-  vv"  =  Wdt2, 

v"2=a"dp, 

II'  +  [j.fj.'  -4-  w'  =W"dt\ 

en  sorte  que  l'on  ait 

l2  +  {j? 
I'2  -t-  p" 
I"2  -+-  fj."- 

on  aura,  en  carrant  les  trois  équations  (0)  et  les  ajoutant  ensemble, 

n     n'     n"     ?.w     îï'     iW"  .,      , 

(P)  (?  +  W  +  ^  +  ÂB+MT  +  -B(r  =  fl+6"  +  C' 

équation  qui  est  aussi,  comme  l'on  voit,  d'un  ordre  moins  élevé  d'une 
unité  que  les  équations  (K);  et  comme  elle  renferme  la  constante  arbi- 
traire a2-t-62+c2  qui  ne  se  trouve  point  dans  les  équations  (K),  on 
peut  la  regarder  comme  une  intégrale  complète  de  ces  mêmes  équa- 
tions. 

XII. 

On  pourrait  croire  que  l'équation  (E)  que  nous  avons  trouvée  dans 
l'Article  II  pourrait  ainsi,  en  y  substituant  les  valeurs  de  u,  iï  et  u",  don- 
ner une  nouvelle  intégrale,  mais  il  est  facile  de  voir  qu'il  n'en  résulterait 
VI.  32 
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qu'une  équation  identique,  car  l'équation  dont  il  s'agit  se  réduit  d'a- 
bord à 

iO      u'1      u"-        , .       „  /  i  i  i    \ . 

2(A  +  B+C)     _  +  _  +  __     =/; 


G         B         A  '  \Cr       Br'       Ai'"  , 

et,  mettant  pour  u,  u'  et  u"  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (J),  on  aura, 
en  rejetant  ce  qui  se  détruit, 

Q  +  Q'  +  Q"=/, 

ce  qui  ne  renferme  aucune  nouvelle  condition,  car  les  quantités  Q,  Q', 
Q"  sont  déjà  d'elles-mêmes  telles  que  <fQ  -4-  dQ' -h  dQ"  =  o  (Article  V). 
Au  reste,  si  l'on  combine  l'équation 

avec  les  équations  (N)  et  (P),  après  y  avoir  substitué  les  valeurs  de  u, 
u'  et  u",  on  pourra,  par  le  moyen  de  ces  trois  équations,  déterminer  les 
trois  quantités  Q,  Q'  et  Q",  lesquelles  ne  renfermeront  par  conséquent 
que  les  variables  finies  r,  r',  r"  et  leurs  différentielles  premières  dr,  dr', 

dr"  avec  la  quantité  -£■•,  ainsi,  substituant  ces  valeurs  dans  les  équa- 
tions (K),  on  aura  trois  équations  du  second  ordre  entre  les  variables  /■, 
r'  et  r",  dans  lesquelles  il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  la  valeur  de  -j-- 

Donc,  si  à  l'aide  d'une  de  ces  équations  on  élimine  la  quantité  -y-  des 

deux  autres,  on  aura  d'abord  deux  équations  purement  du  second  ordre 
entre  les  variables  r,  r',  r"  et  t;  ensuite,  si  l'on  différentie  la  valeur  de 

-jji  et  qu'on  mette  la  valeur  de-^  dans  l'équation  (H),  on  aura  une  troi- 
sième équation  entre  les  mêmes  variables,  qui  ne  sera  que  du  troisième 
ordfe.  De  sorte  que  l'on  aura,  par  ce  moyen,  pour  la  détermination  des 
variables  r,  r'  et  r",  deux  équations  différentielles  du  second  ordre  et  une 
du  troisième;  et  ces  équations  suffiront,  comme  on  le  verra  dans  un 
moment,  pour  la  solution  complète  du  Problème  des  trois  Corps. 

Nous  croyons  cependant  qu'il  est  encore  plus  simple  et  plus  commode 


DES  TROIS  CORPS.  251 

pour  le  calcul  de  substituer  dans  les  équations  (K)  les  valeurs  de  Q,  Q' 
et  Q"  tirées  des  équations  (J);  car,  quoique  les  équations  résultantes 
puissent  monter  à  des  ordres  plus  élevés  que  le  second,  elles  auront 
toujours  ce  grand  avantage  que  les  variables  s'y  trouveront  peu  mêlées 
entre  elles,  et  que  l'analogie  qui  y  règne  facilitera  beaucoup  leur  réso- 
lution. 

XIII. 

Des  dix  équations  de  l'Article  VIII  il  n'en  reste  donc  plus  que  neuf, 
et  des  trois  équations  (D)  de  l'Article  II,  ou  (0)  de  l'Article  XI,  il  n'en 
reste  plus  que  deux;  de  sorte  qu'on  n'aura  en  tout  que  onze  équations 
pour  la  détermination  des  six  variables  x,  y,  z,  x',y',  z'  et  de  leurs  diffé- 
rentielles^, dy,...;  d'où  l'on  voit  qu'il  est  impossible  de  déterminer  ces 
variables  directement  et  par  les  seules  opérations  de  l'Algèbre;  mais  on 
pourra  en  venir  à  bout  au  moyen  d'une  intégration,  comme  on  va  le  voir. 

Je  suppose  que  l'on  veuille  connaître  les  valeurs  de  x, y,  z;  on  aura 
d'abord  l'équation 

(Q)  x2-+-  j2-+-  z2  =  r2. 

Ensuite,  multipliant  les  trois  équations  (0)  de  l'Article  XI  respecti- 
vement par  À,  [j.,  v,  et  les  ajoutant  ensemble,  on  aura 

X2  -+-  u.2  -+-  v2        11'  +  au.'  -+-  v/        11"  -+-  au."  -+-  vu"        ,    ,        ,  v  , 

£ 1 4j ■  H 4 =  {al+ba  +  cv)dt; 

L  a  A 

ou  bien,  en  faisant  les  substitutions  du  même  Article, 

/n     x¥"     w\ 

(R)      (  -^  -+-  -p-  +  —  1  dt  =  a{ydx  —  x  dy)  -+-  6  [z  dx  —  xdz)  -+-  c{zdy  —  ydz). 

Enfin,  multipliant  les  mêmes  équations  (0)  respectivement  par  z, 
— y,  x,  et  les  ajoutant  ensemble,  on  aura 

lz  —  uy-hiix        l' z — u' y  ■+-  v' x       1"  z  —  u"  y  H-  v"  x 

^~- 1 -^ 1 ^ =  (az  —  by  +  cx)dt. 

Or    il   est  aisé    de  voir   que   l'on    a    \z  —  \x,y  +  vœ  =  o,    et   que 

32. 
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—  X'z  -+-  u.'y  —  y'x  est  la  même  quantité  que  nous  avons  désignée  plus 
haut  par  5  (Article  IX);  donc,  puisqu'on  a  déjà  trouvé  (Article  X) 

§2  _  (r2r>2  _  p'>i)undp  _  rJr'2dr'2+  ip"r'dr'dY  —  r"dV'J, 
on  aura,  en  faisant  les  substitutions  du  même  Article  X, 

(V.z  —  f*'j-t-  v'a;)2=    (pp'  -\-  pp"  +  p'  p"  )u'* -7-    rf<J, 

et  par  analogie 

(,X"-3  —  i>-"y  +  v"xf  =    (pp' -+- pp" -\- p' p")u"'  ■ ^-    <//2. 

De  sorte  que  l'équation  ci-dessus  deviendra 


(S)  T\iï(pp'+pp"+pY)rf1-z  ,  iM(pp'+pp"+p'p")u">-i" =a:       |  ^ 

B  A 

Ainsi  on  aura  trois  équations  (Q),  (R)  et  (S),  à  l'aide  desquelles  on 
pourra  déterminer  facilement  les  valeurs  de  x, y,  z,  dès  qu'on  connaîtra 
celles  de  r,  r'  et  r". 

On  peut  trouver  de  semblables  formules  pour  la  détermination  de  x', 
y',  z' ;  et  même,  sans  faire  un  nouveau  calcul,  il  suffira  de  changer  dans 
les  précédentes  B  en  C  et  C  en  B,  d'accentuer  les  lettres  qui  n'ont  point 
d'accent  et  d'effacer  l'accent  de  celles  qui  en  ont  un,  sans  toucher  à 
celles  qui  ont  deux  accents.  Il  faut  seulement  observer  que  la  quantité  dp 
ne  change  point  de  valeur,  mais  seulement  de  signe,  lorsqu'on  change 
entre  elles  les  masses  A,  B,  C  et  les  lettres  accentuées,  ce  qui  se  voit 
clairement  par  l'équation  (H)  de  l'Article  V. 


XIV. 


Supposons,  pour  abréger, 

rr      n      W"      V 
r  =  ïï  +  -B-  +  T' 


_  y/4  (pp'  +  pp"  +  p'p"  )u"  —  2'         \jMpp'  -hpp"  +  p'p")u"i  —  2" 
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et  l'on  aura  ces  trois  équations 

x2  -+-  y2  -+-  z2  =  r2, 
a  z  —  h  y  -t-  ex  =  Z, 
a(ydx  —  xdy)  -+-  b(zdx  —  xdz)  -+-  c (z dy  —  ydz)  =  T dt . 

Comme  les  constantes  a,  b,  c  sont  arbitraires  (Article  II)  et  ne  dé- 
pendent que  de  la  position  du  plan  de  projection  des  orbites  des  Corps  B 
et  C  autour  du  Corps  A,  il  est  facile  de  voir  qu'on  peut  prendre  ce  plan 
de  manière  que  l'on  ait  b  =  o  et  c  =  o;  car  pour  cela  il  suffira  qu'on  ait 
b  =  oetc—o  au  commencement  du  mouvement,  c'est-à-dire,  lorsque 
t  =  o. 

Supposant  donc  è  =  o  et  c  =  o,  on  aura 

az=Z,     a(ydx  —  xdy)  =  Tdt; 

donc 

Z 

z  =  —  ; 
a 

et,  à  cause  de  x2  -+-  y'-  -4-  s2  =  r2,   on  aura 

Z' 


donc 


de  sorte  qu'en  faisant 


x  +  y  —  r  — 


ydx  —  xdy aTdt 


-y2  a2r2  —  Z" 


aTdt 


a2r2  —  Z* 


y 

—  :=  tang<p, 


et  de  là 


z  /  ,     à  .  /       zj 

— ,       v=t/r2 ;Sincp,       x^zi/r' 

a        J        y  a2       T'  y  rt2 


COS<p. 
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XV. 

Mais  si  l'on  ne  veut  pas  s'astreindre  à  la  supposition  de  è=o  et  c—o, 
ce  qui  oblige  de  prendre  le  plan  de  projection  d'une  manière  détermi- 
née, voici  comment  on  pourra  déterminer  les  quantités  x,  y,  z  avec 
toute  la  généralité  possible. 

Soient 

Iz  —  my  -+-  nx  =  X,       Iz  —  jj.y  -+-  vx  =  Y, 

/,  m,  n,  À,  (x,  v  étant  des  coefficients  indéterminés,  et  X,  Y  deux  nou- 
velles variables;  on  aura 

Y  dX  —  XdY  =  (mv  —  ny.)  (ydx  —  xdy)  -+-  (ni—  h)  (zdx —  x dz)  -+-  (lp  —  m\)  (zdy  —ydz)  ; 

donc,  faisant 

mv  —  nfj.  =  ka,       n). —  lv  =  kb,       lp.  —  m\  =  kc, 
on  aura  l'équation  (Article  XIV) 

YdX  —  XdY=kTdt. 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait 

/(X'  +  Y')  +  g-Z'  =  ^-f-r'  +  *', 

substituant  les  valeurs  de  X,  Y  et  Z  en  x,  y  et  z,  et  comparant  ensuite 
les  termes  qui  contiennent  les  mêmes  puissances  de  x,  y  et  s,  on  aura 
ces  six  équations 

/( l2  -+-  l2)  •+-  ga2  =  i ,  f{lm  -4-  ?.//)  -t-  gab  =  o, 
f(m2-h y.2) -i- gb2  =  i,  f{ln  -+-  Xv)  -+-  gwe  =  o, 
/( n2  H-  v2)  -+-  g-c2  =  i ,      f{mn  -+-  /«/)  -+-  g-ôc  =  o, 

lesquelles,  étant  combinées  avec  les  trois  précédentes,  serviront  à  dé- 
terminer les  neuf  inconnues  l,  m,  n,  X,  p.,  v,/,  g",  k. 
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XVI. 

Cela  fait,  on  aura  donc,  à  cause  de  x2 -h y2 -{- z2  =  r2 ,  l'équation 


d'où 
donc 

Donc,  si  l'on  fait 


YdX  —  XdY  _  fk'ïdt 


r*-eV- 


do 


fh-Tdt 


l/- — 7^-sincp,       X=i/- — ^-^cosa. 


Ainsi  l'on  connaîtra  les  trois  quantités  X,  Y,  Z,  à  l'aide  desquelles  on 
pourra  déterminer  ce,  y,  z. 
Pour  cela,  on  prendra  les  trois  équations 

Iz  —  my-h  nx  —  X,       Iz  —  py  -+-  vx  =  Y,       «3  —  6j  -+-  ex  =  Z, 

et  on  les  ajoutera  ensemble  après  les  avoir  multipliées  respectivement  : 
i°  par//,/X,  ga;  i°  par/m,  fa,  gb\  3°  par//i,/v,  gc;  on  aura  sur-le- 
champ,  en  vertu  des  équations  de  l'Article  précédent, 

z=f{lX  +  lY)  +  gaZ,    y=-f{mX+p.Y)  —  gbZ,     x—f(nX  +  vY)-t-gcZ. 

XVII. 

Maintenant,  comme  on  a  supposé 

on  aura,  en  substituant  les  valeurs  de  ce,  y,  z  qu'on  vient  de  trouver,  el 
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comparant  les  termes  homogènes, 

f(l2  -+-  m* -h  n2)  =  i,  11  -\-mp.+  nv  =  o, 
f[l2  -+-  u.2  -+-  v2)  =  i,  la  -+-  wiè  h-  ne  =  o, 
g-(a2  -+-  b2  -+-  c2)  =  i,         la  +  p.b  -+■  vc  =  o, 

et  ces  équations  devront  être  identiques  avec  les  six  qu'on  a  trouvées  ci- 
dessus  (Article  XV),  et  pourront  par  conséquent  être  employées  à  la 
place  de  celles-là  pour  la  détermination  des  inconnues  /,  m,.... 

Or,  comme  il  faut  satisfaire  en  même  temps  à  ces  trois  autres  équa- 
tions (Article  XV) 

mv  —  nu  =  ka,       ni —  lv^=kb,       ly. —  ml  =  kc, 

je  remarque  que,  si  l'on  ajoute  ensemble  ces  dernières  équations  après 
les  avoir  multipliées  respectivement  :  i°  par  /,  m,  n;  2°  par  ).,  p.,  v,  on 
aura  ces  deux-ci 

h  [la  +  mb  -4-  ne)  =  o,       k  (la  ■+■  yb  -+-  i/c)  =  o, 

lesquelles  s'accordent  avec  la  cinquième  et  la  sixième  des  précédentes; 
ainsi  l'on  peut  déjà  réduire  à  une  seule  les  trois  équations  dont  il  s'agit, 
et  l'on  y  satisfera  par  la  détermination  de  l'inconnue  k.  Or,  si  l'on  ajoute 
ensemble  les  carrés  de  ces  équations,  on  aura 

k2(a2  -+-  b2 -+-  c1)  =  (mv  —  ny)2  +  (ni  —  IvY  +  (ly.  —  ml)' 

=  (  l2  -+-  m-  ■+-  n2  )  (  l2  ■+■  y-2  -+■  v2  )  —  (  Il  -+■  m  p.  +  n  v  )2  =  -^ 

en  vertu  des  six  équations  ci-dessus;  de  sorte  qu'on  aura 

fnja'  -hb2-h  c2 

Donc  il  n'y  aura  plus  qu'à  satisfaire  aux  six  équations  trouvées  plus 
haut  :  c'est  ce  qu'on  pourra  exécuter  de  plusieurs  manières  à  cause  qu'il 
y  a  plus  d'indéterminées  que  d'équations. 
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On  aura  d'abord 


s  ~~  a2  -+-  b2  +  e  ' 
ensuite,  si  l'on  chasse  X  des  deux  équations 

Il  -+-  m;j.  -\-  nv  =  o,       la  -+-  p.b  ■+■  vc  =  o, 

on  aura 

(«m  —  6/)  p.  -+-  (a«  —  cl)v  =  o, 

et,  chassant  fA,  on  aura  de  même 

(6/  —  am  )  1  ■+-  (  bn  —  cm  )  v  =  o, 
d'où  je  conclus  qu'on  aura 

l  =  (cm —  bn)o,     f/.=:{an — cl)  à,     v  =  (6Z —  am)à, 
&  étant  une  inconnue  qu'on  déterminera  par  l'équation 

/(*»-+-,*»  + y»)  =1, 

laquelle  donnera 

/ô2[(cm  —  6n)2  -+-  {an  —  cl)*  -+-  (bl  —  am)2]  =  i; 
mais  on  a 


(cm-k)î+(«/i-c/)î+(è/-am)2  =  (ûî+6!+c1)(/1+mI+n2)-(a/+6m+t,»),=-7- 
à  cause  de 


a2  -+-  62  -+-  c2  =  -?      /'  -t-  -m2  -t-  Ji2  =  -=  »     a/  -l-  6w  +  en  =  o 
g  f 


par  les  équations  ci-dessus;  donc  on  aura 
-  =  r,    ô  =  v^ 


\/a2  -l-  è2  -t-  c 
VI.  33 
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et  il  ne  restera  qu'à  satisfaire  à  ces  deux  équations 

f(  l2  -+-  m2  -+-  n2)  =  i ,     la  +  mb  -+-  ne  =  o. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité, 

a=  hcoset,     h  ==  h  sin  a  cose,     c  =  h  sin  a  sine; 
on  aura 

de  sorte  que 


A=  ^0'  +  62  +  e2, 
et  la  seconde  des  deux  équations  précédentes  deviendra 

/cos  a  -+-  sin  a  (m  cose  -+-  n  sine)  =  o; 

soit  donc 

/  =  sina  sin/;, 

et  l'on  aura,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité /  =  i , 

sin2a  sinV;  -t-  m2  +  n?  =  i,     cos  a  sin-/;  -+-  m  cose  -+-  n  sine  =  o. 

Donc 

m  cos  e  -i-  n  sin  e  =  —  cos  a  sin  ri  ; 

donc 

w:  +  /7.2  —  (m  cose  +  rasine)2  =  (m  sine  —  n  cose)2 

=  i  —  sin2asin2yj  —  cos2a  sin'y;—!  —  sin2/j  =  cos2/i  ; 

et,  tirant  la  racine  carrée, 

m  sins  —  n  cose  =  cosy;  ; 
de  sorte  qu'on  aura 

m  =  sine  cosy;  —  cosa  cosesiny;, 

n  =  —  cose  cos/j  —  cosa  sine  sin yj  ; 

et  de  là  on  trouvera  les  valeurs  de  X,  p.,  y  par  les  formules  précédentes. 
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On  aura  de  cette  manière 

/  =  sina  sinri, 

m  =  sine  costî  —  cosa  cose  sin/î, 
n  =  —  cose  cos/j  —  cosa  sine  sin-/;, 
1  =  sina  cosr,, 

fj.  =  —  sine  sin/]  —  cosa  cose  cos/), 
v  =  cose  sin/)  —  cosa  sine  cosrj. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  clans  les  expressions  de  x,  y  et  z  de  l'Ar- 

z 
ticle  XVI,  il  est  facile  de  voir  que  les  quantités  X,  Y  et  j  ne  sont  autre 

chose  que  les  coordonnées  rectangles  de  la  même  courbe,  qui  est  repré- 
sentée par  les  coordonnées  x,y,  z,  mais  rapportée  à  un  autre  plan  de  pro- 
jection, dont  la  position  dépend  des  angles  a,  z  et  i).  En  effet,  si  l'on  consi- 
dère les  deux  plans  des  coordonnées  x, y,  et  des  coordonnées  X,  Y,  l'angle  « 
sera  celui  de  l'inclinaison  de  ces  deux  plans,  l'angle  -r\  sera  celui  que  la 
ligne  d'interjection  de  ces  plans  fait  avec  l'axe  des  abscisses  x,  et  l'angle  e 
sera  celui  que  l'axe  des  abscisses  X  comprend  avec  la  même  ligne  d'in- 

tersection.  Or,  comme  l'expression  des  coordonnées  X,  Y  et  j  est  plus 

simple  que  celle  des  coordonnées  x,  y,  z,  il  est  clair  que  le  plan  de  pro- 

jection  auquel  appartiennent  les  coordonnées  X,  Y  et  y  est  plus  propre 

que  tout  autre  plan  pour  y  rapporter  les  mouvements  des  trois  Corps,  ou 
plutôt  le  mouvement  relatif  de  deux  de  ces  Corps  autour  du  troisième. 

On  voit  donc  que  la  position  du  plan  de  projection  n'est  point  du  tout 
indifférente,  et  que,  parmi  tous  les  plans  possibles  qu'on  peut  faire  passer 
par  le  Corps  A,  il  y  en  a  un  qui  doit  être  choisi  de  préférence,  parce  que 
les  mouvements  des  Corps  B  et  C  autour  de  A  sont  par  rapport  à  ce  plan 
les  plus  simples  qu'il  est  possible. 

Cette  remarque,  qui  me  paraît  de  quelque  importance  dans  le  Pro- 
blème des  trois  Corps,  n'avait  pas  encore  été  faite,  parce  que  personne,, 
que  je  sache,  n'avait  jusqu'à  présent  envisagé  ce  Problème  d'une  ma- 
nière aussi  générale  que  nous  venons  de  le  faire. 

33. 
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XVIII. 

Nous  prendrons  donc,  à  la  place  des  coordonnées  x,  y,  z,  celles-ci  X, 
Y,  y>  pour  représenter  le  mouvement  du  Corps  B  autour  de  A;  et  comme 
l'on  a,  à  cause  de  h  =  —  (Article  XV), 

X2  -t-  Y2  -t-  (  j  \  =  x2  +  y2  -+-  z1  =  r\ 

il  est  clair  que  f  sera  l'angle  décrit  par  le  Corps  B  autour  de  A  dans  le 
plan  de  projection,  c'est-à-dire,  la  longitude  du  Corps  B  dans  ce  même 

plan;  et  que  y-  sera  le  sinus  de  la  latitude.  Ainsi  on  aura  (Article  XVI), 

à  cause  de/=  i, 

/  —  '  _  j_ 

y/a2  -4-  b2  4-  cJ        f> 
Pour  le  Corps  B  : 

Rayon  recteur  de  l'orbite ;•, 

r       Tdt 

Longitude. 


/Tdt 


2 

Sinus  de  la  latitude -s- 

hr 

Pour  le  Corps  C  : 

Rayon  recteur  de  l'orbite r', 

Longitude 


/Tdt 


Z' 

Sinus  de  la  latitude 7—7 

hr 


Les  valeurs  de  T  et  de  Z  sont  données  par  les  formules  de  l'Article  XIV, 
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et  pour  avoir  celles  de  T'  et  Z'  il  n'y  aura  qu'à  changer  dans  celles-là 
l'accent  zéro  en  '  et  '  en  zéro,  et  ensuite  B  en  C  et  C  en  B. 

Quant  à  la  quantité  h,  c'est  une  constante  arbitraire  qui  dépend  du 
mouvement  initial  des  Corps;  mais  il  faudra  la  prendre  telle,  qu'elle 
s'accorde  avec  l'équation  (P)  de  l'Article  XI,  dans  laquelle  le  second 

membre  est 

a2  +  6'  -+-  c2  =  h2; 

de  sorte  qu'il  n'y  aura  qu'à  prendre  pour  h  la  racine  carrée  de  la  valeur 
du  premier  membre  de  cette  équation  lorsqu'on  y  fait  t  —  o. 

XIX. 

Les  formules  que  nous  venons  de  trouver  servent  à  déterminer  les 
orbites  des  Corps  B  et  C  autour  du  Corps  A  par  rapport  à  un  plan  fixe 
passant  par  ce  même  Corps;  mais  il  faut  voir  encore  comment  on  peut 
déterminer,  par  leur  moyen,  la  position  mutuelle  de  ces  orbites.  Pour 
cela,  nous  commencerons  par  remarquer  que  si  l'on  considère  le  triangle 
formé  à  chaque  instant  par  les  trois  Corps  A,  B,  C,  et  dont  les  trois  côtés 
sont  r,  r'  et  r",  et  qu'on  nomme  Ç,  Ç',  Ç"  les  trois  angles  opposés  à  ces 
côtés,  on  aura,  comme  on  le  sait,  par  la  Géométrie  élémentaire, 

COSÇ  := 

COS  Ç'  = 

C0SÇ"=; 

-j.  ri  1 1 

Or  on  a  (Article  VIII) 

p"  =  xx1  -\-yy'  4-  zz'; 

donc 

xx'  -\-  yy'  -+-  zz' 


r'2  -t-  r"2  - 

-  r' 

!_     P 

2  r'  r" 

r'  r 

r2  -t-  r"2  — 

■  r'- 

1         P' 

2  rr" 

rr" 

r2  -h  r'2  — 

r"' 

'  _/»" 

cos  Ç"  = 


Ç"  étant  l'angle  formé  au  centre  du  Corps  A  par  les  rayons  recteurs  r  et  r' 
des  deux  autres  corps  B  et  C. 
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Qu'on  imagine  maintenant  deux  plans  passant,  l'un  par  le  Corps  A 
et  par  les  deux  points  infiniment  proches  dans  lesquels  s'est  trouvé  le 
Corps  B  au  commencement  et  à  la  fin  du  temps  infiniment  petit  dt,  et 
l'autre  par  le  même  Corps  A,  et  par  les  deux  points  infiniment  proches 
où  le  Corps  C  était  au  commencement  et  à  la  fin  du  même  temps  dt;  ces 
deux  plans  seront  ceux  des  orbites  des  Corps  B  et  C  autour  de  A,  et  ils  se 
couperont  nécessairement  dans  une  ligne  droite  passant  par  le  Corps  A, 
laquelle  sera  donc  la  ligne  des  nœuds  des  deux  orbites. 

Soit  w  l'inclinaison  de  ces  deux  plans  l'un  à  l'autre,  £  la  distance  du 
Corps  B  à  l'intersection  des  deux  plans  ou  à  la  ligne  des  nœuds,  c'est-à- 
dire,  l'angle  compris  entre  le  rayon  r  et  la  ligne  des  nœuds,  et  £'  la  distance 
du  Corps  C  à  la  même  ligne  des  nœuds,  c'est-à-dire,  l'angle  formé  par  le 
rayon  r'  et  la  ligne  des  nœuds;  si  l'on  imagine  une  sphère  décrite  autour 
de  A  comme  centre,  et  que  par  les  points  où  les  deux  rayons  r,  r'  et  la 
ligne  des  nœuds  traversent  la  surface  de  celte  sphère,  dont  nous  suppo- 
serons le  rayon  égal  à  i,  on  mène  des  arcs  de  grands  cercles,  on  aura 
un  triangle  sphérique  dont  les  trois  côtés  seront  H,,  %'  et  Ç",  et  dont 
l'angle  opposé  au  côté  Ç"  sera  w;  de  sorte  qu'on  aura,  par  les  formules 

connues, 

cos  Ç"  =  cos  £  cos  £'  -+-  s'n  i  sm  i'  cos  w  > 

donc 

cos  £  cos  £'-+■  sin  £  sin  £  cos  m  =  ,—i-. 

rr 

Supposons  maintenant  que  pendant  le  temps  dt  le  Corps  B  décrive  au- 
tour de  A  l'angle  infiniment  petit  dO,  et  que  le  Corps  C  décrive  l'angle  d$' , 
il  est  clair  que,  tandis  que  les  lignes  oc,  y,  z,  r  croissent  de  leurs  diffé- 
rentielles dx,  dy,  dz,  dr,  l'angle  2  croîtra  de  d9,  et  l'angle  <d  demeurera 
le  même,  parce  qu'on  suppose  que  la  position  des  plans  des  orbites  des 
Corps  B  et  C  est  la  même  au  commencement  et  à  la  fin  de  l'instant  dt;  de 
même,  en  faisant  croître  les  lignes  x' ,y' ,  z  ,  r'  de  leurs  différentielles  dx', 
dy,  dz',  dr',  il  n'y  aura  que  l'angle  |'  qui  variera  en  croissant  de  dd'.  Or, 
comme  l'équation  précédente  doit  être  identique  et  indépendante  de  la 
loi  des  mouvements  des  Corps  B  et  C,  il  est  clair  qu'on  pourra  y  faire  va- 
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rier  les  quantités  ce,  y,  z,  r  et  Èj  qui  appartiennent  au  Corps  B  indépen- 
damment des  quantités  x',y',  z',  r'  et  Z'  qui  appartiennent  au  Corps  C, 
et  vice  versa  celles-ci  indépendamment  de  celles-là;  d'où  il  suit  qu'en 
faisant  varier  d'abord  x,  y,  z,  r  et  §,  ensuite  x' ,  y',  z',  r'  et  2',  enfin  les 
unes  et  les  autres  en  même  temps,  on  tirera  de  l'équation  dont  il  s'agit 
les  trois  suivantes 

.    „        .,.           y  .    y,          ,  ,,,          (xx'-^-yy'-hzz')dr      x'dx+r'dr-i-z'dz 
(—  sin  £  cos  £  -t-cosEsin£'cos&>)«0  =—  ■ J-^T- -, H — ~ > 

„   .    w       ...        v,             ,,,          {xx'-\-yy'+zz')dr'      xdx'-hydy'-hzdz' 
(—cos£sin£  H- sin£cos£  cos &>;■«&  = ~-J—, 1 : — * ? 

/'/•'-'  rr 

(sin!- sin  £/  +  cosljcosË/  cosw)J9  d9' 

(  xx'  -+-  y  y'  -+-  zz')  dr  dr'       (  x1  dx  ■+■  y'  dy  ■+-  z'dz)  dr' 

r'r'2  rr'2 

{ x  dx'  -+-  y  dy'  -+-  z  dz'  )  dr       dx  dx'  -+-  dy  dy  '  -+-  dz  dz' 
r-iri  rr> 

Donc,  si  l'on  fait  dans  toutes  ces  équations  les  substitutions  de  l'Ar- 
ticle VIII,  on  aura  ces  quatre-ci 

cos  \  cos£'-t-  sin  \  sln  £'  cosw  =  —,  -, 

.  ■„        .,,  y    .    y,  v"dr-\-rd\' 

—  sin  £  cos  £  -4-  cos  £  sin  £  cos  &>  =  —  '- — „   .  ,, —  , 

•»        ■=  ■»        ■=  r2r  d8 

y       .        y,  .y  y,  l)"dl''+    r'rfV 

—  cos  £  sin  £  +  sin  £  cos  £  cos  co  =  —  * ; — tt j 

rr  'du 

.    „    .    .„  .         v,  p"drdr'—d\f.rdr'—  dW'.r'dr-h  rr' v"  dt2 

sin£sin£  +  cos£cos£  cosw  =  - —  — ,  ,.  ,.  ,., 

'        *  r2r'-dddO 

Or  il  est  facile  de  concevoir  que  le  carré  du  petit  espace  que  parcourt 
le  Corps  B  dans  le  temps  dt  est  exprimé  également  par  dx2  +  dy2-+-dzi 
et  par  r-  dû2  +  dr2,  de  sorte  qu'on  aura 


rdQ  =  \Jdx2  -+-  dy2  -+■  dz2  —  dr 

et  par  conséquent  (Articles  VIII  et  XI) 

,„      Jifdv  —  dr2      dt  i/ÏÏ 
d6  =  î =  — \ —  i 
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et  de  même 


,.,  _  sjundt>  —  dr"1  _  dt  sJW 
r'  ■  r'2 

Ainsi  les  seconds  membres  des  quatre  équations  précédentes  seront 
tous  donnés,  dès  qu'on  connaîtra  r,  r'  et  r"  en  t  (Article  cité);  de  sorte 
qu'on  aura  quatre  équations  entre  les  trois  inconnues  '£,  '£,'  et  w,  par  les- 
quelles on  pourra  non-seulement  déterminer  ces  trois  inconnues,  mais 
encore  avoir  une  équation  entre  les  quantités  r,  r',  r",  u,  u',...,  et  cette 
équation  sera  la  même  que  celle  qu'on  a  déjà  trouvée  plus  haut  (Ar- 
ticle X)  par  une  voie  bien  différente. 

XX. 

Supposons,  pour  abréger,  que  les  équations  précédentes  soient  repré- 
sentées ainsi 

cos  £  cos  H' -i-  sin£  sin^'cosw  =  >., 

sin£  cos£'  —  cos£  sinË'cosw  =  u, 

cos£  sinH'  —  sin£  cos£'cosco  =  v, 

sin£  sin£'  -+-  cos£  cos£/cosw  =  —  m, 

en  faisant 

,        p"  p"  dr  -+-  rdX  p" dr'-h-  r' dV' 

rr         ^  r'r'ad  rr'2d9 

_  —  p"drdr'-h  dV.rdr' -+-  rfV.  r'dr  —  rr'v"dP 
r>r'*dBd&  ~~  ' 

il  est  facile  de  réduire  ces  quatre  équations  à  ces  deux-ci 

cos(£±  £')  (iqr  cosw)  =  /±nj, 
sin  (£±£')(izpcosw)  =p.±v, 

lesquelles,  à  cause  de  l'ambiguïté  des  signes,  équivalent  réellement  à 
quatre  équations.  Élevant  ces  deux  équations  au  carré,  et  ensuite  les 
ajoutant  ensemble,  on  a 

[iZÇ.  C0SW)J  =  (/±S3)!-I-  (fi±v)2, 
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d'où,  à  cause  de  l'ambiguïté  des  signes,  on  tire 

—  cos &)  =  Iva  -+-  pv,       i  -+-  cos2o>  =  l2  -H  \j?  -t-  v2  -+-  m2  ; 

de  sorte  qu'éliminant  cosw  on  aura 

i  -4-  (hs  -+-  uv)?  =  X'2  -+-  p.2  +  i/2  +  ra2. 

Si  l'on  substitue  dans  cette  équation  les  valeurs  de  X,  p.,  v,  zs,  comme 

aussi  celles  de  dQ  et  de  dO',  on  aura  une  équation  qui  sera  la  même  que 

l'équation  (N)  de  l'Article  X;  ce  qui  peut  servir  à  confirmer  la  bonté  de 

nos  calculs. 

L'équation 

—  cosgj  =  Irn  -+-  fxv 

donnera 

p'V'dt2  —  dVdY'        W" 

COSC)  = „    ,.    ,..    ,., =  i 

r2r'2dodV  JTLW 

ce  qui  fera  connaître  l'inclinaison  m  des  deux  orbites. 

Connaissant  w,  on  connaîtra  aisément  S,  et  §';  car,  en  multipliant  les 

deux  équations 

cos(£  -+-  £')  (i  —  cos co)  =  1  -t-  m, 

cos(£  —  £')(i  -h  cosw)  =  1  —  ro 
l'une  par  l'autre,  on  aura  celle-ci 

}(cos2J;  ■+■  C0S2^')sin2w  =  X2—  ra2; 
et  de  même  les  deux  autres  équations 

sin (£  +  £')  (i  —  cosu)  =  f*  +  v,      sin(£  —  £')(i  -+-  cosw)  =  ^  —  v, 
étant  multipliées  ensemble,  donneront 

—  j(cos2^  —  cos2^')  sin2w  =  [i.2 —  v2, 
d'où  l'on  tire 

y       ~k2  —  ra2  —  u2  +  v2  w       X2  —  sj2  -I-  w2  —  v2 

C0S2fc= — -1 !         COS  2?'= r-H ? 

sin2co  sin2w 

vi.  34 
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ou  bien,  en  mettant  à  la  place  de  sr2  sa  valeur 

I  -+-  COS2  M  —  l2  —  \1?  —  V2, 

tirée  de  l'équation  trouvée  ci-dessus,  on  aura,  à  cause  de  cos2w=  i  —  sin2w, 

„                      2(V  -h  V2  — i)                           .,,                     2(A2-t-«2—  i) 
C0S2?=IH — -)         C0S2fc/  =  lH r^:, 1 

sin2w  sin-M 

d'où  l'on  tire 


.    .,       <J\  —  X2  —  v-  .    w       Ji  —  l3—  y.2 

sin£=- ; ,      sin£=-ï ; —  ; 

sin&)  sino) 

c'est-à-dire,  en  substituant  les  valeurs  de  X,  \x,  v,  et  faisant  attention 
que  r2d02  =  u2dt2  —  dr2  etr'2dô'2  =  u'2dl2  —  dr'2, 


.    y       J(r2r'2  —  p"2)u'2dt2  —  r2(r'dr')2-i-  ip"  {r'dr1  )  d\~' —  r'2d\'2 


.  ^(rV2  —  p"2)  v?dt2  —  r'2(rdr)2 -+-  ip" (rdr)  dV  —  r2d\2 

r'r1  sinon  dô 

ou  bien  (Article  XIII) 


,e  =  M  (PP'  +  H"  +  P'P"  )u"*  —  '1'i 
2/'\/Trsin63 


sinw  =  M(PP'  +  PP"  +  P'p")u2-Z 


XXI. 

Si  l'on  veut  que  les  trois  Corps  se  meuvent  dans  un  même  plan,  on 
aura  alors  w  =  o,  et  par  conséquent  cosw  =  i  et  sinu  =  o;  donc 

•S  =  Mpp' +PP"  +  P'P")  u"<     2'  =  4(p/>'  4-  pp"  -+-  p'p")u'2, 

et  par  analogie 

2"=  4  (/>/>'  +  pp"  +  p'p"  ) M"2- 

De  sorte  que  les  quantités  Z  et  Z'  (Article  XIV)  seront  nulles,  et  par 
conséquent  les  mouvements  des  trois  Corps  s'exécuteront  dans  le  même 
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plan  que  nous  avons  pris  pour  le  plan  de  projection  (Article  XV11I).  Or, 
si  l'on  substitue  les  valeurs  de  u2,  u2,  u"2  tirées  des  équations  précé- 
dentes dans  l'équation  (P)  de  l'Article  XI,  on  aura  une  équation  en  r,  r', 

r"  et  c-^-,  -^—,   -A  par  laquelle  on   pourra  déterminer  cette  dernière 

quantité  -£:  'substituant  ensuite  la  valeur  de  -£  dans  celles  de  2,  2' ,  2", 
1  dt  dt 

ii  19       /•>      «9  •      -  i      u    i    dr     dr'      dr" 

on  aura  les  valeurs  de  uÂ,  u-,  u  2  exprimées  en  r,  r  ,  r  et  -r-i  -rrt  -r^ 

seulement;  ainsi,  mettant  ces  valeurs  de  u2,  u'~,  u"2  dans  les  équa- 
tions (F)  de  l'Article  III,  on  aura  enfin  trois  équations  en  /•,  r',  r"  et  t, 
lesquelles  seront  simplement  différentielles  du  second  ordre,  au  lieu  que 
les  équations  générales  (K)  de  l'Article  V  montent  au  quatrième  ordre, 
lorsqu'on  les  délivre  des  signes  d'intégration. 

Au  reste  je  crois  que,  dans  le  cas  même  dont  il  s'agit,  ces  dernières 
équations  seront  toujours  préférables,  parce  qu'elles  ont  l'avantage  sin- 
gulier de  ne  renfermer  aucun  radical,  ce  qui  n'aurait  point  lieu  dans  les 
équations  où  l'on  emploierait  les  valeurs  de  u,  u',  u"  déterminées  par 
les  équations  ci-dessus,  valeurs  qui  renfermeraient  nécessairement  des 
radicaux  carrés. 


RÉCAPITULATION. 


XXII. 


Pour  résumer  ce  qui  vient  d'être  démontré  dans  ce  Chapitre,  soient 
nommées  :  A,  B,  C  les  masses  des  trois  Corps;  r,  r',  r"  les  distances  entre 
les  Corps  A  et  B,  A  et  C,  B  et  C;  et  supposant,  pour  abréger, 

rn  -+-  r"2 — r2  ,       r2 -h  r"2 — r'2  „       r2+r12 — r"2 

P=   J  p'= 1  p— 5 


<1     =^1-73=<1-<1 
34. 
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on  aura,  en  prenant  l'élément  du  temps  dt  pour  constant, 

(H)  _£  +  cM-B/>Y-A/»"g"  =  °î 

[  (IQ  =  q'  dp'  —  q"dp" —  q  dp, 

(I)  \  dQ' —   qdp   +  q"dp"-^  q' dp, 

\  dQ"=  —  qdp—q' dp'  ■+- q"dp ; 

/     d'(r*)        A  +  B-t-C  „  ,, 

,v^                    I  rf2('''2)        A+B  +  C       _  .  ,.  „      _,, 

(R)  <-^ p B  (/»g  +p'Y+Q)=°' 

I  d»(r»>)       A  +  B  +  C       .  ,  ,   ,      _„. 

\  ~TdF  '       —7' H-pq-p'q'  +  Q'  >  =  o. 

Ces  équations  serviront  à  déterminer  les  valeurs  des  distances  r,  r',  r" 
en  Z;  après  quoi  on  pourra  trouver  directement  et  sans  aucune  inté- 
gration les  valeurs  de  tous  les  autres  éléments,  d'où  dépend  la  détermi- 
nation des  orbites  des  Corps  B  et  C  autour  du  Corps  A. 

En  effet,  si  l'on  nomme 

u,    \  (  B,  (A, 

u',  \   la  vitesse  du  Corps  l  C,  autour  de  <  A, 


C,  l  B, 


on  aura  d'abord 


M2 

_  a(A-t-B 
r 

+  C) 

-t-CQ, 

u'2 

_2(A  +  B 
r' 

+  C) 

+  BQ', 

u"2 

_2(A  +  B 

+  C) 

+  AQ". 

Si  l'on  nomme  ensuite 

y    l'angle  parcouru  par  le  Corps  B  autour  de  A  dans  un  plan  supposé 
fixe  et  passant  par  A,  c'est-à-dire,  la  longitude  de  B, 
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if    l'angle  de  la  latitude  de  B  par  rapport  à  ce  même  plan, 
<p'  la  longitude  de  C, 
4/  sa  latitude, 

et  qu'on  fasse,  pour  abréger, 

P   =  pp' -4- pp" + p' p" '=  r2 r' "'  —  p"2  =  ~(2 #'2 r'- -+-  ir-r"2-\-  2r"'r"2—  /•«  —  ;•'<  — /•"*) 
=  -  f  (;'+  r' +  r")(r-h  r'  —  r"){r  —  r' -+-  r"){r—  /■'  —  r"), 

d(r>)\>  ,  „,{dp''y  ,  „„(dP<y    j_„dP>        dP"\dp         /dp 

dt       p   dt     dt  \dt 


*='ŒP)V(£)V($)-.(' 
y=P.(^p)-^(|)v,(f)-+,(Pf-/|)|+,...(| 


<4£ 


n"=r"2«"2—  ( 


zdt 

'd(r'^) 
>.dt 


V 

=  P" 

-  w 

\1dtj 

+  (ïJï)! 

w 

=  7>V 

\*dt) 

+  (£)' 

Y" 

=/V 

_idjfy 

\idt) 

(  d9y 

t'11 

supposant 

un  4-  m"2  - 

—  u'        , 

M2  4-  !«"2  —  m'2               „         M2  -4-  M'2  —  £<" 
,  (/'  =  


on  aura  sur-le-champ 


, ,     II       V       W" 

T  ihr  dt  A/'2cos2^ 
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et 


,    ,    n'     ¥      w 

sind/=—  — j— — ,      — f-  = — j-— — 

2fir'  dt  hr  'cos!f 

Il  faut  remarquer  que  ces  formules  renferment  deux  constantes  qui 
ne  sont  pas  arbitraires,  mais  qui  doivent  être  déterminées  par  des  équa- 
tions particulières;  ce  sont  :  l'une  la  constante  h,  et  l'autre  la  constante 

qui  peut  être  ajoutée  à  la  valeur  de  ~  déduite  de  l'équation  (H)  par  la 
voie  de  l'intégration. 

Voici  donc  les  équations  qui  serviront  à  déterminer  ces  constantes 

(N)      y&W-^2^2'^lU'')+{^'+dPdP^dp'dp"+d?y=o, 
en  supposant 

U  =  vv' -\- vv" -\-  v\>"=  u2u'2  —  e"2;=i('2  w2w'2-f-  2«!«"!  -+-  2M/jk"1  —  u*  —  m'4  —  u"f) 

et 

n     ir     n        fw  .  v      W" 


C'       B2        A-        "\AB       AC        BC 

On  pourrait,  si  l'on  voulait,  employer  ces  équations  à  la  place  de 
deux  quelconques  des  équations  (K);  mais,  comme  elles  sont  assez  com- 
pliquées, il  vaudra  mieux  ne  s'en  servir  que  dans  la  détermination  des 
constantes  dont  il  s'agit;  et  pour  cela  il  est  clair  qu'on  y  pourra  sup- 
poser partout  t  =  o. 

Or  si,  pour  plus  de  simplicité,  on  suppose  que,  lorsque  t  =  o,  on  ait 

-j-  =  o,  -r-  =  o,  et  que  de  plus  les  rayons  r,  r'  coïncident,  en  sorte  que 

l'angle  Ç"  compris  entre  ces  rayons  (Article  XIX)  soit  nul,  ce  qui  est 
toujours  permis  lorsque  cet  angle  est  variable,  on  aura,  à  cause  de 

r"-  =  r2  -+-  r'2  —  2  rr'  cosK"  (Article  cité), 


dp"  _ 


donc 


r'"=(r'-rf,      -fc 


dp  dp'  dp 

1    =  o,     -4- =0,     -7- 
dt  dt  dt 
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de  sorte  que  l'équation  (N)  deviendra 

16PU-  4(r"v  +  r'V  +  r"  V  )  (§)"+  (3?)'  =  °' 

mais  à  cause  de  r"2  =  (r'—r)2  on  aura  P=o;  donc  aussi  -y-  ==o.  Ainsi 

il  faudra  prendre  la  valeur  de  -y,  en  sorte  qu'elle  devienne  nulle  lorsque 
«  =  o(*). 

L'équation  (Pj  se  simplifiera  aussi  beaucoup  par  les  mêmes  supposi- 
tions, et  elle  deviendra 

,         r' u2        r'2u'2        r"2u"2  (  pv         p'v'        p"v" 

P    )  II2  3= 1 1 -+-  2      — 1-  — h  — 

C2  B2  A2  UB        A(J  BC 

où  il  faudra  prendre  pour  r,  r',  r",  u,  u'.,  u"  les  valeurs  qui  répondent 
à  t  =  o. 

Quant  aux  constantes  qui  pourront  entrer  dans  les  valeurs  de  Q,  Q' 
et  Q",  elles  seront  entièrement  arbitraires  et  ne  dépendront  que  des 
valeurs  initiales  de  u,  u',  u",  qui  sont  à  volonté. 

Enfin,  si  l'on  nomme  encore 

dû  l'angle  élémentaire  décrit  par  le  Corps  B  autour  du  Corps  A  dans 

l'instant  dt, 
dô'  l'angle  correspondant  décrit  par  le  corps  C  autour  de  A, 
w     l'inclinaison  mutuelle  des  orbites  des  Corps  B  et  C  autour  de  A, 
£     la  distance  du  Corps  B  au  nœud  de  ces  deux  orbites, 
£,'     la  distance  du  Corps  C  au  même  nœud. 


de  _  yn     <w_  _  vjr 

dt  ~   r2  '      dt  ~    r'2  ' 


Y"  s/^Pu'2-!'  .    „        JLVtf  —  2 

rnsr.)—  ;      sin£  = ='       sin£  —  -^ —    — —  ■ 

y'nil'  2fsinaiy/II'  2/''sir)6>y/II 

(*)  Il  faut  remarquer  que,  dans  le  cas  dont  il  s'agit  ici,  l'équation  (N)  est  encore  satisfaite 
si  l'on  prend 

(Note  de  l'Éditeur.) 
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CHAPITRE  II. 

SOLUTION    DU    PROBLÈME    DES    TROIS    CORPS    DANS    DIFFÉRENTS    CAS. 

XXIII. 

Nous  allons  examiner  dans  ce  Chapitre  quelques  cas  particuliers,  où 
le  Problème  des  trois  Corps  se  simplifie  beaucoup  et  admet  une  solution 
exacte  ou  presque  exacte;  quoique  ces  cas  n'aient  pas  lieu  dans  le  Sys- 
tème du  monde,  nous  croyons  cependant  qu'ils  méritent  l'attention  des 
Géomètres,  parce  qu'il  en  peut  résulter  des  lumières  pour  la  solution 
générale  du  Problème  des  trois  Corps. 

XXIV. 

Le  premier  cas  qui  se  présente  est  celui  où  les  trois  distances  r,  r',  r" 
seraient  constantes,  en  sorte  que  le  triangle  formé  par  ces  Corps  demeu- 
rât toujours  le  même  et  ne  fît  que  changer  de  position. 

On  aura  dans  ce  cas 

dr=o,      dr'=o,      dr"=zo, 

et  par  conséquent  aussi 

dp  =  o,      dp1  =  o,      dp"  =  o  ; 
donc  les  trois  équations  (K)  deviendront 

A-t-B-4-C       „.   .  .        .,  „      _, 

(a)  {  -, hB(pq+p"q"  +  Q')  =o, 

A  -H  B  +  C       .  ,  ,  ,      -  „ , 
-p, hA(— pq  —  p'q'+Q")  =  o; 

d'où  l'on  voit  que  les  quantités  Q,  Q',  Q"  seront  pareillement  con- 
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stantes,  en  sorte  qu'on  aura 

dQ  =  o,     dQ'  =  o,     dQ"  =  o, 

moyennant  quoi  les  équations  (I)  se  réduiront  à  celles-ci 

q  dp  =  o,     q'dp  =  o,     q"dp  =  o, 

lesquelles  donneront,  ou  q  —  o,  q'=o,  q"=o,  ou  dp  —  o.  Examinons 
séparément  ces  deux  cas. 

XXV. 

Soit  d'abord 

q  =  o,     q'=  o,     q"  =  o; 
donc 

/•  =  ;•'  =r  r"  ; 

de  sorte  que  le  triangle  formé  par  les  trois  Corps  sera  équilatère;  les 
équations  (a)  donneront  donc 

CQ  =  BQ'  =  AQ"  =  -  ^.±A±_C , 

et,  ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  formules  (J),  on  aura 

,.      À  +  B  +  C 

u1  =  u2  =  u  2  = 

r 

Maintenant  on  aura 

r2  ,         ..       u- 

P  =  P  =P  =-■>     v  =  v'  =  v'  =  -; 


donc 


v-?IÏ,    U-—  • 

4  '  4  ' 


de  plus  l'équation  (H)  donnera  -£  =  o,  par  conséquent 


a  étant  une  constante  arbitraire  qui  doit  satisfaire  à  l'équation  (NJ. 

Or  on  trouve 

l=Z'  =  I"=r><x2; 
VI.  35 
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de  sorle  que  l'équation  dont  nous  parlons  deviendra 

9  r*  u'  —  6  r2  u2  câ  -4-  a'  =  o, 

c'est-à-dire, 

(3r2M2  —  a2)2  =  o, 

d'où 

a'  =z  3  r2  u2  =  3  (  A  -+-  B  -+-  C  )  r. 

Ainsi  l'on  aura  satisfait  à  toutes  les  équations  du  Problème;  de  sorte 
que  la  valeur  de  r  demeurera  indéterminée;  d'où  il  s'ensuit  que  le  sys- 
tème des  trois  Corps  peut  se  mouvoir  de  manière  que  les  trois  Corps 
forment  toujours  un  triangle  quelconque  équilatéral. 

Ayant  trouvé 

P=-^,     2  =  2'  =  2"=r>a*=3r*u\ 

4 
on  aura 

4Pi<2—  2  =  o,      4P«'2—  l'=zo,      4P«"2—  2"=o; 

donc 

sin^^o,     sin<j/=o; 

d'où  l'on  voit  que  les  trois  Corps  seront  toujours  nécessairement  dans 
un  même  plan. 
On  trouve  ensuite 

II  =  11=   11"=:  /'M2, 

m  =  ¥'  =  ¥"  =  pv  +  -r  =  —. 1 >—  =  r-W  ; 

4  4  4 

donc,  à  cause  de  ty  =  o  et  i|/==  o,  on  aura 


dtp d<s>' / 1        i 

Jt  ~  ~dt  ~  l  C  +  À 


i  \  u2 
B/  Ti' 


mais  l'équation  (P)  donnera 

/    I  I  I  2  2  2    * 

—  \C2       K2       A'        AB       AC        BC, 
ou  bien 

A2=(ïï  +  î  +  ï)2rJM2' 
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par  conséquent 

donc 


dy dw'  u  I  k  -t-  R  -+-  C 

~dt  ~  ~~dt  ~~~  r  —  y  73 

Ainsi  les  Corps  B  et  C  ne  feront  que  tourner  autour  du  Corps  A  avec 
une  vitesse  angulaire  constante  et  égale  à  y  ——, 


R-t-C 


XXVI. 

Examinons  maintenant  l'autre  cas,  où  (-j-  =  o  sans  que  q,  q',  q"  soient 

nuls,  et  substituons  d'abord  dans  les  équations  (J)  les  valeurs  de  CQ, 
BQ'  et  AQ"  tirées  des  équations  (a)  ci-dessus;  on  aura 

A+R+C 

■L(pq  —p  q    U 

(b) 


A 

-4- 

r 

R  +  C 

A 

+ 

R  +  C 

d'où  l'on  voit  que  les  vitesses  relatives  des  Corps  seront  aussi  con- 
stantes, mais  non  pas  égales  entre  elles  comme  dans  le  cas  précédent. 

Or,  puisqu'il  faut  que  -j-  =o,  on  aura  donc  aussi  -*£  =o,  et  l'équa- 
tion (H)  deviendra 

(  c)  Cpq  —  Bp'q'  —  kp"q"  =  o. 

Ensuite  l'équation  (N)  deviendra  (à  cause  de  dr  =  o,  dr'  =  o,  dr"  =  o, 

et  dp  =  o,  dp'  =  o,  dp"  —  o,  dp  =  o) 

i6PU  =  o, 

savoir 

P  =  o,    ou    U  =  o  ; 

35. 
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ainsi,  en  combinant  l'une  ou  l'autre  de  ces  équations  avec  l'équation 
précédente  (c),  on  pourra,  par  leur  moyen,  déterminer  deux  quelcon- 
ques des  trois  indéterminées  r,  r',  r",  et  le  Problème  sera  résolu. 
Supposons  d'abord  P  =  o,  on  aura 

(r+r'+r")(r+  r'  —  r"  )(r  —  r'  -t-  r"  )  (  #•  —  #•'  —  r"  )  =  o  ; 

donc,  puisque  r,  r',  r"  sont  supposées  positives,  on  aura  ces  équations 

/•-+-r' — r"=o,     ou     r — r'+r"=o,     ou     r — /•' — r"=o, 

d'où  l'on  tire 

/■"= /--t- /•',     ou     r'— r-t-  r",     ou     r  =  ;■'+/'"; 

c'est-à-dire,  que  l'une  des  trois  distances  doit  être  égale  à  la  somme  des 
deux  autres,  ce  qui  montre  que  les  trois  Corps  doivent  être  toujours 
rangés  dans  une  même  ligne  droite. 

Imaginons  que  les  trois  Corps  A,  B,  C  soient  rangés  de  suite  dans  la 
même  direction,  en  sorte  que  l'on  ait 


et,  faisant  pour  plus  de  simplicité  r'=  mr,  il  n'y  aura  qu'à  substituer 
dans  l'équation  (c)  mr  à  la  place  de  r',  et  (m  —  i)  r  à  la  place  de  r"; 
l'inconnue  /-  s'en  ira,  et  l'on  aura  une  équation  qui  servira  à  détermi- 
ner m.  On  trouvera  donc 

m2  -+■  (  m  —  i  )2  —  i  .    „ 

p  = i-  =  ( m2  —  m) r2, 

i  -+-  (m  —  i)2  —  m2 
p  = ; c2  =  (  i  —  m  )  r2, 

i  -t-  m2  —  (m  —  i)2 
p  = r2  =  mr-, 

r  2 

li  i        1  i   _        3  m2  —  3  m  -+- 1    i 

C{  ~  \  m2       (m  — i)sJ  "P  ~  ms(m  —  i)3      r»' 

, i       1  i         ffi'-3m!+3m   i 

-  I1  -  (m-i)>J  72  Z 


(m- 
—  m3  i 
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et,  ces  substitutions  étant  faites  dans  l'équation  (c),  elle  deviendra,  après 
avoir  été  multipliée  par  m'2 (m  —  i)2r, 

(d)    C(—  3m2  +3m-i)  +  Bm':m!-3fl!  +  3)-A(»i-i)'(i-  m3)  =  o, 

laquelle  étant  ordonnée  par  rapport  à  m  montera  au  cinquième  degré, 
et  aura  par  conséquent  toujours  une  racine  réelle. 

Il  est  bon  de  remarquer  ici  que,  quoique  nous  ayons  supposé  r"—r'—r, 
la  solution  n'en  renfermera  pas  moins  tous  les  cas  possibles,  à  cause  que 
les  distances  r,  r',  r",  étant  prises  sur  une  même  ligne  droite,  peuvent 
être  positives  ou  négatives,  suivant  la  différente  position  des  Corps. 

Maintenant,  à  cause  de 

dr  =  o,     dr'  =  o,     dr"  =:  o,     dp  =  o, 

on  aura 

2  =  o,     2/=o,     2"=o; 

de  sorte  que,  comme  on  a  déjà  P  =  o,  on  aura 
sinijj:=o,     sinvj/=o, 
ce  qui  montre  que  les  trois  Corps  doivent  se  mouvoir  dans  un  plan  fixe. 

XXVII. 

Supposons  maintenant  l'autre  facteur  U  égal  à  zéro,  on  aura 

U  =  ce'  -t-  w"  -h  </</'=  u?u'1  —  v"-  =  o. 
Or  les  équations  (b)  donnent 

-  _  —  —  —  (A  +  B  +  C)ï"-  f,(p  q  —p  q  )  +  yr2  pq+p  q  ). 

d'où,  en  multipliant  par  r2/-'3,  et  mettant  à  la  place  de  r-  et  r'2  leurs 
valeurs  p'  +  p"  et  p  +  p",  on  aura,  à  cause  de  q"  =  q  —  q', 

r'UC—  r2u"  =  (—  Cqi  -t-  Bg'  —  Aq")V  +  (C/jç  —  B//ijf'  —  Ap"q")p"; 
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mais 

Cpq  —  Bp'q'  —  A.p"q"  =  o 

par  l'équation  (c)  ;  donc  on  aura  simplement 

r"u"  —  r2u"  =  (—  Cq  -+-  B</'  —  A</")P, 

et  l'on  trouvera  de  même  par  analogie 

/■"'m2  —  r2u"-=  (Cq  -+-  Bq'  —  A</")P, 
r"*u'2—r'su"*=  {Cq  +  Bq'  +  Aç")P, 

d'où  il  est  facile  de  tirer 

/>"  u2  —  r2  v"  =  —  Cq  P,     />  "  u'1  —  r'2v"  =  —  Bq'  P, 

et  par  conséquent 

„  __  p"  u2  -hCq?  _  p"  u"  -+-  Bq'  P 
"  -  ,,,  —p-i  ■■> 

donc 

„s  _  p"'u2u'2  -h  p"P(Bq'  u2  -i-  Cqu")  -+-  BCgy'P' 

et  de  là,  à  cause  de  P  =  r2/'-  —p"'2, 

p 

U  =  u2u'2  —  (/'2  =  -^— -  [m2«'-'  —  p"[Bq'  u2  -h  Cqu'2)  —  BCqq'P] 

p 

—  Tr~77[(aS~  Cqp")(u'2  —  Bq'p")  —  BCrVqrqr' 

Mais  les  mêmes  équations  (b)  donnent 

,       r     „       /A-f-B        C 

.,       n    ,    „       /A  +  C        B\     . 

B'--B9'/>    =  1^^— +_jr'*; 

donc,  en  substituant  ces  valeurs  aussi  bien  que  celles  de  q  et  q',  on  aura 


ou  bien 

!_;•'/■  3       r'r 
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O         AR  / j_      j_\       AC  l\_      _T\  _^_  IM]  (j_ 


D'où  l'on  voit  que  l'équation  U  =  o  ne  peut  donner  que  celle-ci  P  =  o, 
l'autre  facteur  de  U  ne  pouvant  jamais  devenir  nul,  à  cause  que  les 
rayons  r,  r',  r"  et  les  masses  A,  B,  C  sont  des  quantités  positives. 

XXVIII. 

L'équation  P  =  o  étant  donc  la  seule  qui  puisse  satisfaire  au  cas  que 
nous  examinons,  ce  cas  n'aura  lieu,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut, 
que  lorsque  les  trois  Corps  seront  rangés  dans  une  même  ligne  droite, 
et  que  leurs  distances  seront  dans  le  rapport  exprimé  par  l'équation  (d). 

Or  nous  avons  déjà  trouvé  que  les  trois  Corps  doivent  se  mouvoir 
dans  un  plan  fixe;  de  sorte  que,  connaissant  la  vitesse  u  du  Corps  B  au- 
tour de  A,  il  n'y  aura  qu'à  la  diviser  par  r  pour  avoir  la  vitesse  angu- 
laire des  Corps  B  et  C;  mais,  si  l'on  veut  faire  usage  des  formules  gé- 
nérales de  l'Article  XXII,  on  remarquera  qu'à  cause  de  P  =  o  on  a 

(Article  XXVII) 

u2  u'2  u": 

r2        r"1         r"2  ' 

mais  les  équations  (b)  donnent 

u2       u'2       u"'       ,  ,       _       _    / 1        I 

(,  B  A  \r        r         r 

donc,  substituant  les  valeurs  précédentes  de  u'-  et  u"2,  et  faisant,  pour 
abréger, 

(A  +  B+C)  (--+-A  + 


C        B        A 
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donc  aussi 

v  =  kp,     v'  =  kp',     v"  =  kp". 

Ainsi  on  aura  (Article  XXII) 

Tlz=kri,     n'=/rr'S     W=kr"i, 
W  =  kp\     ¥'=  kp'\     W"=  kp"'  ; 

mais,  à  cause  de  P  =  o,  on  a 

p'=r'''r"2,     p'*=rir"2,     p":'  =  r2r'-; 


donc 

W  =  kr"r"',     W'=kr'r">,     V"=kr'r'>; 

donc  l'équation  (P)  deviendra 

4,  =  *Y5  +  i£  +  : 


C        R 

d'où 


*={Ï*Î  +  t)^' 


ensuite,  à  cause  de  ^  =  o  et  i|/  =  o, 


e?o        t?q>'        £  /r»        r'2        r"2\ 


XXIX. 


Nous  avons  supposé  ci-dessus  que  les  rayons  r,  r',  r"  étaient  constants, 
et  nous  avons  vu  que  cela  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  deux  cas,  savoir  : 
lorsque  ces  trois  rayons  sont  égaux  entre  eux,  et  lorsque  l'un  d'eux  est 
égal  à  la  somme  des  deux  autres.  Supposons  maintenant  que  ces  trois 
rayons  soient  seulement  dans  un  rapport  constant  entre  eux,  et  voyons 
dans  quel  cas  cette  condition  pourra  avoir  lieu.  Soit  donc 


r  =  mr,     r 
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met  «étant  des  quantités  constantes,  et  l'on  aura  d'abord  (Article  XXII) 

p=u.r2,     p'=(ïr',     p"=p!'r\ 
55  ,       m1  „       us" 

7  ,.3  ï  ;,3  ï  ,,3 

en  taisant,  pour  abréger, 

m1  -f-  n2  —  i  i4-  n2  —  ni2  i-f-.m*  —  ra! 

f-  = : '     f*  = '     u-  = : ' 


Donc  l'équation  (H)  deviendra 

d2p       Cura —  Bw'cj'  —  Au."  m" 

ou  bien,  en  faisant 

A  =  Cfl5J  —  Bf/.'cj' —  Au."m", 

pour  abréger, 

c/2p      X 
dt2        r 

et  intégrant 

rfp  ,  f  dt 

<z  étant  une  constante  arbitraire  égale  à  la  valeur  de  -£  lorsque  t  =  o. 
Ensuite  on  aura 

,A      ,  ,  ,     „  «  <*/■       /     ,  r*\  * 

«O  =  2  (  «  ro   —  fi  oj  )  —  —  eï  la  —  A  |  ~7  )  ~  ' 
,/    »  dr         ,  f         ,   TJA  ofr 

rtQ    =  2  (  U.TS       -+-  f/.    CJ    )—    +H    l«  —  A    |    1  — [■> 

,    „  dr         „(  ,   /VA  rf* 

f/Q"=a(—  fxro—  u'ro)  —  -f-ro   la—  A»  —  1—  ; 

VI.  36 
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donc,  en  intégrant, 

Q,=  _   »(<»»  +  ^>")  ^..^1  ^   +fr, 

Q„=  _  .(-^-^V)  +^  ^  _  x  W  *  +  /(,; 

X-,  £'  et  A"  étant  des  constantes  arbitraires. 

Faisant  toutes  ces  substitutions  dans  les  équations  (K),  et  divisant 
ensuite  la  seconde  par  m-  et  la  troisième  par  ra2,  elles  deviendront 
celles-ci 


rf'(r')       A+C  +  B[i- (fxro  +  p.'WQm]       Bro'   /*/  /VA  dt       B/ff  _q 

2f//2  m3;-  m-  J   \  J    r3  )  r3         w1  ' 

tf'ÇM       B  +  C  +  A[i-t-(^ro  +  p.V)»]       Aro"  /"/  /VA  rfif       Ah"  _^ 

2é^2  re3r  re!  J   \  J    r  )  ''3         «' 

lesquelles  devront  être  identiques;  de  sorte  qu'on  aura  ces  conditions  à 
remplir  : 

A  +  C  -+-  B[i  —  (u.js  -+-  |tx"ro")m] 


A  +  B  -+-  C 1 1  —  u.'vs'  -+-  p."ra"  ) 


B  -f-  C  -t-  A  [  I    -+-  (  fi  BJ  -t-  fiV  )  rt] 


Bro              Ara  ,  .  ,     , 

a°  Lro= r  =  —  >      ou  bien      a  =  o     et     /  =  o; 

ni1  ?i- 

Ces  deux  dernières  conditions  peuvent  toujours  se  remplir  par  le 
moyen  des  constantes  indéterminées  k,  k'  et  k";  ainsi  la  difficulté  ne  con- 
siste qu'à  satisfaire  à  celles  des  groupes  i°  et  2°. 

Or,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

â  =  fxfjt'  +  f/fi"  +  fi'  p."  =  —  i(i  +  m+«)(i  +  '«  —  «  )  (  i  —  /n  4-  «  )  (  i  —  //(  —  n  ), 
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on  pourra  réduire  les  deux  équations  du  groupe  i°  à  celles-ci,  par  des 
transformations  analogues  à  celles  de  l'Article  XXVII, 

(e)     (—  Cnr-+-  Bw'—  Am")§  +  ^"A  =  o,     (Cra  -+-  Bn'-  Acj")  ô  —  n'I  =  o. 

Ainsi  il  n'y  aura  qu'à  combiner  ces  deux  équations  avec  celles  du 

groupe  20,  savoir 

_  Bnj'  A  m'  ,  .  •. 

Cro  = = ?     ou  bien     a  =  o     el    A  =  o; 

nr  n' 

ce  qui  fait  deux  cas  que  nous  allons  examiner  séparément. 


XXX. 


Soit  d'abord 


Bro' 

m? 

Aro" 

m2  Cor 
--B-'     et 

ra2C 

donc 


mais  on  a  (Article  XXIX j 

Td  —  Ta'  —  TS 

donc 


w2C     »2C^ 

'    !  i  +  -g-  +  —  ) 


/ 1        m2 


Or  il  est  visible  que  la  quantité  p  -+-  -=-  -+-  -r-  ne  saurait  jamais  de- 
venir nulle,  à  cause  que  les  masses  A,  B,  C  sont  des  quantités  positives; 
ainsi  il  faudra  que  l'on  ait  sr  =  o,  et  par  conséquent  aussi  zs'=  o,  sr"=  o; 
or,  dans  ce  cas,  on  aura  X  =  o,  et  les  deux  équations  (e)  ci-dessus  auront 
lieu  d'elles-mêmes;  de  sorte  que  toutes  les  conditions  se  trouveront 
remplies,  et  le  Problème  des  trois  Corps  sera  résoluble  exactement  dans 

l'hypothèse  de 

w  =  o,     ro'  =  o,     m"  =  o, 

36. 


28i  ESSAI   SUR   LE  PROBLÈME 

ce  qui  donnera 

n  =  m  =  i, 

et  par  conséquent 

r  =  r'=  r", 

c'est-à-dire,  les  distances  entre  les  Corps  égales  entre  elles,  comme  dans 
le  cas  de  l'Article  XIV;  mais  avec  cette  différence,  que  dans  le  cas  pré- 
sent elles  peuvent  être  variables. 

Pour  connaître  le  mouvement  des  Corps  dans  ee  cas,  on  reprendra  les 
équations  différentielles  de  l'Article  XXIX,  lesquelles,  en  faisant 

/=C/f  =  B/1'=A/f", 

se  réduisent  à  cette  équation  unique 

d'(r')       A  +  B  +  C        . 
ïdf  r  J 

Multipliant  par  d(r'2),  et  intégrant  ensuite,  on  aura 

[^J-»(A  +  B  +  C)r-/r.=  H, 

H  étant  une  constante  arbitraire;  et  de  là 
.  rdr 

moyennant  quoi  on  connaîtra  t  en  r,  et  vice  versa,  r  en  t. 
Maintenant,  puisque  sr  =  o,  ix'=o,  sr"=o,  on  aura 

Q  =  *,     Q'=/f',     Q"  =  f>"; 

donc  (Article  XXII) 

„,       2  (A  +  B  +  C)        „ 


De  plus,  ayant  X  =  o,  on  aura 


dp 

dl 
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et  cette  constante  a  devra  être  déterminée  en  sorte  qu'elle  satisfasse  à 
l'équation  (N);  on  peut  donner  pour  cela  à  t  telle  valeur  qu'on  voudra; 
mais,  en  ne  faisant  aucune  supposition  particulière,  l'équation  (N)  devra 
être  identique  avec  celle  que  nous  avons  trouvée  ci-dessus  pour  la  déter- 
mination de  r,  et  leur  comparaison  donnera  la  valeur  de  a. 
En  effet,  à  cause  de  r  =  r'=  r",  on  aura 

i'2 

p  =  p=p  =-; 

donc 

4  ' 
et  de  même,  à  cause  de  u  =  u'=  u",  on  aura 


donc 

Su' 


V-   4 


ensuite 


v       v,       v»       r' /2.rdr\'  /rdr\2        ,   .       „    „  / rdr\-        „   . 

i=I=2  =ihr)  +rXdT)  +'  "  =3'  br)  +'"^: 

et  l'équation  (N)  deviendra 

9,.«M<_6M'|3r^^fj  -+- r'a'J -4- ^3  (^j   +  «2J=o, 
ou  bien 


d'où  l'on  tire 


3;,2m2  —  3  , 


3;'2m2— 3  (  1-t- )  —  a2=o. 


Or  on  a  déjà  trouvé 

,       afÂ  +  B  +  C) 


-fi 
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donc,  substituant  cette  valeur  et  résolvant  l'équation,  il  viendra 

,  rdr 

dt  = 


\J  —  ~  +2(A  +  B  +  C)i'+/r; 
Comparant  donc  cette  équation  avec  la  précédente,  on  aura 


H=-7 


et  par  conséquent 


a=^—3R; 


d'où  l'on  voit  que  H  doit  être  nécessairement  une  quantité  négative. 
On  aura  ensuite 

U  =  W  =  II"  =  r*u>  -  (^ 

donc  l'équation  (P)  deviendra 


3  \C       B       A 

d'où  l'on  tire 

,        a.  (  i       i        i 


Or,  puisqu'on  a  déjà  trouvé 


et  que 


2<w):+'"a% 


2  =  2'  ==  2"  =  3  r*  u2  ; 
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d'ailleurs  on  a 

4  P  =  3  r\     et     u  =  u'  =  u"  ; 

donc  on  aura 

4Pm'-2  =  o,     4Pm'2-2'  =  o,     4Pm"2  — 2"=o; 

et  par  conséquent 

sin4'  =  o,       sini^'=o, 

c'est-à-dire, 

4<  ==  o,       ty  =  o; 

ce  qui  montre  que  les  Corps  B  et  C  doivent  se  mouvoir  dans  un  même 
plan  fixe  passant  par  le  Corps  A. 

Maintenant,  si  l'on  substitue  dans  les  expressions  de  ~  et  -S-  les  va- 
leurs de  17,  n',  W,  W,  W"  et  de  h  trouvées  ci-dessus,  on  aura 

dt~~  dt  ~  ,.2^3' 

et  par  conséquent,  en  substituant  la  valeur  ci-dessus  de  dt, 

dr 


V- 


6(A  +  B  +  C)         3f 
— -  r  -4-  -4  i' 


qui  est  l'équation  polaire  d'une  section  conique  rapportée  au  foyer,  et 

dans  laquelle  — — ^j. est  le  grand  axe  et      .    "^ — -,-  le  paramètre. 

Ainsi  les  Corps  B  et  C  décriront  dans  ce  cas  autour  du  Corps  A  deux 
sections  coniques  semblables  et  égales,  dont  J'espèce  et  la  forme  dépen- 
dront des  quantités  arbitraires/et  «,  lesquelles  pourront  se  déterminer 
par  les  équations 

«>=3r'u>.-  3  [-j-  ),     f—u- , 


,  dt  _ 
en  donnant  à  u,  r  et  -j-  les  valeurs  qui  conviennent  au  premier  instant. 
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XXXI. 

Reste  à  examiner  le  cas  où  a  =  o  et  ).  =  o;  or  la  supposition  de  ).  =  o 
réduit  d'abord  les  équations  (e)  à  celles-ci 

—  Cm  -t-  Bro'  —  A  te"  )  ô  =  o,     (Cet  -t-  Bro'  —  An/')  ô  =  o, 

lesquelles  donnent  ou 

ô  =  o, 

ou  bien 

Cnr-l-Bnî' — Asj"=o,     et     Cro-t-Bro' — 'A.tb"=o, 

c'est-à-dire, 

Cgj  =  o     et     Bn' — A5j"=o. 

Or  j'observe  d'abord  que  ces  deux  dernières  équations  sont  inutiles; 
car  on  aurait  d'abord  zs  =  o,  ensuite,  à  cause  de  nr"=  zs  —  zs',  on  au- 
rait zs"=  —  zs';  de  sorte  que  l'équation  Bsr'— As?"=o  deviendrait 
(B-+-A)w'=o,  ce  qui  donnerait  zs'=o\  on  aurait  donc  zs  =  ar'=sr"=o, 
ce  qui  rentre  dans  le  cas  que  nous  avons  examiné  ci-dessus. 

Il  faut  donc  faire  5  =  o,  de  sorte  que  la  solution  du  Problème  sera 
renfermée  dans  ces  trois  équations 

S  =  o,     1  =  o,     a  =  o. 
La  première  donnera  (Article  XXIX) 

(i  +  m  +  n)  (i  +  m  —  n  )  (  i  —  m  -4-  n  )  (  i  —  m  —  n  )  =  o  ; 

donc 

i  =fc  m  ±  n  =  o, 

et  par  conséquent 

r  ±  r'  ±  r"  =  o, 

c'est-à-dire,  que  l'une  des  trois  distances  r,  r',  r"  doit  être  égale  à  la 
somme  des  deux  autres,  et  conséquemment  que  les  trois  Corps  doivent 
être  toujours  rangés  dans  une  même  ligne  droite. 

Ce  cas  est  donc  analogue  à  celui  de  l'Article  XXVI,  mais  il  est  plus 
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général,  en  ce  que  les  distances  entre  les  Corps  peuvent  être  variables, 
pourvu  que  leurs  rapports  soient  constants. 

On  déterminera  ces  rapports  par  l'équation  X  =  o,  et  pour  cela  on 
pourra  supposer,  comme  dans  l'Article  cité,  que  les  trois  Corps  A,  B,  C 
soient  disposés  de  suite  dans  une  même  ligne  droite,  en  sorte  que 
r"=r'  —  r,  ce  qui  donnera  n  =  m —  i;  on  substituera  donc  cette  valeur 
de  n  dans  l'expression  de  X  de  l'Article  XXIX,  et  l'on  aura  une  équation 
en  m  qui  sera  la  même  que  l'équation  (d)  de  l'Article  XXVI.  Mais  il 
faut  voir  encore  si  la  condition  de  a  =  o  peut  avoir  lieu;  et  comme  la 
constante  a  doit  être  déterminée  par  l'équation  (N),  tout  se  réduit  à 
savoir  si  cette  équation  peut  subsister  en  y  faisant  a  =  o,  c'est-à-dire, 

(-%-  =  o,  à  cause  de  -£  =  a  —  X  |  —  (Article  XXIX)  et  de  X  =  o. 
dt  dt  J    r 

Or,  en  supposant  -j-  =  o,  et  substituant  pour  r',  r"  et p,  p',  p"  leurs 
valeurs  (Article  cité),  on  aura 

P  =  (  fifi'  4-  fifi"  4-  fi'  y."  )  r\ 

2  =  (  ii  -+-  p-  f-  '  ■+■  V-  y- 2)  r2  \-jj- 

2'  =  {ft'  m'  4-  fifi"2  4-  u"  p2)  r2  (  -jj- 

jirdr 

1"=  (fi"re«  +  fi'fi2  4-  fifi 2)  /'2  l  ~^- 

dpdp'-hdpdp"+dp'dp"-hdp1  „        ,        (zrdr\2 

mais,  par  la  nature  des  quantités  p.,  \jJ,  p.",  on  a 

fi'  4-  ^"  =  i ,     p  -f-  fi"  =  m2,     fi  4-  f.'  =  /i2  ; 
de  plus,  on  a,  en  vertu  de  l'équation  §  =  o, 

fift'  -f-  f.fi"  4-  fi'  !>■"  =  o  ; 

donc  on  aura  aussi 

p.  4-  y!  fi"2  4-  fi"  f.'2  =  o,      p.' m4  4-  fifi"2  4-  fi"  fi2  =  o,      fi"»'  4-  fi'  fi2  4-  fifi'2  =  o  ; 
VI.  37 
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de  sorte  que  toutes  les  quantités  précédentes  P,  I, . . .  seront  nulles,  et 
conséquemment  l'équation  (N)  se  trouvera  vérifiée  d'elle-même. 

XXXII. 

Maintenant  il  est  clair  qu'à  cause  de  a  —  o  et  X  =  o  les  trois  équa- 
tions différentielles  de  l'Article  XXIX  se  réduiront  à  celle-ci 


l~f=o, 


idt* 
en  faisant,  pour  abréger, 

F  =  A-t-B+C(i  —  ,u  V  +  (*■"&"  ), 

f=Ck  =  ^.  =  ^. 
J  m1  n- 

Cette  équation  étant  donc  multipliée  par  d(r2),  et  ensuite  intégrée, 
donnera 


dt 
H  étant  une  constante  arbitraire;  d'où  l'on  tire 

,  rdr 

dt. 


yH-t-aFr-t-//" 


moyennant  quoi  on  déterminera  t  en  r,  et  par  conséquent  r  en  t. 

De  plus,  si  dans  les  équations  (J)  de  l'Article  XXII  on  substitue  les 
valeurs  de  Q,  Q',  Q"  de  l'Article  XXIX,  on  aura,  en  vertu  des  équations 
du  groupe  i°  du  même  Ai'ticle, 


donc 


2  F        .        ,        2  m' F          ,  ,        „,       2  n2  F         ,  ,, 
«'= h/,      u  '  = h  m  J,      u  '  =  — h  m2/; 


2|"-F  „  ,  2f/F  j.  2fJ."F  . 
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De  là  on  trouvera 


W=m<[zYr+fr>-^)']  =  -Jlm>, 


n"=-H/js 

V  =  (S  [aFr  +/>2  -  (^y]  =  -  Hf,.'  =  -  Hm'tf, 

*F'  =  -Hf/2=-Hn2, 
r=-Hu'"=-Hm!, 

à  cause  de 

et  par  conséquent 

fj.7  =  m2n2,     |y.'2  =  rt2,     fi"2  =  /n2. 

Donc,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (P),  elle  deviendra 


d'où 


H    C+  B  +  1\ 


h=     r  +  TT  +  T     R> 


d'où  l'on  voit  que  H  doit  être  une  quantité  négative. 

Or,  à  cause  de  P  =  o  et  de  I  =  o,  I'=  o,  Z"=  o,  on  aura 

sinij/  =  o     et    simj/  =  o, 

ce  qui  montre  que  les  deux  Corps  B  et  C  doivent  se  mouvoir  dans  un 
même  plan  fixe  passant  par  le  Corps  A,  et  l'on  trouvera  ensuite  pour  les 
angles  de  rotation 


c/cp  d(f'  —  H  /  i        m2       n2\  \/—  H 

Tt  ~  ~dï  ~  ~h^  \C  "*"  "B  +  A 


37. 
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Et,  si  l'on  substitue  la  valeur  de  dt,  trouvée  ci-dessus,  on  aura 

dr 


dy  = 


équation  polaire  d'une  section  conique,  rapportée  au  foyer,  dans  la- 
quelle  -^-  sera  le  grand  axe  et  —  ~  le  paramètre. 


XXXIII. 

Nous  venons  donc  de  voir  que  le  Problème  des  trois  Corps  est  réso- 
luble exactement,  soit  que  les  distances  entre  les  trois  Corps  soient  con- 
stantes, ou  qu'elles  gardent  seulement  entre  elles  des  rapports  constants, 
et  cela  dans  deux  cas,  savoir  :  lorsque  les  trois  distances  sont  égales  entre 
elles,  en  sorte  que  les  trois  Corps  forment  toujours  un  triangle  équilatère, 
et  lorsque  l'une  des  distances  est  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  des 
deux  autres,  en  sorte  que  les  trois  Corps  se  trouvent  toujours  rangés  en 
ligne  droite. 

Or,  si  l'on  suppose  que  les  distances  r,  r',  r"  soient  variables,  mais  de 
manière  que  leurs  valeurs  ne  s'écartent  que  très-peu  de  celles  qu'elles 
devraient  avoir  pour  que  l'un  des  cas  précédents  eût  lieu,  il  est  clair  que 
le  Problème  sera  résoluble  à  très-peu  près,  et  par  les  méthodes  connues 
d'approximation;  mais  nous  n'entrerons  pas  ici  dans  ce  détail,  qui  nous 
écarterait  trop  de  notre  objet  principal. 

J'avoue,  au  reste,  qu'on  pourrait  résoudre  les  Problèmes  précédents 
d'une  manière  plus  simple  par  les  formules  ordinaires  du  Problème  des 
trois  Corps  entre  les  rayons  vecteurs  et  les  angles  décrits  par  ces  rayons, 
si  l'on  voulait  se  borner  d'abord  à  l'hypothèse  que  les  Corps  se  meuvent 
dans  un  même  plan  fixe;  mais  il  ne  serait  pas  aisé,  ce  me  semble,  d'en 
venir  à  bout  par  les  mêmes  formules,  si  l'on  supposait,  comme  nous 
l'avons  fait,  que  les  Corps  pussent  se  mouvoir  dans  des  plans  différents. 
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CHAPITRE   III. 

MODIFICATION    DES    FORMULES    DU    CHAPITRE    PREMIER,     POUR     LE    CAS    OÙ     l'ûS 
SUPPOSE    QUE    L'UN   DES   TROIS   CORPS    SOIT    ÉLOIGNÉ    DES    DEUX    AUTRES. 

XXXIV. 

Le  cas  que  nous  allons  examiner  a  lieu  dans  le  Système  du  monde,  par. 
rapport  à  ces  trois  Planètes,  le  Soleil,  la  Terre  et  la  Lune,  dont  les  deux 
dernières  sont  beaucoup  plus  éloignées  de  la  première  qu'elles  ne  le  sont 
l'une  de  l'autre;  mais  nous  ne  considérons  ici  le  cas  dont  il  s'agit  que 
d'une  manière  générale,  et  seulement  pour  voir  quelles  modifications 
cette  supposition  doit  apporter  aux  formules  générales  de  l'Article  XXII. 

Supposons  donc  que  le  Corps  C  soit  beaucoup  plus  éloigné  des  Corps  A 
et  B  que  ceux-ci  ne  le  sont  entre  eux,  en  sorte  que  les  quantités  r'  et  r" 
soient  fort  grandes  par  rapport  à  la  quantité  r;  pour  cela  nous  prendrons 
une  quantité  i,  que  nous  supposerons  constante  et  très-petite,  et  nous 

ferons 

,      R        „      R' 

r  =  -7-,      r"=  —, 
i  i 

en  sorte  que  R  et  R' soient  des  quantités  finies  et  comparables  à  r.  Or,  si 
l'on  nomme,  comme  dans  l'Article  XIX,  Ç"  l'angle  formé  au  centre  du 
Corps  A  par  les  rayons  vecteurs  r  et  r'  des  Corps  B  et  C,  on  aura 


d'où 
ou  bien 

Donc,  si  l'on  fait 


/■  -  =  /■-  —  j.v  r  cosç  +  /■-, 

R'2  =  R2  —  liWrcos'Ç"  -4-  ('/-. 

z  =  rcos'C, 

K'=R;-  2(J{z  +  i»f'; 
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donc 

.,      R2        „,      R2       aRz 

i2  i'  i 

De  là  on  aura 

i        i 
T7  =  ïï' 

i         i        i'izRz  —  ir*)       3ia(aRz—ir2)'       5f4(aRz  —  ir1) 


r"       R  2R3  8R6  16R' 

i  i'z       i3(3zJ— r»)       /4(5z3  —  3zr=) 

— 1 1 H -I-  .  .  . , 

R  R2  2R3  2R4  ' 

1    _  i3 
7r'~  R3' 

i    _  i2  3*'<(2Rz  —  ir'-)        i5/s(2Rz  —  ir1)*    ,    35*'6(2Rz  —  ir1)1 


r"3       R3  2R5  8R'  16R9 

i'3        3r*z       is(i5z'  —  3/-2)       j6(35z3  —  i5zr2) 

= 1 1 H -+-.'.. 

R3         R*  2RS  2R6 

Donc  (Article  XXII) 

R1       Rz  Rz  „      Rz 

r        i2         1         r  1  r         1 

3ifz       z'5(i5z2— 3r2)        j6(35zs  —  i5zr2) 
, 1         i3        3i'z       /'(iôz2  —  3r2)       j6(35z3  —  i5z/'!) 

q  ~  7*~  r1  _  TF  ~        2B7  ïb1 

et  de  là 

3«2z       z3(9z2 — 3r2)       z4(2oz3 —  i2zr2) 

P<i    =  ~~R2  2R7  2^  ~~  "  "  ' 

,  ,  Rz      1       «2z      fa(3z2— r2)      j"(i5z3 — qr2z)      r(35z' — 3oz2/,:-i-3;'< 

/>?  =-7^  +  7  +  ^7+       K3      + ^Rf +-     -jgr- 

Rz       «2z 


M  =-7TT3  + 


z>3       R2 
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Or,  comme pq  est  une  quantité  très-petite  de  l'ordre  de  i2,  etquep'q', 

p"q"  sont  des  quantités  fort  grandes  de  l'ordre  de  -■>  il  est  clair  qu'en 

substituant  les  valeurs  de  ces  quantités  dans  l'équation  (H)  les  termes 
Cpq,  Rp'q',  A/>"<7"  ne  pourront  être  homogènes,  à  moins  que  la  masse  C 

ne  soit  infiniment  erande  de  l'ordre  -,  vis-à-vis  des  deux  autres. 

Supposons  donc  C  =  -^>  et  l'équation  (H)  de  l'Article  XXII  deviendra, 
après  les  substitutions, 

<Pp       i[~(A-l-fi)R       3D~|         B       D(9z2— 3/-;)       ;D(20za  —  iizr*  ) 
JF+J\_        ?  RJJZ~r  âT^  ïR*  °: 

d'où  l'on  voit  que  la  quantité  -X  est  de  l'ordre  de  -■>  de  sorte  que  la 
quantité  -j-  sera  aussi  du  même  ordre. 
Donc,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 
~dv      r~(A-f-B)R      3DT         SB      3D(3z'—  r1)!       .SD(ioz3—6zr2)\ 

^3f=L— p— -- fJ'-It-4-    aR»   J-'L — r^ — J— ■• 


dp  _       a 
dt  i 

et  il  faudra  prendre  la  valeur  de  a  telle,  qu'elle  soit  nulle  lorsque  t=  o. 


XXXV. 

6z'2z  f/R  _  t'[(i5za  —  3r')rfR-  3z</(Rz)]  _ 
R3"-  R'  '"■' 

d(Bz)        idr       i7d(Bz)       z3[3zr/(Rz)  —  Bd(  r')] 
"TT3"-  +    r2    +       Rs       +  IV 

i>[(i5z'—  3r')d{Bz)  —  6Rz</(f')] 

2R5 
;5[(35z3  —  i5zr')  rf(Rz)  —  (i5z2  —  3 r2)R  </(#•')] 

2R6     "  =H~" 


qdp  =  - 
q'  dp1  =  — 


rf(Rz)       i'2</(Rz) 
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De  sorte  que  les  valeurs  de  dQ,  dQ'  et  dQ"  deviendront 


dQ 


idr        .r      d(r2)        3z[</(Rz)  —  a  dt]l 
~7~  +  V  \  R3     +  R< 


.r      3zd(r2)        (i5z2  —  3/-2)r</(Rzi  —  o^Tl 

+îL-"^~+" A? J 

.5 1"      (i5z;—  3r!)rf(r!)       (35z3  —  i5zr2)  [rf(Bz)  —  g</;]  [ 

+  'L"         Tr1  2R6  j  +  ---i 

i  rrf(Rz)-t-<7</n        .  r— 6zJR  +  rf(Rz)  +  o-^  I 

^'=--[-H^ — J+l w~    —]+•••. 

rfQ=7L_  -73— -J-Tr-'![-         -rt-         -]+•••■ 

Donc,  faisant  toutes  ces  substitutions  dans  les  équations  (K),  elles 
deviendront 


(S) 


rf»(r»)       A  +  B      ^fSz2  —  f        /*/      f/O2)       3z[rf(Rz)  — g<fr]\  I 
TdP  ~         [       R3  JV        R3  R'  ,/J 

.     r,5z3  —  qr2z        C(       3z«?(r2)       (i5z2  —  3/-2)  [d(  Rz)  —  cr  rf/  ]\~| 

_        r35z'-3oz2 
2R5 


"35z4  —  3oz2/-2  -+-  3/*' 


+  Çf      ii5z2-3r2U/(;-2ï    |   (35z'-i5zi"j[rf(Rz)-<rrft]\-|     __consU> 

2(R2)         D         RTRz        rd{Kz)-hadn       /(A-4-B^ 
FdP  ~FR  + 711^  ^J  r3  J  R 


const., 


dHW)  _  </2(Rz)        (/2[r2ï  _  _D_ 
iOdt2  ~     idt2  idf         i'2R 


_irDi+A^+Ar^Rz)r^rl 

i  L  K2  r3  J  ''3  J 

_D(3z^^)_A_.rD(5z3-3z,2)+A±Bl  =cQnst; 

2R3  r  l  zR*  R     J 
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dont  les  deux  dernières  se  réduisent  à  celles-ci 

.  ,,     d>(R>,        D        .„  rîîz         rd(1\z)  +  <rdt-~\       /3(A-f-B) 

{h)        '        -       +«B|-  !         — h —     4-...=  const., 


r>  rRz      fe 


/e?2(Rz)       Dz       ,  ,       r, .  TRz        rd(Rz)-hedl 

1p-+W  +  (k  ' 


■  |-B    [   D(3z'-H)    ,  p  /•/      d(r»)   t   3z[rf(Rz)-errff]\-| 
f5z3—  3zr'        H      3zJ(r-)       (i5z2-  3r2)  [(/(Rz)  —  crrff] 


Ainsi  l'on  aura,  à  la  place  des  équations  (K)  de  l'Article  XXII,  les  trois 
équations  (g),  (A)  et  (i),  dans  lesquelles  on  n'a  négligé  que  les  quan- 
tités très-petites  de  l'ordre  de  i3  et  des  ordres  suivants,  et  ces  équations 
serviront  à  trouver  les  valeurs  de  r,  R  et  z  en  t\  moyennant  quoi  le  Pro- 
blème sera  résolu  dans  toute  sa  généralité,  puisqu'il  ne  s'agira  plus  en- 
suite que  de  substituer  ces  valeurs  dans  les  formules  qui  donnent  les 
latitudes  et  les  longitudes  des  Corps  B  et  C  (Article  XXII).  Or,  comme 
la  supposition  de  i  très-petit  simplifie  aussi  beaucoup  les  substitutions 
dont  il  s'agit,  nous  allons  donner  encore  les  valeurs  de  sin <i>,  sin<J/  et 

de  -j-:  -j-i  exprimées  en  r,  R  et  z;  mais  nous  ne  pousserons  pas  la  pré- 
cision au  delà  des  quantités  de  l'ordre  de  i. 

XXXVI. 

Pour  cela  nous  commencerons  par  chercher  les  valeurs  des  vitesses  u, 
u' ,  u";  or,  si  dans  les  équations  (J)  on  substitue,  à  la  place  des  quantités 
CQ,  BQ',  AQ",  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (K),  on  a,  en  général, 

d'(r')       A  +  B  +  C       '  .    ,  , 

('{pq  -p  q), 


B{pq+p"q"), 


^T  +  p-      -A(-pq-p'q'). 

VI.  38 


2 

dt' 

d' 

(r'2) 

2 

dt2 

d2 

(r"2) 

+ 

A 

-1- 

B 

+ 

C 

r 

+ 

A 

+ 

B 

+ 

C 

r' 

A 

4- 

B 

+ 

c 
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Donc,  faisant  ici  les  mêmes  substitutions  que  ci-dessus,  et  supposant, 
pour  abréger, 

d'(r')        A  +  B       l)(3z2  — r2) 


L 


idf  r  R3 


d2(B2)        D 
M=  W  +  R' 


_  c/2(Rz)        (A+B)Rz  _  Dz 
-      dC-  r3  R2  ' 


/D(i5z3  —  gr'z) 


i\V 


M       BRz 

m'2  =  —  -+-  -r-r 

!2  II'3 


„       M        i  /  BR2 

f2         ;  \    r3 


„)  +  [L_ï  +  -<3-r)]: 


Or  on  a 

p—pp+  pp  +  p'p  =  p>-' +pp  —  — ]-2 —  -■> 

donc 

,  _  LR2(/-2— z2)  _  D(r2  —  z2)(i5z3  —  gr'z)  _ 

„    ,         MR2(r=  — zJ)       BR'z(/'-z2) 

I  u    =  -, "  -1 \—, 1-  •  •  • , 

_  MR2(r'-z2)       BR'z(r2  — z2)  _  NR2(r2-z2)  _ 

j4  j'3  r3  j'S 

De  plus,  en  faisant,  pour  abréger, 

n       R'[d'(r2)]2  +  r2[(/(Rz)]2-2Rzc?(Rz)t/(r2)       2g[Rgçy)-/-'t/tRzjJ   ,     .,   . 
1  -  d~F~  +  dt  +  '  J  ' 

A  _  R2[J(Rz)]2  +  r2[c/(R2)]2-2Rzc?(Rz)f/(R2)       3cr[R'rf(Rt)  -Rzt/(K2)j  ., 

A  - _  dP  +  ^  ' 

Rzr(/(R2)rf(r2)  +  [rf(Rz)]2]-J(Rz)rf(R2/-2)        rr[R*d(r')-r'd(lV)\        „      , 


DES  TROIS  CORPS.  299 


v     r     v,     a     ™    a     2A     r 

I-  l4  l*        l3        l* 

donc,  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  sinif  et  sint|/ 
(Article  XX1Ï),  et  faisant  encore 

i        ■>,/   ,        ,1  /»,       •  BRz\        A 
X=  R'(r*-i')(M  +  i— )-■£, 

fi=  R»(r2_z»)N+  -, 


on  aura,  aux  quantités  de  l'ordre  i2  près, 


(0 

ou  bien 

(/') 


.     ,        AJl  +  BJl  —  iu. 
Y  /f(A  +  B)r 

.     , ,       ï'B  iA  —  iu 
Sin*=*(A+B)R' 


sin  ^  =z  ~ 


f>r       2/V(A-+-B)rv/)i 


Sin+=/V(ÂTB)R' 

la  quantité  /£  étant  une  constante  qu'on  déterminera  par  l'équation  (P'), 
comme  on  le  verra  ci-dessous. 

Ainsi  l'on  connaîtra  par  ces  formules  les  latitudes  d>  et  d/  des  Corps  B 
et  C  par  rapport  à  un  plan  fixe  passant  par  A. 

On  voit  par  là  qu'on  aura  à  très-peu  près 

gin  d/  'Br  Br 


sind;        (A-l-B)R       (A-l-B)r' 

ce  qui  donne  un  rapport  bien  simple  et  très-remarquable  entre  les  lati- 
tudes des  Corps  B  et  C. 

38. 
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XXXVII. 

On  trouvera  ensuite 

n  =  Lr*-  (dir2)Y       'D^5z'-9r'z)r' 
\  arff  )  2R4 

n'  =  Hm'-(S)']-- 

n-=  ■  fmp-  (mi)']  +  !■(**!  -nr.-2mr,+  ■"*'>  f R" 

;'  [_  \  2û/   /  J        (3  \    r3  al- 

et,  à  cause  de 

M        i /BRz        N\ 

N        T         B        3D(3z5— i'1) 

v'= r+L 1 71- '-  +..., 

2  «  2  7'  4  R 

„       N         B         3D(3z'  —  r2) 
■2.1        ir  4  " 

ou  aura  de  même  (Article  XXII) 

d(R2)d(l\i) 


+  .  .  .  , 


T.=  .rgB»_(<iy)y  +;u-(JL_"(»';r^\B,+.,.. 

i2 1_    2  \   2a/   /         4J       i  \ar  4B3  / 

Donc,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  -S  et  —f- 
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et  que  l'on  fasse,  pour  abréger, 

NRz         /f/(Rz)V       cr= 

—  5^1  _  3D(3z2  — ;!)z 
'  ~    2f  4R?  ' 

N;-2        d(Ri)d(r') 
y  =  —  LRz  — 1- 


idt1 


p  =  ™-(S 


M-l'^"'1'1"1. 
2  2  aï2 


(m) 


+ 

i(e  + 

B 

r) 

A-f-B 

V 

p 

+ 

kr2  cos2^ 

j'B     /BR3z 

A+~B\    r3 

r) 

r// 


c/f  /rR'cos'd/ 


XXXVIII. 

Voyons  maintenant  comment  on  doit  déterminer  la  constante  k  et  les 
autres  constantes  du  Problème.  Pour  cela,  on  supposera,  comme  dans 
l'Article  XXII,  que,  lorsque  £  =  o,  on  ait 

dr  dr' 

dt         '      dt  '  ' 

par  conséquent 

dr  _  dR dz  _ 

dt         '      dt         '  '     dt         ' 

à  cause  de  z  =  r  eosÇ";  et  l'équation  (P')  de  l'Article  cité  donnera 

•„ /R3        aMRr-+-NR2\ 
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d'où  l'on  tirera  aisément  la  valeur  de  k,  en  ayant  soin  de  rapporter  les 
valeurs  de  R,  r  et  de  M,  N  au  point  où  t  =  o. 

De  plus  on  se  souviendra  que  la  valeur  de  a  doit  être  prise  en  sorte 
qu'elle  soit  nulle  lorsque  t  =  o. 


XXXIX. 

Au  reste  il  est  bon  de  remarquer  que,  dès  que  l'on  aura  trouvé  les  la- 
titudes <J*  et  il/',  on  pourra  avoir  aisément  les  valeurs  des  vitesses  en  lon- 
gitude -r-  et  -3J-  par  le  moyen  des  vitesses  réelles  u  et  u  . 

En  effet,  nommant  dô  l'angle  décrit  par  le  rayon  r  dans  le  temps  dt, 
on  aura,  comme  nous  l'avons  vu  dans  l'Article  XIX, 

u1  dt2  —  r1  dô1  -+-  dr'; 

or  il  est  facile  de  voir  que 

dô2  =  cos*  A  dy2  -+-  d<]>'  ; 

donc 

u"  dt2  =  r2  cos2  <\i  dy'  -+-  r'1  d<\>2  ■+■  dr2, 

donc 


>') 


t  cos  4/ 

donc,  en  substituant  les  valeurs  de  u2  et  u'1,  on  aura 


lu2 

d9     y  /-- 

-m- 

[rdtj 

dt 

et  de  même 

cos^ 

d<f'        y    r" 

-m 

[r'dtj 

c?cp 

v£- 

d<\>2        t  dr  y       ?'D(i5z3  —  gr2z) 
dt2        \rdt)                  2RV2 

dt 

COSijj 

do' 

Vw- 

dy2     (dKV     'Bz 

dt2         \Kdi)  +  r7^ 

dt 

eostV 
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Ces  formules  peuvent  quelquefois  être  plus  commodes  que  les  précé- 
dentes, surtout  lorsque  les  quantités  r,  R  varient  très-peu,  et  que  les 
latitudes  <},  <b'  sont  fort  petites. 


CHAPITRE  IV. 


DE    LA    THEORIE    DE    LA    LUNE. 


§  I.  —  Application  des  formules  du  Chapitre,  précédent 
a   cette   Théorie. 

XL. 

Pour  faire  cette  application,  il  n'y  a  qu'à  imaginer  que  le  Corps  A,  que 
nous  avons  regardé  comme  immobile  et  auquel  nous  avons  rapporté  les 
mouvements  des  deux  autres,  soit  la  Terre,  que  le  Corps  B  soit  la  Lune, 
et  que  le  Corps  C,  que  nous  avons  supposé  beaucoup  plus  éloigné  du 
Corps  A  que  ne  l'est  le  Corps  B,  soit  le  Soleil,  dont  la  distance  à  la  Terre 
est  en  effet  très-grande  par  rapport  à  la  distance  entre  la  Terre  et  la  Lune. 
Ainsi  r&evà  le  rayon  vecteur  de  l'orbite  de  la  Lune  autour  de  la  Terre, 
r'  le  rayon  vecteur  de  l'orbite  apparente  du  Soleil,  et  r"  sera  la  distance 
rectiligne  entre  le  Soleil  et  la  Lune. 

De  plus  ^  représentera  la  latitude  de  la  Lune  par  rapport  à  un  plan 
fixe  que  nous  prendrons  pour  l'écliptique,  et  <|/  représentera  la  latitude 
du  Soleil;  y  sera  la  longitude  de  la  Lune  et  <p'  celle  du  Soleil,  comptées 
à  l'ordinaire  dans  l'écliptique. 

Pour  savoir  quel  est  ce  plan  que  nous  prenons  ici  pour  l'écliptique, 
et  que  nous  avons  vu  dans  le  Chapitre  I  être  celui  par  rapport  auquel 
les  mouvements  des  Corps  B  et  C  sont  les  plus  simples  qu'il  est  possible, 
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nous  remarquerons  que,  d'après  les  suppositions  de  l'Article  XXXVIII, 
on  trouve,  lorsque  t  =  o, 

X  =  o,     [j.  =  o,     'j  =  o  ; 

de  sorte  qu'on  aura  aussi  [Article  XXXVI,  formule  (/)] 

d/  =  o,     ty'—o; 

donc,  puisqu'on  a  en  même  temps  (Article  XXXVlIIj 

dr  dr' 

-}-    =    O,  -y-     =    O,  £       =    O, 

il  s'ensuit  que  le  plan  dont  il  s'agit  est  celui  dans  lequel  le  Soleil  et  la 
Lune  se  trouvent  en  même  temps,  lorsqu'ils  sont  à  la  fois  en  conjonction 
et  dans  leurs  apsides. 

Maintenant,  puisque  nous  avons  fait  (Article  XXXIV) 

,      R 

r'=  -r: 

i 

on  aura 

r         .  r 

de  sorte  que,  si  l'on  suppose  (ce  qui  est  permis)  que  les  valeurs  moyennes 
de  r  et  de  R  soient  égales  à  l'unité,  on  aura  i  égal  à  la  valeur  moyenne 

de  —.,  c'est-à-dire, 
r 

parai I.  © 

i  = : 

parall.  moy.  (î 

or,  en  prenant  67' 3o"  pour  la  parallaxe  horizontale  moyenne  de  la  Lune 

et  9"  pour  celle  du  Soleil,  on  aurait  i=  =^=-  =  ~ô?  ^  très-peu  près;  d'où 

l'on  voit  que  la  quantité  i  sera  en  effet  très-petite. 

Or,  comme  les  observations  nous  apprennent  que  les  orbites  de  la  Lune 
et  du  Soleil  sont  presque  circulaires,  il  est  clair  que  les  variations  des 
quantités  r  et  R  devront  être  fort  petites;  de  sorte  que,  si  l'on  fait 

/■'  =  1  -+-  x,      R=  =  1  +  X, 
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x  et  X  devront  être  des  quantités  assez  petites  par  rapport  à  l'unité;  et 
de  plus  elles  ne  devront  contenir  aucun  terme  constant;  autrement  les 
valeurs  moyennes  de  r  et  R  ne  seraient  plus  égales  à  i,  contre  l'hypothèse. 

Donc  le  carré  de  la  vitesse  angulaire  de  la  Lune  —  sera  à  peu  près  égal 

à  L,  ou  égal  à 

A-f-B  —  D(3z2  —  i), 

et  le  carré  de  la  vitesse  angulaire  du  Soleil  autour  de  la  Terre  -77  sera 
à  peu  près  égal  à  M,  ou  égal  à  D  (Article  XXXVI). 

Mais  on  sait  que  la  vitesse  angulaire  de  la  Lune  est  à  celle  du  Soleil 
environ  comme  i3  à  1 ,  de  sorte  que  leurs  carrés  sont  à  peu  près  entre  eux 
comme  169  à  1;  d'où  l'on  voit  que  la  quantité  D  doit  être  beaucoup  plus 
petite  que  la  quantité  A  -l-B,  et  cela  dans  une  raison  peu  différente  de 
r  à  169.  Donc,  si  l'on  suppose,  ce  qui  est  permis, 

A  -+-  B  =  1 , 

et  que  l'on  fasse 

D  =  x\ 

on  aura  <z  =  —  environ,  et  a2  sera  presque  égal  à  ii\  en  sorte  que  l'on 

pourra  regarder  les  quantités  i  et  a2  comme  du  même  ordre. 
De  plus  on  a,  comme  on  sait, 

le  nombre  §  étant,  par  la  Théorie  de  la  précession  des  équinoxes  de 

M.  d'Alembert,  égal  à  environ  2,  et  par  celle  des  marées  de  M.  Daniel 

5 
Bernoulli  égal  à  -5  donc,  puisque  (Article  XXXIV) 


©=B,     ©  =  C  =  ^, 

r 

VI.  39 
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on  aura 

ainsi  les  quantités  B  et  D  seront  à  peu  près  du  même  ordre  i. 

Au  reste,  pour  ce  qui  regarde  la  vraie  valeur  de  a,  il  faudra  la  déter- 
miner par  le  rapport  connu  entre  le  mouvement  moyen  du  Soleil  et  celui 
de  la  Lune,  rapport  qui  est,  suivant  les  nouvelles  Tables  de  M.  Mayer,  de 

i  is2g°45'4o",  7     à     i6os9°23'5"  — • 

Quant  au  coefficient  S,  qui  est  encore  assez  incertain,  comme  il  se  trouve 
partout  multiplié  par  les  coefficients  très-petits  or  et  i,  il  suffira  de  le  con- 
naître à  peu  près,  puisque  l'erreur  qui  en  pourrait  résulter  ne  serait 
que  de  l'ordre  de  i-. 

XLI. 

On  fera  donc  toutes  ces  substitutions  dans  les  formules  (/),  (g), 
(h),  (i)  du  Chapitre  précédent,  et,  mettant  pour  plus  de  simplicité  y  à 
la  place  de  Rz,  on  aura 

(/>)       ^  =  y(h-x)~t  —  3«sy(h-X)  t 

—  l'a1!  6(i-f-x)~T+|  ï2(h-X)"t—  -(i  +  x)(i+  Xpl 

—  ia«J[ioY!(n-X)-T—  6t(i  +  x)(i  +  X)~7J  —  . . ., 
d'x  -i 

J3Y»(H-Xf*— (i-+-x)(i+Xf*  j 

~ v?  i     r         -1         r  -*- 

—  I  (i-t-X)   V/x-4-  3  I  y(h-X)  ''{du  —  vdt)\ 
ill  ï3(!  +  Xp  —  |y(i  +i)(.+X)"' 
~ia?  j  — 3   fy(H-Xf 'rfi-t-  —  |y'(h-  X)~*(  dx  -  adt) 

f     3  r  -- 

j  (n-x)(n-X)    2(dx  —  <rdt) 


—  VOL' 
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35  --Ï  -±       3  -il 

_-y<(i  +  X)    2_i5y2(i  +  x)(i  +  X)   2-t--(i-+-x)'(i  +  X) 

— -^  rY-'(i+x)_i(/x+^  r(n-x)(n-xf^rfx 

35  r  -- 

+  —     î"(i  +  X)   2(d\—adt) 

i5  r  -1 

I  y(h-x)(h-X)   '{dY  —  vdt) 


+  i'«!ë    ï(i  +  x)    2+/(i-t-x)    "{dY-hedt)     +  ...  =  const., 

d-\  -i      r  -i 

-7—  +  y(i  -+-  x)    '+      (H-x)    l(dx  +  adt) 

-+-  a'7(i+X)"7 

[n-xfT+-Y'(n-X)~T-£(i  +  x)(n-X)~ 

-  |(i  +  X)"'à  +  3  ArCu-Xf  *(</y  —  <7rf0 

'5Y3(n-X)"^-3Y(n-x)(n-Xf^ 

3  rY(H-X)~^x+—  ft'(i  +  Xf*(dY  —  odt) 

\  C{i  +  x)(i  +  X)~^{dY—ffdt) 


l'a' 


3 


Or,  comme  les  quantités  x  et  X  sont  assez  petites,  on  aura  assez  exac- 
tement 


(i  +  x. 


x  3x2  5x3  35  x* 

l~~  7  +  ~8         76"  +  77s" 

-~              3x        i5xJ         35x3 
(n-  x  )     =  i 1 g a~  —  •  ■  •  ' 

2  O  IO 

-j  X         3X>         5X3         35X4 


8  16  128 

3g. 
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v  ,-|  3X       i5X2       35X 

i  -+-X)     —  i 


8  16 

5X       35  X2       io5X3 


i+X)   2  = 

2  O 

X       63  X 


i'i+X)   2  =  i- 


8 
9^  ^  99x* 


Do  sorte  qu'en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes, 
et  mettant  de  plus  dans  les  trois  dernières  la  valeur  de  a  tirée  de  la  pre- 
mière par  l'intégration,  on  aura  trois  équations  en  x,  X,  y  et  t,  qui  seront 
inlégrables,  du  moins  par  approximation,  par  les  méthodes  connues, 
puisque  les  variables  y  seront  toutes  sous  une  forme  rationnelle  et 
entière. 

XLII. 

Ensuite  on  aura  (Article  XXXVI) 

f/2\  --!■       r  -1  -il 

L=— — +;n-x)   -  —^\_3r-(i-+-  X)   !-(i  +  x   (i+X)      |, 

,,       d*X         ,  •-£ 

ir        d2\  -f         ,    ,        „,-f 

IN  =  -J7T+  ï('  +X)    2— 3î2ViI-f-X)     ", 

et  de  là 

i        >ir  /         irv  ,n         !  ,         v>/^  V        '       dX/ch  \         1  f/X2 

X=M[(i-+x)(i+X)-T'g-?(.+X)^+»)+5»-ar^+«rJ-?(i+x)-3ïr 

4-  î'6a2|_ï(i+x)    '(n-X)— Ta(i  +  x)    2J, 
y.=  NaiH_x)(I+X)_¥2]__^+ _____) 

i  ,        „    dx  ld\         \       i  v  dX  /<7y         \ 

-  r  ('  +  X)  777     777  "+-  *     -  T  (  '  +  x)  ^77     777  -  ff  M 


</f  \  dt  2  '  '   dt   \  dt 
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moyennant  quoi  on  aura 

1    .    ,        (i-t-x)~V  r      i&*    ,«\ 
\  sin  ù  =  — } v/>v  — 7=  )> 

[  sin»|/  = * j-i ï-: ; 

enfin  les  formules  de  l'Article  XXXIX  donneront 

\-r=- — ri/L(I+x)    —  (n-x  )     tjâ  —  -Jâ—la-  \—  T  (i+x  )-'(n-X)  '--ïi  +  X    M: 

(i=Si?VM(l  +  X)        (,+  X)    4^~^  +  ,faT(,H- X)    (,  +  Xl     ; 
et  quant  à  la  constante  k,  on  la  déterminera  par  l'équation 

{x)  /.2  =  M(i  -t-X—  2«a2oY)  H-  î'a2ê(H-X)[(i  +  x)~TY  — NJ, 

en  y  faisant  ï  =  o. 

On  se  souviendra  au  reste  que  les  valeurs  de  x,  X  et  y  doivent  être 

prises  en  sorte  que  -t->  -j-,  -r-  soient  nulles  lorsque  t  —  o,  et  que  y  de- 
vienne alors 

Rr=(n-x)T(i  +  Xf; 

de  plus  il  faudra  aussi  que  la  valeur  de  g  tirée  par  l'intégration  de  l'é- 
quation (p)  soit  telle,  qu'elle  s'évanouisse  lorsque  t  =  o. 

§  IL  —  De  V intégration  des  équations  qui  donnent  les  mouvements 
de  la  Lune  et  du  Soleil. 

XLIIÎ. 

Le  Problème  des  mouvements  de  la  Lune  et  du  Soleil  se  réduit  à  la 
recherche  des  quantités  x,  X  et  y,  lesquelles  dépendent  de  l'intégration 
des  équations  (q),  (r),  (s)  de  l'Article  XLI,  à  quoi  il  faut  joindre  l'équa- 
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tion  (p)  comme  subsidiaire.  Si  les  variables  x,  X,  y  ne  se  trouvaient 
dans  les  équations  que  sous  la  forme  linéaire,  l'intégration  serait  facile 
par  les  méthodes  connues;  or  il  est  aisé  de  voir  que  les  termes  où  ces 
variables  se  trouvent  multipliées  entre  elles  sont  tous  fort  petits,  à  cause 
que  les  coefficients  a2  et  i  sont  très-petits  et  que  les  variables  x  et  X  sont 
aussi  supposées  fort  petites;  ainsi  l'on  pourra  d'abord  négliger  les  termes 
dont  nous  venons  de  parler,  pour  pouvoir  trouver  les  premières  valeurs 
approchées  des  variables,  et  ces  valeurs  serviront  ensuite  à  en  trouver 
d'autres  plus  exactes,  et  ainsi  de  suite. 

Pour  donner  un  essai  du  calcul  qu'il  faudra  faire  pour  cet  objet,  nous 
rejetterons  d'abord  dans  les  équations  du  paragraphe  précédent  tous  les 
termes  multipliés  par  i,  et  qui  dépendent  de  la  parallaxe  du  Soleil;  l'er- 
reur sera  d'autant  plus  petite  que  ces  termes  sont  en  même  temps  mul- 
tipliés par  la  quantité  très-petite  a2. 

De  cette  manière,  les  équations  (p),  (q),  (r),  (s)  deviendront 

(a)         -=- =  y(i -t-x)    2  —  3a2Y(i  4-  X)    \ 


(P) 


dt 


dH 
dt- 


3y'(i  +  X)    '-(i+x)(i  +  X)   2 


la: 


-  I(i+X)   -  dx-h  3  I  Yii-t-X)   2  (d\  —  odt)\ 


const., 


.   >      rfx  „,       v ,- 1 

;y)       -r-, 2«!(i+X       =  const., 

'  dt2 


d^ 
1T2 


+  y(h-x)  2  +  a2Y(n-X)   2-t-/(n-x)  2  [d\  -+-  udt)  =  const. , 
où  il  n'y  aura  plus  qu'à  réduire  en  série  les  puissances  de  i  +x  et  i  -+-X. 
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XL1V. 

Négligeons  encore  les  produits  de  deux  ou  de  plusieurs  dimensions 
de  x  et  X,  on  aura,  à  la  place  des  équations  précédentes,  celles-ci 


(h           i                      3x        qct'X 
-5-=yi  —  3  a2 h 

dt  \  2  2 

d2x  ,    „,  3x2 


r„     /        5X\        3X       „  C(        5X\    ,  ,  ,1 

—  2a2    3y!  I  i H h  3  I  I  i y(c/y  —  adt)    =  ronsl., 

-j—  -+-  a2X  =  const., 
dt- 

d'Y  (  ,       3x        3a2X\         CI         3x\  ,  i  ;,, 

jY  +  ï     î  +  x! -4-  |  li J  («Y-t-  rsdt)  =  const. , 

lesquelles,  en  substituant  la  valeur  de  a,  se  réduisent  à  ces  trois-ci 

d3\ 
(e)  -r— -t- a2X=  const., 

dt2 

d*x  ,  3x- 


(0 


—  3cc2    3  y-  —  (i  —  3a2)  (  j  y  dt  )   +  3  /  y  c/<  I  yx  dt 

!(5y':  —  i)X  +  5  /  Xyï/y  -+-g«2  /  ï(//  JyXdt 
—  5(i-  3a')  /  Xï(/(  fv(// 


«?2Y 
<7^ 


(?]) 


-     +(2  +  3t!)ï  +  (I-   3k'!)        A   |ï(/( 

-     yx  -H-    /  \d\  -+■  j  dt  j  \xdt  +  (i  —  3a:2)  /  x</<  /  y  </* 

—  (Xy—  3  (  dt  j  vXdt\  =001181. 
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XLV. 


Comme  les  variables  x  et  X  sont  supposées  fort  petites  vis-à-vis  de  la 
variable  y  qui  est  finie,  on  peut  d'abord  négliger  dans  l'équation  (vj)  les 
termes  qui  renferment  x  et  X;  on  aura  ainsi  cette  première  équation 
approchée 

-j—  -4-  i  2  -+-  ar)  y  -+-  (i  —  3a2)  /  dt  j  y  dt  =  const., 

laquelle  étant  différentiée  deux  fois  devient 

d'i       .         „  d*\ 

_+(2  +  a2)_+(l_3«2iY  =  o, 

qui  est  intégrable  par  les  méthodes  connues. 

Pour  en  trouver  l'intégrale,  il  n'y  a  qu'à  supposer  r  =/cos(pt-hà), 

ou  bien,  puisqu'on  veut  que  -j-  =  o  lorsque  ï  =  o,  on  fera  simplement 

Y  =fcOSpl, 

et  l'on  aura,  après  les  substitutions,  cette  équation  enp 

p"  —  (2  -1-  a2 ) p1  -+-  1  —  3  a!  =  o, 
d'où  l'on  tire 

a2    ,  /ce- 

ou  bien,  en  négligeant  les  puissances  de  c  plus  hautes  que  la  seconde, 

P!=I±22H 

'  2 

et 

-1-  a"' 

p  =  i±a-j- 

Donc,  dénotant  par/)  l'une  de  ces  valeurs  et  par  q  l'autre,  on  aura 

y=fcospt  ■+-  geosqt, 

f  et  g  étant  des  constantes  indéterminées  qui  doivent  être  telles,  que 
lorsque  t=  o  on  ait  y  =  Rr=  1;  ce  qui  donne  f-h  g  =  1 . 
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Cherchons  maintenant,  d'après  cette  première  valeur  approchée  de  y, 

celle  de  sin^  par  les  formules  (t)  de  l'Article  XLII;  on  aura  M  =  x2, 

en   négligeant  les  quantités  x  et  X;   donc  aussi    k-  =  or,  et  k  =  v. 

[équation  [x)]  ;  donc 

1  I  d\        \2 


et 


Or 


donc 


(1y 


a 

-j-t=  -pfsinpt  —  qgsinqt, 

fsinpt       gsinql 


=/' 


dt 

P  ? 


siîiçr=zjZ2a(/sin/>^—  gsinqt), 

en  négligeant  les  puissances  supérieures  de  a;  donc 

>i  =  a2[i  —  {fcospt  -t-  gcosqtf  —  {fsinpt  —  gsinqt)-] 
—  a2[i  —  /2  —  g'2  —  zfglcospt  cosqt  —  s\nptsinqt)~\ 

=  a2[>  —  f1  —  g*  —  *fg  ™*(p  ■+-?)']; 


r=r+g*+*fSi 

l  =  2«'/g-[i  -  cos(/>  +  ?)  f]  =  4«»/g-sin»  (  £— -2  l  ) , 


donc 
donc 


donc  enfin 

sin  ij^a^/gsin  (^^^ 

vi.  4« 
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Or,  comme  on  doit  avoir  f-\-  g  =  i ,  on  peut  supposer 


/=lcos-Y,      §-=(sin-), 


sin  i|/  =  sin  /  sin  (  ±- t  ) , 


et  l'on  aura 


l'angle  /  étant  arbitraire  et  dépendant  de  l'inclinaison  primitive  de  l'or- 
bite de  la  Lune  :  en  effet,  il  est  clair  que  la  plus  grande  valeur  de  sin^ 
sera  sin/,  de  sorte  que  /  exprimera  la  plus  grande  latitude,  c'est-à-dire, 
l'inclinaison  de  l'orbite;  donc,  puisqu'on  sait  par  les  observations  que 
l'inclinaison  de  l'orbite  lunaire  .est  assez  petite,  et  d'environ  5° 8',  la 
constante  g  sera  toujours  très-petite  et  la  constante/ presque  égale  à 
l'unité;  car  on  aura  à  peu  près 

£•=  ( sin  2° 34'  Y  =  environ  -z —  ; 
°  ooo 

de  sorte  que  la  quantité  g  est  encore  plus  petite  que  la  quantité  i,  qui 
exprime  le  rapport  des  parallaxes  de  la  Lune  et  du  Soleil;  d'où  il  s'ensuit 
que  l'on  pourra  négliger  sans  scrupule  les  termes  qui  se  trouveront  mul- 
tipliés par  le  carré  et  les  puissances  plus  bautes  de  g. 

XLVL 

Il  est  facile  de  voir,  par  l'expression  de  sin  -i/  qu'on  vient  de  trouver, 

que  l'angle  - — - t  n'est  autre  chose  que  la  distance  de  la  Lune  au  nœud, 

c'est-à-dire,  l'argument  de  latitude;  d'où  il  s'ensuit  que,  si  l'on  retranche 
cet  angle  de  la  longitude  de  la  Lune  dans  son  orbite,  on  aura  la  longi- 
tude du  nœud.  Donc,  si  ht  dénote  la  longitude  moyenne  de  la  Lune,  on 

aura  (h  —  - — -  j  t  pour  la  longitude  moyenne  du  nœud;  or,  les  longi- 
tudes moyennes  étant  à  peu  près  les  mêmes  dans  les  orbites  des  planètes 
et  dans  l'écliptique,  ht  sera  la  valeur  moyenne  de  <p,  et  h  sera  par  consé- 
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quent  égale  à  ce  qu'il  doit  y  avoir  de  constant  dans  la  valeur  de  -—•  Or 
les  formules  de  l'Article  XLI1  donnent,  en  rejetant  x  et  ty, 

g|  =  s/L  =  ^/i-«'(3y'-I), 

et,  à  cause  de  y  =f  cospt,  on  aura 


h  =  i  /  i  —  I  — 1  I  a-  =  i  —  y-     a  peu  près. 

Mais  on  a  aussi 

i     -1      4' 

d'où  l'on  voit  que  la  position  du  nœud  est  fixe,  du  moins  par  cette  pre- 
mière approximation;  ce  qui  ne  doit  pas  paraître  surprenant,  vu  que  les 
valeurs  de  p  et  q  ne  peuvent  tout  au  plus  être  censées  exactes  qu'aux 
quantités  de  l'ordre  de  «2  près. 

Pour  savoir  maintenant  laquelle  des  deux  valeurs 

doit  être  prise  pour  p,  on  remarquera  qu'en  supposant  l'inclinaison  de 

l'orbite  nulle  on  a 

y  =fcospt  =  cospt-, 

mais  on  a  (Articles  XXXIV  et  XLI) 

y  =  Rz  =  RrcosÇ"=  cosÇ"; 

donc 

cospt  =  cosÇ"     et    pt  =  Ç"=<p  —  cp', 

puisque  Ç"  n'est  autre  chose  que  l'angle  compris  entre  les  deux  rayons  r 

et  r';  donc 

p  =  h  —  h' , 

en  nommant  ht  et  h't  les  valeurs  moyennes  de  f  et  de  <p';  or  on  a  déjà 
trouvé  h  =  i  —  j  et,  pour  avoir  A',  on  prendra  la  partie  constante  de  -j-  » 

4o. 


a.' 

a  — 

4 

a'' 

a  — 

4 
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qui  est  =  \/M  =  a;  de  sorte  que  A'  =  a,  et  par  conséquent- 


donc 


'Ainsi  il  faudra  toujours  avoir  soin  dans  la  suite  de  prendre  pour/?  une 
valeur  telle,  que  ses  deux  premiers  termes  soient  î  —  a,  et  pour  q  une  va- 
leur dont  les  deux  premiers  termes  soient  i  -f-a;  cette  remarque  est 
d'autant  plus  importante  que  les  quantités/?  et  q  seront  données  doréna- 
vant par  des  équations  particulières  dont  chacune  montera  cependant  au 
quatrième  degré,  comme  on  le  verra  ci-après. 

XL  VII. 

Ayant  trouvé  la  première  valeur  approchée  de  y,  on  la  substituera 
dans  l'équation  (Ç)  qui  donne  la  valeur  de  x,  en  y  négligeant  d'abord  les 
termes  où  x  et  y  sont  mêlés  ;  ce  qui  la  réduit  à  celle-ci 

f/JX 

-p^  -+-  (i  -+-  4a2)  x  —  a2 [9 y-  —  3(f\dt)']  =  const.  ; 

or,  puisque 

v  =fcospt  -4-  gcosql, 

on  aura,  en  négligeant  les  g2, 

\'  =f2  cos'pt  -+-  zfgcospt  cosqt 

=  -/2(i+  cosa.pt)  -4-/g[cos(/>  -+•  q)t  +  cos{p  —  q)t~], 


et 


J  p  1 

1     f  pq 

f2  f°' 

=  —. ■  (1  —  COS20O  —  ^-  rcos(o  -+-  q)t  —  cos(i>  —  q)t~\; 
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dont'.,  substituant  ces  valeurs,  et  rejetant  tous  les  termes  constants,  à 
cause  qu'il  ne  doit  y  en  avoir  aucun  dans  la  valeur  de  x  par  l'hypothèse, 
on  aura 

___,_(,  +  4a*)x j_±j: >  C0S2pt 

^  [{3pq  +  i)cos(p  -t-q)t  +  (3pq  —  i)  cos(p  —  q)t]  =  o. 

Ainsi  la  valeur  de  x  sera  de  cette  forme 

x  =  acosmt  -i-  a2/2 A  cosipt  ■+■  a? fg[B cos(p  -+-  q)t  ■+-  B,  cos{p  —  q).t~\, 
et,  la  substitution  faite,  on  aura 
a  cos mt.( —  m2  -+-  i  -+-  4<*2) 

4-  <x\f*C0S2pt\  J{—  4/>2  -H  I  -+-  4a2) t I 

^x'fgCOS(p  +  q)t[B[-(p  +  qy+i  +  /ia>-]-    >(3^+"  j 

+  *'fgcoS(p-q)t[Bl[-(P-q)'  +  i  +  ^]-    '(3^~"|=o. 

Donc,  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  chaque  cosinus,  on  aura  les 
équations  suivantes 

—  m2  -+- 1  -I-  4«2  =  o, 

./  r —  4p  -+-  '  -t-4«  1  — — - =  °> 

L  r  J  2J»2 

/    ,n       3(  3da  -(-  i) 

*  [-  (P+?)2  +  '  +  4«2]  -  -^-^ —  =  », 
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d'où  l'on  tire 


v/i  -f-  4*2, 

3(3/>2  +  i) 

2/>2(— 4/*2-*-1  +  4«') 


a  peu  près, 


3(3/?g  +  i)  _, 


/>?[  —  (/>-t-g)2  +  n-4a!] 

#  _  3(3pg  — i)  _ 6 

Pil—  (p  —  g)2  +  i  +  4«2] 

La  constante  a,  qui  est  demeurée  indéterminée,  dépend  de  l'excentri- 
cité de  l'orbite  lunaire,  et  doit  par  conséquent  être  fixée  par  les  obser- 
vations. 

Ainsi  l'angle  mt  représentera  l'anomalie  moyenne  de  la  Lune,  c'est- 
à-dire,  sa  distance  à  l'apogée;  de  sorte  que  (h  —  m)l  sera  la  longitude 
moyenne  de  l'apogée,  Aï  étant,  comme  plus  haut,  celle  du  lieu  de  la  Lune; 
mais,  comme  nous  avons  négligé  dans  l'équation  (Ç)  des  termes  où  x  se 
trouve  multiplié  par  a2,  on  doit  s'attendre  à  ce  que  la  valeur  de  m  ne  sera 
exacte  qu'aux  quantités  de  l'ordre  de  ce  près;  c'est  pourquoi  on  aura 
dans  cette  première  approximation  m  =  i  et  m  —  h  =  o,  en  rejetant  les  a2  ; 
ce  qui  donnerait  les  apsides  fixes. 

Venons  maintenant  à  l'équation  (ej  qui  donne  la  valeur  de  X;  et  comme 
cette  quantité  ne  doit  contenir  aucun  terme  tout  constant,  il  est  clair 
qu'on  aura  simplement 

et  que  la  valeur  de  X  sera  de  cette  forme 

X  =  b  cos  ni, 
d'où  l'on  trouvera,  par  la  substitution, 

—  n-  -+-  et?  =  o,     n  =  ce. 

Le  coefficient  indéterminé  b  dépend  de  l'excentricité  de  l'orbite  du 
Soleil,  et  nt  est  par  conséquent  l'angle  de  l'anomalie  moyenne;  de  sorte 
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que  (n  —  h')t  seva  la  longitude  de  l'apogée  du  Soleil,  qui  est  ici  nulle  à 

cause  que 

,/i'  =  a,     n  =  a.. 

XLVIII. 

Puisque  l'on  connaît  déjà  la  forme  des  premiers  termes  des  valeurs  y,  x 
elX,  on  pourra  aisément  trouver  les  suivants  et  rectifier  en  même  temps 
les  coefficients  de  ceux  qu'on  a  déjà  trouvés;  pour  cela,  il  n'y  aura  qu'à 
substituer  dans  les  termes  négligés  des  équations  proposées  les  valeurs 
qu'on  vient  de  trouver,  et  l'on  aura  la  forme  des  termes  qu'il  faudra  in- 
troduire dans  les  nouvelles  valeurs  de  y,  x  et  X;  on  donnera  à  tous  les 
termes  des  coefficients  indéterminés,  et,  la  substitution  faite,  on  fera 
égaux  à  zéro  les  termes  analogues,  c'est-à-dire,  ceux  qui  renferment  les 
mêmes  cosinus;  on  aura  par  là  autant  d'équations  qu'il  en  faudra  pour 
la  détermination  de  tous  les  coefficients. 

Ainsi,  reprenant  l'équation  (ïj)  et  substituant  dans  les  lermes  qui  ren- 
ferment x  et  X  les  valeurs  de  x,  X  et  y  trouvées  ci-dessus,  il  viendra  des 
termes  de  la  forme 

afcos(p  ±m)t,  <igcos(q  do  m)t, 

x\f2  cos  ( a/7 ± p )  t,  a'f'g cos{2p±q)i, 

^f-gcos(p±q±p)t,  cc'f2gcos(p±q±q)t, 

bfcos(p±n)t,  bgcos(q±n)t; 

on  supposera  donc 

y  =fcospi  -t-  gcosql  -t-  afP cos(p  +  m)t  -t-  afP,  cos(/>  —  m)l 
-+-  ag(Jcos{q  4-  m)t  -+-  agO,  cos(q  —  m)t  +  .  .  ., 

et,  prenant  pour  x  et  X  les  expressions  de  l'Article  XLVII,  on  aura  l'é- 
quation suivante,  dans  laquelle  j'ai  négligé  les  quantités  affectées  de  à\ 
de  au}  et  de  a",  à  cause  que  l'on  a  négligé  dans  l'équation  (*j)  les  termes 
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où  x  se  trouvait  à  la  seconde  dimension, 


r    /                       ,       i_3*2\        Jy\pA  (  i        i-3aa\l 

oos/*^-, +*  +  «--  .-y-J —  V_1-^  +  ^^jJ 

r    /       ,  ,      i  — 3a2\      3**pgfi[       p       i       i  — 3a2\      3a2/"2g.B,  /       p       r       1—  3a=\"l 

yL  V  ?    /        4     \     q    q       pq   )        4      V     9    <7       /"/   /J 

-cos(p+ni)t\  nf?  -f+»i-+2+i--; -j) r-   I-+-— -r—- — r- r- ; 

v/  L  V  (P-*-™)  )       4    \      P-*-'"     (p-*-'»Y     P[P+m)IS 

,   T    yn  /     ,  v  2       i-3a2\      3*/"/  p  i  i-3«2\l 

■cos[p—m)t\  a] P.     —  (p— m)-- t-2-t-a2— r-, f~\  i-h-^ -. r2 ; r 

\r  ^j    ,y     \r  {p—mfj        4    V      p—m      [p—mf      p(p—m)J  A 

-COS(r/-i-m)t\  as  Q    —  («y-t-'H  2-(-2-t-a2— -r     H 7 -2— — ; r 

J      „/     ,           V3             .       i-3a2\      3ag  /           q                1               i-3a2\-] 
-COS [11— m )t\  tie-QA  —[q—mY-i-1-t-u*—- -.) f-(  n '- ; n  — a      -l-...=o. 

On  égalera  donc  à  zéro  les  coefficients  de  ces  différents  cosinus,  et 


'on  aura  : 


1  —  3  a2 

—  p-  -+-  1  -t-  a- - —  =  o , 


équation  d'où  l'on  tirera  la  même  valeur  de  p  que  ci-dessus  (Article  XLY), 
de  sorte  qu'on  aura 

a'1 

p=l-«-J> 

et  l'on  sera  maintenant  assuré  que  cette  valeur  est  exacte  jusqu'aux 
quantités  de  l'ordre  de  oc'-  inclusivement; 

,       1— 3«2       3a2  f'[B  +  B.)/         i\       3a2f'[£-£A  p2  — 1  +  3«' 
2°   —  o2-*-2-i-a- — 3 •■ — '- i-il  1 -h : — l- LLC =o; 

q  4         \     q  J  t  4 

or,  comme  nous  négligeons  les  quantités  de  l'ordre  de  a4,  on  aura  (en 
mettant  pour  p  et  q  leurs  valeurs  approchées) 

p2  —  1  -t-  3  a2 

- =  —  2a, 

PI 
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de  sorte  que,  à  cause  de  B  =  —  4  et  B{  =  6  (Article  XLVII),  l'équation 
précédente  se  réduira  à 


i  —  3a2         3a2f2  I          i\ 
</2-t-  a  ■+-  a- ,L—     i ;)  -I-  i5j-a3=  o, 


ou  bien 


q1  —  I  2  -+-  a.2 ,J- 1-  i5/2a3    q2  +  i  —  3aJ —  =  o; 


d'où  l'on  tire  d'abord,  aux  quantités  de  l'ordre  u3  près,  en  ayant  égard 
à  la  remarque  de  l'Article  XLVI, 


a2         Za2f2  I  i5f'a 

,.=.  +  _- -^«y,.*^- 

a2        Ztx2f2        i5f2cc2 

24  4 

=  i  +  2«H h  3/5a2, 

et  de  là 

a1        3f-'a5        4  a2  «2         3f2 

q  —  1  -h  x  -h  -r  -\ -%-  =  1  -t-  a T  -{ ^~ 

*  4  2  8  4  2 

on  aura  donc  ici 

■    p  -+-  q  a.2        3f2cc2 

1  44 


par  conséquent  le  mouvement  moyen  du  nœud  qui  est  représenté  par 

(A_£±!)«(A 

les  observations; 


|A  —  ~-^)  J  (Article  XLVI)  sera  = j^- 1,  ce  qui  s'accorde  avec 


,    n\  .,  i-3«-'         3T  p  1  1  —  3a2  1 

3"    P\   —  lO  +  IB'+î  +  f- — y      H -. -—- ; ;      : 

vi.  4' 
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,     ,,  I  i  —  3a2l      3T  p  i  i  —  ia1    \ 

L  '.y—  m)  A      4L       p— m      [p  —  nif     p{p—m)] 

5"     ; 

d'où  l'on  tire  à  peu  près 

i                 3                    i                 3 
p  =  _'        P,  — -,      n  —  —  -,      (),  —  -■> 

4  4  4  4 

XLIX. 

On  repassera  présentement  à  l'équation  (Ç)  pour  trouver  une  valeur 
de  x  plus  exacte  que  celle  de  l'Article  XLV1I. 

Pour  cet  effet,  on  commencera  par  substituer  dans  les  termes  de  cette 
dernière  équation  qui  suivent  les  deux  premiers,  à  la  place  de  x,  X  et  y, 
leurs  valeurs  trouvées  dans  les  Articles  précédents,  et  négligeant  les 
quantités  de  l'ordre  de  g-,  aussi  bien  que  celles  qui  seraient  affectées 
de  a2  multipliée  par  a1 ,  «a2,  b-,  bar  et  ex* ,  à  cause  que  nous  avons  rejeté 
dans  la  même  équation  les  termes  de  l'ordre  a2  dans  lesquels  x  et  X 
pouvaient  former  ensemble  des  produits  de  deux  dimensions,  on  aura 
par  ces  substitutions  des  termes  de  la  forme 

a-f-cosipt,  x"-fg cos  (pzkiq)t,     a'af'1cos(p±m±p)  l, 

a?agfcos{p±m±q)t,     <z*f  cos^pt,  a,f3gcos(3p±q)t, 

y?hf-cos(o.p±n  l,  x-bcosnt,  ot.-hgfcos(p±q±n)l; 

c'est  pourquoi  on  supposera 

x  =  a  cosmt  -+-  œ  f'À  cosipl 

-t-  a'fgB  cos(p  -+-  q)t  -t-  a'fgB,  cos(p  —  q)t 

-t-  y.-af-C  cosi  ip-h  m)t  -+-  x'af'C,  cos(-).p  —  m)l 

-+-  x-ag/D  cosi  p  -+-  q  +  m)  t  ■+-  x'agfcos  p  -4-  q  —  m)  t 
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et  substituant  cette  valeur  de  x  aussi  bien  que  celles  de  y  et  X  des 
Articles  précédents,  on  aura,  en  négligeant  ce  qu'on  doit  négliger, 

T  ,  O*2/"2  ,r,,n      „>       3a2 /'V     P  p,    \  i 

L  l(i>'  —  in')        ■'     •      '  "  /J      \p-f-i"       P  —  '"!  J 

r    ■        /  ,  i)*2/*2       \        9P        3(1  -3a2)/'2  "1 

'    L  \     H/  i(pJ-4p2)J         a  a/>-  J 

T».«'„cp8(v_,»)r[/»C1[-(V-iii)ïH-i+4«']-?4r  -^2p~M=k  ~*~  4(/»-'«J(v-»')  +  ""J" 

Ainsi  il  n'y  aura  plus  qu'à  égaler  à  zéro  les  coefficients  de  ces  dilï'é- 
rents  cosinus,  pour  déterminer  les  inconnues  jw,  .4,  5,  Z? ,  C,,  C, , 

Le  coefficient  de  cosmj  donnera  la  valeur  de  m  exacte  jusqu'aux 
quantités  de  l'ordre  de   y-   inclusivement,  et  l'on  aura,   à  cause  de 

P  —  —  y  et  7),=  y  (Article  précédent),  l'équation 

^a        zip1—  m2)       ^p{p-hm)       4p(p  —  m)  2 

ou  bien 

3  a2/"2  qa'/2 

—  m2  -+- 1  -+-  4* ; =  °'     - 

/?(/?  +  m  )  2 

d'où,  en  mettant  pour/,/)  et  m  leurs  valeurs  approchées  1,  on  lire 

m2=  1  —  as:*-    el     m.  =  1 — a:'; 

de  sorte  que  le  mouvement  de  l'apogée  (h  — m)  1  deviendra  -r't,  à 

cause  de  A  ==  1  —  -r- 

4  ■ 

Comme  notre  dessein  n'est  point  de  donner  ici  une  Théorie  complète 
de  la  Lune,  nous  nous  contenterons  de  ce  léger  essai,  qui  peut  suffire 
pour  donner  une  idée  de  la  méthode  qu'il  faudra  suivre  clans  l'intégra- 
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lion  des  équations  différentielles  de  l'Article  XLT,  auxquelles  nous  avons 
réduit  le  Problème  des  mouvements  de  la  Lune  et  du  Soleil  autour  de  la 
Terre. 

Quand  on  aura  trouvé  les  valeurs  de  x,  X  et  y  en  t,  c'est-à-dire,  de  r, 
r'  et  r",  on  aura  d'abord  les  latitudes  <|/  et  <|/  par  les  formules  (t)  de  l'Ar- 
ticle XLII,  et  ensuite  on  aura  les  longitudes  o  et  cp'  par  les  formules  («) 
du  même  Article;  ou  bien,  comme  Y  =  RrcosÇ",  en  connaissant  y,  r 
et  R,  on  connaîtra 

POSÉ"  =  -, 

v/(n-x)(n-X) 

or  Ç"  est  l'angle  qui  exprime  la  distance  de  la  Lune  au  Soleil,  de  sorte 
que,  comme  la  latitude  du  Soleil  est  très-petite  et  peut  par  conséquent 
être  négligée,  on  aura,  par  la  propriété  connue  des  triangles  spbériques 
rectangles,  cosÇ"=  cosd;  cos(©  —  <p'),  et  par  conséquent 

COS(ffl  — 


cosii  y/n-  x  +X  +  xX 


Ainsi  l'on  aura  par  ce  moyen  la  distance  y  —  <p'  de  la  Lune  au  Soleil 
comptée  sur  l'écliptique;  mais  la  longitude  <p'  du  Soleil  est  assez  connue 
par  la  loi  de  Kepler,  que  cet  aslre  suit  assez  exactement,  puisque  les  dé- 
rangements que  la  Lune  pourrait  y  produire  ne  seraient  que  de  l'ordre 
de  iB  ou  de  i«2<7,  comme  on  le  voit  par  l'équation  (r)  de  l'Article  XLI; 
donc,  en  ajoutant  cette  longitude  à  la  distance  cp  —  <p'  des  deux  astres,  on 
aura  la  longitude  o  de  la  Lune  comptée  à  l'ordinaire  clans  l'écliptique. 


Le  Chapitre  premier  du  Mémoire  qu'on  vient  de  lire  mérite  d'être  compté  parmi  les  travaux 
les  plus  importants  de  l'illustre  Auteur.  Les  équations  différentielles  du  Problème  des  trois 
Corps,  lorsqu'on  ne  considère,  ce  qui  est  permis,  que  des  mouvements  relatifs,  constituent 
un  système  du  douzième  ordre,  et  la  solution  complète  exige,  en  conséquence,  douze  intégra- 
tions; les  seules  intégrales  connues  étaient  celle  des  forces  vives  et  les  trois  que  fournit  le 
principe  des  aires  :  il  en  restait  donc  huit  à  découvrir.  En  réduisant  à  sept  le  nombre  des 
intégrations  nécessaires  pour  l'achèvement  de  la  solution,  Lagrange  a  fait  faire  à  la  question 
un  pas  considérable,  et  les  géomètres  qui  se  sont  occupés  après  lui  du  Problème  des  trois 
Corps  ne  sont  pas  allés  au  delà.  Leurs  efforts,  cependant,  n'ont  pas  été  inutiles  :  des  méthodes 
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nouvelles  et  ingénieuses  ont  été  proposées,  comme,  par  exemple,  celle  que  Jacobi  a  développée 
dans  son  célèbre  Mémoire  sur  l'élimination  des  nœuds  dans  le  Problème  des  trois  Corps  ; 
mais  ces  méthodes,  comme  celle  de  Lagrange,  font  dépendre  la  solution  du  Problème  de  sept 
intégrations. 

La  méthode  de  Lagrange  est  des  plus  remarquables;  elle  montre  que  la  solution  complète 
du  Problème  exige  seulement  que  l'on  connaisse  à  chaque  instant  les  côtés  du  triangle  formé 
par  les  trois  Corps;  les  coordonnées  de  chaque  Corps  se  déterminent  effectivement  ensuite 
sans  aucune  difficulté.  Quant  à  la  recherche  du  triangle  des  trois  Corps,  elle  dépend  de  trois 
équations  différentielles,  parmi  lesquelles  deux  sont  du  deuxième  ordre  et  la  troisième  du  troi- 
sième ordre;  ces  équations  renferment  deux  constantes  arbitraires  introduites,  l'une  par  le 
principe  des  forces  vives,  l'autre  par  celui  des  aires,  en  sorte  que  les  distances  des  Corps  sont 
des  fonctions  du  temps  et  de  neuf  constantes  arbitraires  seulement.  Parmi  les  douze  arbitraires 
que  l'intégration  complète  doit  introduire,  il  y  en  a  donc  trois  qui  ne  figurent  pas  dans  les 
expressions  des  distances,  circonstance  que  l'examen  des  conditions  du  Problème  permet  d'ail- 
leurs de  mettre  en  évidence  à  priori. 

Préoccupé  assurément  de  l'application  qu'il  voulait  faire  de  sa  nouvelle  méthode  à  la  Théorie 
de  la  Lune,  application  qui  fait  l'objet  du  Chapitre  IV  de  son  Mémoire,  Lagrange  a  négligé 
d'introduire  dans  ses  formules  la  symétrie  que  comportait  son  analyse,  symétrie  qu'un  très- 
léger  changement  dans  les  notations  permet  de  rétablir.  Les  masses  des  trois  Corps  étant 
représentées  par  A,  B,  C,  Lagrange  étudie  les  mouvements  relatifs  de  B  et  C  autour  de  A,  et  il 
est  bientôt  amené  à  introduire  en  outre,  dans  ses  formules,  les  quantités  qui  se  rapportent  au 
mouvement  relatif  du  Corps  C  autour  de  B.  Une  telle  direction  des  calculs  est  incontestable- 
ment défectueuse,  au  point  de  vue  de  l'élégance  mathématique,  en  ce  sens  que  les  coordonnées 
des  trois  orbites  relatives  considérées  ne  figurent  pas  symétriquement  dans  les  formules;  mais, 
pour  éviter  cet  inconvénient,  il  suffit,  comme  nous  venons  de  le  dire,  d'une  simple  modification 
dans  les  notations  de  l'illustre  Auteur,  et  cette  modification  revient  à  introduire,  au  lieu  des 
mouvements  considérés  :  i°  le  mouvement  relatif  du  Corps  B  autour  de  C;  i"  celui  de  C  autour 
de  A;  3°  celui  de  A  autour  de  B. 

Un  habile  géomètre  allemand,  M.  Otto  Hesse,  a  repris  récemment  l'analyse  de  Lagrange  en 
se  plaçant  au  point  de  vue  que  nous  venons  d'indiquer,  et  il  a  publié  son  travail  dans  le 
tome  LXXIV  du  Journal  de  Crelle  (imprimé  à  Berlin  en  1872).  M.  Hesse  ne  considère  que 
ce  qu'il  nomme  le  Problème  restreint,  c'est-à-dire,  celui  qui  a  pour  objet  de  déterminer  à 
chaque  instant  le  triangle  des  treis  Corps  ;  c'est  à  ce  Problème  restreint  que  Lagrange  a  ramené 
d'ailleurs,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  le  Problème  général.  M.  Hesse,  malgré  son  incon- 
testable talent,  n'a  pas  réussi  à  perfectionner  l'analyse  rigoureuse  que  nous  devons  à  Lagrange, 
car  une  inadvertance  l'a  fait  tomber  dans  une  erreur  grave,  que  nous  indiquerons  plus  loin,  et 
qui  infirme  absolument  sa  conclusion.  Ajoutons  que  la  notation  particulière  dont  le  géomètre 
allemand  fait  usage,  pour  abréger  l'écriture  des  formules,  ne  paraît  pas  préférable  à  celle  de 
son  illustre  devancier. 

Pour  justifier  les  remarques  qui  précèdent,  il  est  nécessaire  d'entrer  dans  quelques  détails; 
nous  le  ferons  d'une  manière  succincte,  en  introduisant  dans  l'analyse  de  Lagrange  les  modifica- 
tions nécessaires  pour  rétablir  la  symétrie  des  formules,  et  en  dégageant  la  solution  de  tout  ce 
qui  n'est  qu'accessoire. 

1.  Soient  x, y,  z  les  coordonnées  rectangles  du  Corps  B  par  rapport  à  C;  x\  y',  z' celles  du 
Corps  C  par  rapport  à  A  ;  x",  y",  z"  celles  de  A  par  rapport  à  B  ;  on  aura 

(1)  x  -h  x'  -+-  x"  =  o,    y-\-y'+y"—o,    z-hz'-t-z"=o. 
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Soient  aussi 


)  /■  =  \fx'-i-y--hz' ,     r'  =  \/xn -t- y'2 -t- z" ,  r"  =  \/x"2-hy"2  -t-  zn . 

,es  équations  différentielles  du  mouvement  forment  trois  groupes  dont  l'un  est 

,   d2x       A  +  B  +  C  .  (  x  x'       x"\ 

1    (iti  ri  \^r3  7.i.,       ,.n  j 

!  d2x'       A  -+  B  -+-  C    ,      „  /  x  x'       x"  \ 

J    dt'  r'3  V'  '  ' '    / 

/  d2x"      A+B  +  C 


de 


l  x         x'        x"  \ 


et  dont  les  deux  antres  se  déduisent  du  précédent  en  changeant  x  en  r  et  en  z.  A  cause  des 
formules  (  1  ) ,  les  équations  de  chaque  groupe  peuvent  être  réduites  à  deux  distinctes;  ces 
équations  coïncideraient  avec  les  équations  (A),  (B),  (C)  de  Lagrange,  si  l'on  y  faisait  le  simple 
changement  de  x.r,  z,  x",y",  z"  en  —  x",  — y",  — z",  — x,  —y,  — z. 
Du  groupe  (3)  et  des  deux  groupes  analogues  on  déduit 

x  d'1  y — yd2x       x' d2  y' —  y' d2  x       x"d2y" — y"d2x"  _ 
XdP  WdT2  CdF2 

équation  qui  subsiste  quand  on  exécute  la  substitution  circulaire  [x,y,  z)  et  qu'on  répète  cette 
substitution.  On  conclut  de  là  les  trois  intégrales  des  aires,  savoir 


1 


V  riz  —  z 

dr 

-t- 

y'dz'-z 

'dy' 

+ 

y»dz"-  z' 
Cdl 

'dy" 

Adt 

Bdt 

zdx  —  x 
Adt 

dz 

■+- 

z'dx'—a 
Ëdt 

-'dz' 

-+- 

z"  dx"  —  x 
Cdt 

"dz" 

xdy—y 

dx 

-+- 

x'/ly' — y 

'dx' 

■+■ 

x"dy"—y 

"dx" 

Adt  Bdt  Cdt. 

11,  b,  c  étant  trois  constantes  arbitraires. 
Ensuite,  si  l'on  fait 

dx"2  -+-  dy"2  -+-  dz"2 
W2 

et  que  l'on  ajoute  ensemble  les  équations  du  groupe  (3)  et  des  deux  analogues,  après  avoir 
multiplié  ces  équations  respectivement  par 

■idx        idx'       idx"        idy       o.dy'       idy"       idz       idz'       idz" 

~~Â~'    HT'    ~c~'    ~T~'    "B~:    ""c-'    T'    "b-'    ~<r: 


1  a        d       r\  (  tlr  flr'         (lr" 
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ce  qui  donne,  par  l'intégration,  l'équation  des  forces  vives,  savoir 

(7)  g  +  Ç  +  Ç)-2(A.B  +  C)(^^  +  ^, 
/étant  une  constante  arbitraire. 

"1.  Posons 

(8)  x'x" -hj-'j" -t- z'z"  =  —  p,     x"x-\-y"y  +  z"  z  —  — //,     xx' -t-  jrr'-t-  zz' = — p" , 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 


foi                            '      +'' 

—  ; 

[9)                                           2 

—  P; 

on  aura 

(10) 

r 

'=p'-\ 

faisons  en  outre 

(") 

i 

■pi 

i:'" 

ce  qui  donnera 

-p  -hJJ,   I  '=p-hp 


<7>     -m 3  =  7 


!L-, 


Si  l'on  différentie  deux  fois  la  première  équation  (2),  après  l'avoir  élevée  au  carré,  on  aura 

[r")       (    d-x  d2y 

t>  \     dt2        J    dt* 


1  d-(r-)       /    d-x  d'y  d2z^ 

2  dt*  \     dt1       "    df  dt1  , 


et  cette  formule  subsiste  quand  on  y  remplace  x,y,  z,  /-,  u  par  x',  y',  z',  /•',  «'ou  par  x", y",  z", 
r",  u".  Si  donc  on  multiplie  les  équations  (3)  par  x,  x',  x"  respectivement,  et  qu'on  ajoute 
ensuite  chacune  des  équations  résultantes  avec  celles  qu'on  en  déduit  par  le  changement  de  x 
en  r  et  en  z,  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  précédente, 

1   d'(r')       A  +  B-t-C       .  ,    ,   ,        „  „. 


2     dt*  r 

1  d2{rn)  A  +  B  +  C 

2  dt'  r' 

1  d2(r"2)  A  +  B-t-C 


+  B  {p"q"—p'q'  )  -  ttn  =  o, 
H-C(  pq  —p'(j')  —  u"2  =  0. 


Ces  formules  (i3)  répondent  aux  formules  (F)  de  Lagrange,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  aux 
formules  (K),  en  tenant  compte  des  formules  (J)  de  l'Auteur. 
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Ajoutons  les  quatre  équations  (i3  )  et  ( 7  ).  après  avoir  divisé  les  trois  premières  par  A,  B,  C 
respectivement;  on  aura 


4)     La  A     dt2     "%B     di2 


)         1    d>[r"-y 


2C      dt-       !       v  '\Xr      Br'       O" 


±-.)=.f. 


Cette  équation  coïncide,  avec  l'équation  (L)  de  Lagrange,  quand  on  y  permute  les  lettres  r 
et  r";  c'est  une  transformée  de  l'intégrale  des  forces  vives;  elle  ne  renferme  que  les  seules 
distances  /■,  r',  r". 

3.  D'après  les  formules  (1),  les  trois  quantités 

[x'  dx"-h  y'dy"-i-  z'dz")  —  [x"dx'  -+-  y"dy'-\-  z"dz'), 
(x"dx-\-y"dy  -+-  z'dz  )  —  ( x  dx"  -hjr  dy"  ■+-  z  dz"), 
(x  dx'  -+-y  dy'  -t-  z  dz')  —  (x'dx  -hy'dy  -t-z'dz) 

sont  égales  entre  elles.  Si  l'on  désigne  par  odt  leur  valeur,  on  aura,  par  le.  moyen  des  for- 
mules (8), 

/  x'  dx"-\-  y'dy"-t-  z'  dz"=  \[  —  dp  -h  pdt),     x"dx'-hy"dy'-+-  z"dz'=  -j(—  dp  —  pdt). 

lia)  '  x"  dx  -hy"dy-h  z"  dz  =  {(  —  dp'  -t-  pdt),     x  dx"  +  y  dy"  -+-z  dz"=  j( — dp'—  pdt), 

I  -r  dx'  -h y  dy'-\-  zdz'  =  \{  —  dp" -h  pdt),     x'  dx  ■+-  y'  dy  ■+-  z' dz  =  -j(  —  dp"—  pdt). 

La  quantité  auxiliaire  p  que  nous  introduisons  n'est  autre  chose  que  celle  qui  est  désignée 

par  —  -f  dans  le  Mémoire  de  Lagrange  ;  il  est  évident  que  cette  quantité  peut  être  exprimée 

en  fonction  des  vitesses  u,  u',  u",  des  distances  r,  r',  r"  et  de  leurs  différentielles  dr,  dr',  dr". 
En  effet,  considérons  quatre  directions  respectivement  parallèles  à  celles  des  rayons  /',  r'  et 
des  vitesses  11,  a';  soient  L,  M,  N  les  cosinus  des  angles  formés  par  la  direction  de  r1  avec  les 
directions  de  u,  u',  r;  L,,  M,,  N,  les  cosinus  des  angles  formés  par  les  directions  de  «'  et  r,  de  u 
et  /•,  de  u  et  u'.  On  aura  entre  ces  six  cosinus  la  relation  connue 

1  j-(L2-HM2-HN2-hL2  +  M2-hN2)-t-(L2L2-t-MJM2-t-NJN2) 

j         -t-  2  (  L, MN  -+-  M, NL  -h  N, LM  -+- L, M, N,  )  -  a(  LL, MM,  -t-  MM,  NN,  -+-  NN,  LL,  )  =  o. 

On  a  d'ailleurs,  par  les  formules  précédentes, 

rr 

lâ  -+-  u"  —  u"'' 

N,= ; 


\L'~ 

p  dt  -t-  dp" 
nr'udt 

».       dr' 

M  =  -rj-, 

udt 

('7) 

U- 

p  dt  —  dp" 
■zru'dt 

..        dr 

M,=  — ri 
udt 

Faisons, 

pour 

abréger, 

avec  Lagran 

ge, 

(.8) 

1. 

i"  +  «B- 

-  Il2                      II" 

2  -t-  u2  —  u'2 

r> 

7 
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d'où 


(19)  u  =  « -+-  v  ,     u    =  p'-+-  c,     a 

et 


»  ^p'  V  /  ^('': 


/v      .s      /"  ,*"      ,*'\        ,(<¥'Y     «fJp'Y 
t2°)      2  =  ''  e-\PdF-P  *)'+?{*)+?{&)■+?{*-)' 

I  s„        „i  2         (      dp'         ,dp\  (dp'y        ,(dPy        „/d(r"2)\2 

l'équation  (16)  deviendra,  après  la  substitution  des  'valeurs  (17), 

/          dp  dp' '-h  dp' dp" -h  dp" dp\'  ,        ,  „    .       ,       ,  „  . 

1)  I  p  -+-  -j£— - ^— tt £ — —  )  —  4(  2t,-f-  2  Vh-  2'c")  -hi6(pp-i-p  p  -\-p  p)  (ce  -+-  eV-f-  ce)  =  o; 

c'est  précisément  l'équation  (N)  de  Lagrange.  Si  l'on  suppose  que  u2,  u'2,  u"2  y  soient  rem- 
placées par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (12),  la  quantité  auxiliaire  0  ne  dépendra  que 
des  distances  r,  r',  r"  et  de  leurs  différentielles  du  premier  et  du  deuxième  ordre. 

i.  Puisque  l'on  a 

(xdx' —  x'dx)  -+-  (ytfy'  —  y'dy)  ■+-  (zdz' —  z'dz)  =  pdt, 

il  s'ensuit,  par  la  différentiation. 

[xd2x' —  x'd2x)  ■+-  [yd2y' —  y'd2y)  ■+-  (zd2z'  —  z'd2z)  =  dpdt, 

et,  si  l'on  élimine  les  différentielles  secondes  des  coordonnées  au  moyen  des  équations  (3)  et 
de  celles  qui  s'en  déduisent  par  le  changement  de  x  en  y  et  en  z,  on  aura 

(  22  )  ■£  -+-  kpq  h-  B/A/'  H-  Cp"q"  =  o; 

cette  équation  n'est  autre  que  l'équation  (  H  )  de  Lagrange,  en  tenant  compte  du  changement 
de  notation. 

S.  Revenons  maintenant  aux  équations  (4).:  on  a  identiquement 

{ydz —  zdy)  (y'dz'  —  zdy')  -t-  (zdx —  xdz)(z'dx'  —  x'dz')-t-  (xdy — y  dx)  (x'dy1 — y'dx') 
=  (xx'-\-yy'-\-zz')  (dxdx'-hdydy'-hdzdz1)  —  (xdx'-hydy'-t-  zdz')  [x' dx  -+- y' dy  ■+■  z'dz), 

et  cette  formule  subsiste  quand  on  écrit  x',  y',  z'  ou  x",  y'\  z"  au  lieu  de  x,y,  z,  ou  bien 
x",  y",  z"  ou  x,  y,  z  au  lieu  de  x',  y':  z'.  D'après  cela,  si  l'on  fait 

a2  ■+-  V  -+-  c2  =  /-', 


(23 
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et  que  Ton  ajoute  les  équations  (4),  après  les  avoir  élevées  au  carré,  on  aura,  en  faisant  usage 
de  la  précédente  formule,  ainsi  que  des  formules  (2),  (5),  (i5)  et  (18), 


'p'YI  ,  a  r  ..  ,     ■  MA  H    .»    a+b+c 

2  ABC     f 


ce  qui  est  l'équation  (P)  de  Lagrange. 

Si  maintenant  on  suppose  que  «2,  «'2,  a"2  soient  remplacés  partout  par  les  valeurs  tirées 
des  formules  (i3),  et  que,  par  le  moyen  de  l'équation  (21),  p  soit  éliminé  des  équations  (22) 
et  (23),  celles-ci  ne  contiendront  plus  que  les  distances  r,  /•',  r";  la  première  sera  du  troisième 
ordre  et  l'autre  du  deuxième;  en  les  joignant  à  l'équation  (14),  on  obtiendra  le  système  diffé- 
rentiel indiqué  par  Lagrange.  Ce  qui  précède  résume  la  partie  essentielle  du  Mémoire  de 
l'Auteur. 


6.  Différentions  les  équations  (5)  et  remplaçons  ensuite  les  différentielles  secondes  par  les 
valeurs  tirées  des  équations  (3)  et  des  analogues  :  on  aura,  en  faisant  usage  des  formules 
précédentes, 


dt 


d(u") 


^»^>T-»('''ï-'-ï->4«-»< 


d± 


lp-2(A.B  +  C)^  +  B(,»f-^)+B7'P  =  o, 
Ç-S(A+B  +  4  +  c(?|-?f)+Cî.ro. 


Ces  formules  coïncident  avec  les  équations  (I)  de  Lagrange,  quand  on  tient  compte  des  équa- 
tions (J)  de  l'Auteur.  M.  Hesse  leur  substitue  les  trois  combinaisons  obtenues  quand  on  les 

ajoute  entre  elles,  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  -1  ^>  ^,  puis  par  j—3, 

ITTS'  p~~m'  Pu's  ennn  Par  P>  p' 1  P"-  La  première  combinaison  n'est  autre  chose  que  l'équa- 
tion (6);  la  deuxième  combinaison  donne,  en  se  servant  des  formules  (12), 

'    /  ,/  .       A-t-B-hC\  ,/'  ,,       A+B-t-C\  ,/   ...       A+B+O 

(25) 


Ar- 


,  dp         ,,  dp'         ...  dp"^ 
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enfin  la  dernière  combinaison,  qui  seule  contient  p,  est,  en  faisant  usage  de  l'équation  (22), 


(26) 


pj=jp — dt +p dt +p         dT- 

.  -   /    ,<///         „r///\        „     ,/   „6fo"  dp\  „(      dp  ,dp'\ 


Supposons  que  l'on  différence  l'équation  (23),  ce  qui  fera  disparaître  l'arbitraire  k,  et  que 

de  l'équation  résultante  on  tire  la  valeur  de  p  ^  pour  la  substituer  dans  l'équation  (26).  Alors, 

comme  u2,  u'2,  u"2  représentent  les  valeurs  fournies  par  les  équations  (i3),  les  équations  (6), 
(25)  et  (26),  qui  sont  toutes  du  troisième  ordre  et  ne  renferment  aucune  arbitraire,  consti- 
tueront, d'après  M.  Hesse,  le  système  différentiel  duquel  dépendent  les  distances  r,  ;■',  r", 
quand  on  ne  fait  pas  intervenir  les  principes  des  forces  vives  et  des  aires.  Enfin,  si  des  mêmes 
équations  (6),  (25)  et  (26)  on  tire  les  valeurs  de  d(u2),  d{u'2),  d{u"2),  pour  les  porter  dans 
l'une  des  équations  (24),  celle-ci  donnera,  d'après  le  même  géomètre,  une  valeur  de  p  qui 
sera  seulement  du  deuxième  ordre;  en  portant  cette  valeur  dans  l'équation  (23)  et  enjoignant 
ensuite  cette  équation  aux  équations  (14)  et  (26),  on  obtiendra  un  système  composé  de  deux 
équations  du  deuxième  ordre  et  d'une  du  troisième  ordre,  dans  lequel  figureront  les  deux 
constantes  arbitraires /et  k. 

Telle  est  la  solution  que  M.  Hesse  propose  dans  son  Mémoire.  Celte  solution  paraît,  à  première 
vue,  beaucoup  plus  simple  que  celle  de  Lagrange,  mais  il  n'est  pas  difficile  de  reconnaître  l'in- 
exactitude de  la  conclusion  de  M.  Hesse.  Effectivement  l'équation  (26),  après  qu'on  en  a  éliminé 


'-£  par  l'équation  (23)  différentiée,  n'est  pas  autre  chose  que  l'équation  (6)  multipliée  par  le 


facteur  ^-  -t-  ^=-  -+-  ^r  ;  les  trois  équations  du  troisième  ordre  qui  composent  le  premier  sys- 
A        B         L 

tème  de  M.  Hesse  ne  sont  donc  pas  distinctes.  Le  deuxième  système  du  même  géomètre  ne 

saurait,  en  conséquence,  avoir  d'existence  réelle,  puisque  les  équations  du  premier  système 

sont  impropres  à  fournir  les  valeurs  des  différentielles  du  troisième  ordre,  ou,  ce  qui  revient 

au  même,  les  valeurs  des  différentielles  d(u2),  d{u'-),  d(u"2).  On  ne  saurait  se  dispenser, 

dans  la  recherche  dont  nous  nous  occupons,  de  tenir  compte  de  l'équation  (21),  comme  Lagrange 

a  eu  soin  de  le  faire. 

(Note  de  l'Éditeur.) 


42. 


SUR 


L'ÉQUATION  SÉCULAIRE  DE  LA  LUNE. 


SUR 


L'ÉQUATION  SÉCULAIRE  DE  LA  LUNE 


Nec  cum  fiduciâ  inveniendi,  nec  sine  spe. 
Senec,  Nat.,  qusest.  vu,  29. 


[Mémoires  de  l'Académie  Royale  des  Sciences  de  Paris,  Savants  étrangers 
t.  Vil;  1773.  (Prix  pour  l'année  1774.)] 


La  question  proposée  par  l'Académie  Royale  des  Sciences  pour  le 
sujet  du  Prix  de  l'année  1774  est  double  et  renferme,  à  proprement 
parler,  deux  questions  différentes. 

Dans  la  première,  on  demande  par  quel  moyen  on  peut  s'assurer  qu'il 
ne  résultera  aucune  erreur  sensible  des  quantités  qu'on  aura  négligées 
dans  le  calcul  des  mouvements  de  la  Lune. 

Et,  dans  la  seconde,  on  demande  si,  en  ayant  égard  non-seulement  à 
l'action  du  Soleil  et  de  la  Terre  sur  la  Lune,  mais  encore,  s'il  est  néces- 


(*  )  Ce  premier  essai  de  Lagrange  sur  l'Équation  séculaire  de  la  Lune,  qui  a  obtenu  le  Prix  de 
l'Académie  Royale  des  Sciences,  pour  1774,. est  antérieur  de  dix-huit  années  au  Mémoire  sur  le 
môme  sujet  que  l'Auteur  présenta  à  l'Académie  de  Berlin  (  OEuvres  de  Lagrange,  t.  V,  p.  687  ). 

C'est  en  1787  que  Laplace  fit  connaître  sa  mémorable  découverte  de  la  cause  qui  produit 
l'équation  séculaire  de  la  Lune  ;  mais,  dès  1783,  Lagrange  avait  reconnu  que  les  moyens  mou- 
vements des  planètes  pouvaient  être  sujets  à  des  variations  séculaires  dépendant  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons;  il  avait  même  fait  l'application  à  Jupiter  et  à  Saturne,  ce  qui  ne  lui 
avait  fourni  que  des  variations  presque  insensibles  [OEuvres  de  Lagrange,  t.  V,  p.  38i).  Les 
formules  qui  se  rapportent  aux  planètes  sont  applicables  au  cas  de  la  Lune  ;  mais  ce  ne  fut  que 
plus  tard,  en  1792,  que  Lagrange  s'occupa  de  cette  importante  application. 

[  N'oie  de  V Éditeur.) 
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saire,  à  l'action  des  autres  planètes  sur  ce  satellite,  et  même  à  la  figure 
non  sphérique  de  la  Lune  et  de  la  Terre,  on  peut  expliquer,  par  la  seule 
Théorie  de  la  gravitation,  pourquoi  la  Lune  paraît  avoir  une  équation 
séculaire,  sans  que  la  Terre  en  ait  une  sensible. 

Le  Mémoire  suivant  est  destiné  uniquement  à  répondre  à  la  seconde 
de  ces  deux  questions.  On  y  verra  :  i°  que  l'équation  séculaire  de  la 
Lune  ne  saurait  être  expliquée  par  la  seule  Théorie  de  la  gravitation,  du 
moins  en  prenant  cette  équation  telle  que  les  astronomes  l'ont  adoptée 
d'après  feu  M.  Mayer  ;  20  que  les  preuves  que  l'on  a  de  l'existence  de  cette 
même  équation  ne  sont  pas,  à  beaucoup  près,  aussi  solides  et  aussi  con- 
vaincantes qu'on  pourrait  le  désirer.  Je  serai  suffisamment  récompensé 
de  mon  travail  si  l'illustre  Compagnie,  à  qui  j'ai  l'honneur  de  le  présen- 
ter, daigne  l'honorer  de  quelque  attention,  et  surtout  s'il  peut  exciter 
d'autres  plus  habiles  que  moi  à  le  pousser  plus  loin,  et  à  décider  irrévo- 
cablement l'importante  question  de  l'équation  séculaire  de  la  Lune. 

Quanta  la  première  question,  j'avoue  que,  après  y  avoir  médité  long- 
temps et  avec  toute  l'attention  dont  je  suis  capable,  je  n'ai  rien  trouvé 
qui  pût  me  satisfaire,  ou  qu'on  pût  du  moins  ajouter  à  ce  que  M.  d'Alem- 
bert  a  déjà  dit  sur  ce  sujet  dans  les  derniers  volumes  de  ses  Opuscules. 
J'ai  donc  cru  pouvoir  me  dispenser  de  traiter  cette  question,  et  je  me 
flatte  que  l'Académie  voudra  bien  ne  pas  m'en  savoir  mauvais  gré;  en 
récompense,  j'ai  tâché  de  m'étendre  d'autant  plus  sur  l'autre  question, 
et  d'entrer  dans  des  détails  astronomiques  que  cette  illustre  Compagnie 
n'a  pas  demandés,  mais  que  j'ai  crus  indispensables  dans  la  matière  dont 
il  s'agit. 

1.  Quoique  la  Théorie  de  la  gravitation  universelle  ait  jusqu'ici  par- 
faitement rendu  raison  des  inégalités  périodiques  qu'on  observe  dans  les 
mouvements  des  Corps  célestes  et  surtout  de  la  J^une,  elle  n'a  cependant 
pas  encore  fourni  d'explication  de  l'équation  séculaire  de  cette  planète. 
M.  Halley  est  le  premier  qui  ail  soupçonné  une  accélération  dans  le 
moyen  mouvement  de  la  Lune,  comme  on  le  voit  par  ce  passage  de  la 
seconde  édition  des  Principes  mathématiques  :  El  collatis  quidem  obser- 
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valionibus  eclipsium  babylonicis  cum  Us  Albategnu  et  cum  hodierms,  Hal- 
leyus  noster  motum  médium  Lunœ  cum  molu  diurno  Terrœ  collatum  paula- 
tim  accelerari,  primus  omnium,  quod  sciam,  deprehendit,  page  481 .  Mais, 
soit  que  ce  grand  Astronome  n'ait  pas  cru  pouvoir  entièrement  compter 
sur  l'exactitude  des  observations  qui  lui  avaient  donné  l'accélération  de 
la  Lune,  soit  qu'il  ait  regardé  cette  accélération  comme  trop  peu  sen- 
sible pour  qu'on  dût  en  tenir  compte  dans  le  calcul  du  lieu  de  cette  pla- 
nète, il  est  certain  qu'il  n'y  a  eu  aucun  égard  dans  les  Tables  qu'il  en  a 
publiées  depuis.  Cependant  la  remarque  de  M.  Halley  n'est  pas  demeurée 
infructueuse  :  deux  savants  Astronomes,  MM.  Dunthorne  etMayer,  ayant 
entrepris  d'examiner  de  nouveau  ce  point  important  de  la  Théorie  de  la 
Lune,  ont  non-seulement  reconnu  l'existence  de  l'équation  séculaire  de 
cette  planète,  ils  en  ont  de  plus  déterminé  la  quantité  :  le  premier  l'a 
fixée  à  10  secondes  pour  le  premier  siècle,  et  le  second  à  7  secondes  dans 
ses  premières  Tables,  et  ensuite  à  9  secondes  dans  les  dernières;  et 
comme  les  Tables  de  la  Lune  de  M.  Mayer  ont  été  généralement  adoptées 
par  les  Astronomes,  l'accélération  du  mouvement  de  la  Lune  est  main- 
tenant regardée  comme  un  fait  dont  il  semble  qu'il  ne  soit  presque  pas 
permis  de  douter. 

M.  de  la  Lande  a  néanmoins  remarqué,  dans  son  Astronomie,  qu'il 
restait  encore  quelque  incertitude  sur  les  observations  qui  ont  servi  à 
déterminer  ce  nouvel  élément  de  la  Théorie  de  la  Lune,  et  qui  se  rédui- 
sent à  deux  éclipses  de  Soleil  observées  en  977  et  978  près  du  Caire,  par 
Ibn  Jonis,  Astronome  du  calife  d'Egypte  Aziz;  comme  ces  observations 
sont  les  seules  que  nous  ayons  pour  servir  de  terme  de  comparaison 
entre  les  anciennes  observations  des  Babyloniens  et  celles  de  ces  derniers 
temps,  il  faut  avouer  que,  si  l'on  était  obligé  de  les  rejeter,  on  perdrait 
les  principales  et  même  les  uniques  preuves  décisives  que  l'on  ait  de 
l'accélération  du  moyen  mouvement  de  la  Lune;  car  je  ne  puis  croire, 
avec  M.  Mayer,  que  cette  question  puisse  se  décider  par  la  simple  com- 
paraison des  observations  du  siècle  passé  avec  celles  de  ce  siècle,  les  va- 
riations qui  peuvent  se  trouver  clans  le  mouvement  moyen  de  la  Lune, 
dans  le  court  espace  d'un  siècle,  étant  nécessairement  trop  petites  pour 
VI.  43 
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pouvoir  être  attribuées  à  d'autres  causes  qu'aux  erreurs  des  observations 
et  à  l'incertitude  qui  a  encore  lieu  dans  quelques-unes  des  équations  de 
la  Lune. 

Quoi  qu'il  en  soit,  en  attendant  que  le  temps  et  les  recherches  des 
astronomes  nous  apportent  de  nouvelles  lumières,  la  Théorie  est,  ce  me 
semble,  le  seul  moyen  que  nous  ayons  pour  décider  un  point  d'Astro- 
nomie si  important.  Il  s'agit  donc  d'examiner,  le  plus  soigneusement 
qu'il  est  possible,  si  la  gravitation  universelle  peut  produire,  dans  le 
mouvement  moyen  de  la  Lune,  une  altération  sensible  et  conforme  aux 
observations;  c'est  la  question  que  je  me  propose  de  traiter  dans  ces 
Recherches. 

2.  Pour  que  le  moyen  mouvement  de  la  Lune  soit  assujetti  à  une  alté- 
ration croissante  comme  le  carré  du  temps,  ainsi  qu'on  le  suppose  dans 
les  Tables,  il  faut  que  la  formule  générale  du  lieu  vrai  de  cette  planète 
renferme,  outre  le  terme  Z  qui  représente  le  mouvement  moyen,  encore 
un  terme  de  la  forme  z'Z2,  z' étant  un  coefficient  positif  et  très-petit;  ce 
dernier  terme  représentera  donc  l'équation  séculaire,  qui  sera  toujours 
additive  au  mouvement  moyen  avant  et  après  l'époque  qu'on  aura  fixée 
pour  le  commencement  de  cette  équation,  et  qui,  dans  les  Tables  de 
Mayer,  tombe  au  commencement  de  ce  siècle.  Donc,  nommant  ts  le  rap- 
port de  la  circonférence  au  rayon,  on  aura  ivs  x  36o°  pour  la  valeur  de 
l'équation  dont  il  s'agit  au  bout  d'une  révolution  de  la  Lune;  et,  nom- 
mant ensuite  v  le  rapport  du  mouvement  moyen  de  la  Lune  à  celui  du 
Soleil,  on  aura  isv!  x  36o°  pour  la  quantité  de  la  même  équation  au  bout 
de  la  première  année  après  l'époque;  enfin,  multipliant  cette  quantité 
par  ioooo,  on  aura  la  quantité  de  l'équation  pour  le  premier  siècle, 
laquelle  étant,  suivant  M.  Mayer,  de  9  secondes,  on  aura  cette  équation 

10000/rov2  X  36o°  =  9", 
c'est-à-dire,  en  réduisant  aussi  les  degrés  en  secondes, 

ioooo.36o.  36oo  z'  ro  y!  =  9  ; 
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d'où  l'on  tire 

,-= § . 

i oooo .  36o .  36oo  mv2  ' 

or  on  a  à  très-peu  près  zs  =  6  et  v2  =  178;  donc  on  aura  environ 


537920  000  000 


3.  Telle  doit  donc  être  la  valeur  du  coefficient  i  de  l'équation  sécu- 
laire, dans  l'hypothèse  que  cette  équation  soit  réelle  et  croisse  constam- 
ment comme  le  carré  du  temps;  mais,  comme  il  peut  se  faire  aussi  qu'elle 
ne  soit  qu'apparente,  et  que  ce  ne  soit  dans  le  fond  qu'une  équation  pé- 
riodique, mais  dont  la  période  soit  très-longue,  il  est  hon  de  voir  en 
particulier  quelle  devrait  être  sa  valeur  dans  ce  cas;  car,  quoique  l'effet 
de  l'équation  séculaire  puisse  être  sensiblement  le  même  dans  l'un  et 
dans  l'autre  cas,  pendant  un  intervalle  de  temps  peu  considérable,  il 
deviendra  cependant  fort  différent  au  bout  d'un  grand  espace  de  temps; 
de  sorte  que,  si  cette  équation,  au  lieu  d'être  réelle,  n'est  qu'apparente, 
elle  devra  nécessairement  avoir  une  tout  autre  valeur  que  celle  que 
nous  venons  de  trouver,  pour  pouvoir  répondre  à  la  fois  aux  observations 
babyloniennes  et  arabes  qui  ont  servi  de  données  dans  la  détermination 
de  cet  élément.  Mais  pour  cela  il  est  nécessaire  de  commencer  par  exami- 
ner, en  peu  de  mots,  comment  on  peut  accorder  ces  observations  par 
l'introduction  d'une  équation  séculaire  réelle;  ensuite  nous  verrons  ce 
qui  doit  en  résulter  dans  l'hypothèse  que  l'équation  séculaire  ne  soit 
qu'apparente. 

4.  Comme  les  observations  les  plus  distantes  entre  elles  sont  celles 
qui  peuvent  fournir  les  déterminations  les  plus  exactes  des  mouvements 
moyens  des  planètes,  on  a  employé  dans  la  détermination  de  celui  de  la 
Lune  la  plus  ancienne  éclipse  dont  la  mémoire  nous  ait  été  conservée, 
et  qui  est  celle  que  Ptolémée  rapporte  avoir  été  observée  à  Babylone  le 
19  mars  720  avant  J.-C.  (Almageste,  Livre  IV,  Chapitre  VI).  M.  Cassini 
ayant  comparé  cette  observation  avec  celle  d'une  éclipse  de  l'année  1717, 

43. 
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où  la  Lune  s'est  trouvée  à  peu  près  dans  les  mêmes  circonstances,  a  trouvé 
le  mouvement  séculaire  de  la  Lune  de  ios7°49'52";  or,  si  le  mouvement 
moyen  de  la  Lune  était  tout  à  fait  uniforme,  il  est  clair  qu'on  devrait 
toujours  trouver  le  même  résultat  en  comparant  ensemble  d'autres 
observations;  mais  on  a  reconnu  dans  ces  derniers  temps  que  les  obser- 
vations arabes,  dont  on  a  parlé  ci-dessus,  comparées  avec  les  observa- 
tions de  ce  siècle,  donnent  environ  2' 36"-±-  de  plus  pour  le  mouvement 
séculaire  de  la  Lune.  M.  de  la  Lande,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie, 
année  1757,  trouve  qu'en  employant  le  mouvement  moyen  qui  résulte 
des  observations  arabes,  la  longitude  de  la  Lune  dans  l'éclipsé  de  720 
avant  J.-C.  est  moindre  de  i°27'  que  l'observation  ne  l'a  donnée;  or, 
comme  M.  de  la  Lande  suppose  le  milieu  de  cette  éclipse  47  minutes 
plus  tôt  que  M.  Cassini,  il  s'ensuit  qu'il  faut  ôter  de  i°27'  le  mouvement 
relatif  de  la  Lune  au  Soleil  pendant  47  minutes,  lequel  est  de  23' 52"; 
ainsi  l'on  aura  i°3'8",  qui,  étant  partagés  en  24-5-,  nombre  des  siècles 
écoulés  entre  l'observation  dont  il  s'agit  et  1700,  donne  2' 36"^,  dont 
le  mouvement  moyen  séculaire  est  plus  grand,  parce  que,  comme  en 
remontant  on  avance  contre  l'ordre  des  signes,  une  longitude  moindre 
indique  un  plus  grand  espace  parcouru.  C'est  ce  qui  a  engagé  les  Astro- 
nomes à  appliquer  au  mouvement  moyen  une  équation  séculaire  propre 
à  sauver  cette  différence. 

5.  En  effet,  soit  x  le  mouvement  séculaire  moyen  dont  la  marche  est 
uniforme,  et  y  l'équation  séculaire,  que  nous  supposerons  d'abord  pro- 
portionnelle au  carré  du  temps;  et,  prenant  le  commencement  de  ce 
siècle  pour  époque,  on  aura,  après  m  siècles,  le  mouvement  moyen 
—  mx  ■+-  m2y;  par  conséquent,  en  faisant  m  négatif,  on  aura,  pour 
m  siècles  comptés  en  arrière,  le  mouvement  moyen  =  —  mx-hmîy. 
Soit  maintenant  a  le  mouvement  séculaire  moyen  trouvé  par  M.  Cassini 
d'après  l'éclipsé  de  720  avant  J.-C.  et  a  -+- 13  le  mouvement  séculaire 
moyen  trouvé  d'après  les  observations  arabes  de  977  et  978;  et  comme, 
entre  les  années  720  avant  J.-C.  et  1700,  il  s'est  écoulé  24 £  siècles,  et 
que,  entre  les  années  978  et  1700,  il  s'est  écoulé  environ  7^  siècles,  on 
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aura  —  (a'4i)  a  et  —  (7  s)  (a_,_^)  Pour  'es  mouvements  moyens  qui  se 
rapportent  aux  années  720  avant  J.-C.  et  978  :  donc,  si  l'on  veut  que 
la  formule  —  mx  -+-  m2y  satisfasse  à  la  fois  aux  observations  de  ces 
années,  il  n'y  aura  qu'à  supposer  successivement  m  =  24 1,  =  7 1»  et 
former  ensuite  les  équations 

—  (a4!)  *  -+-  (HïYr  =  —  (24l)  *, 


-(  7ï)*  +  (  7ï)2J=-(  7i)(«  +  P). 

c'est-à-dire, 

^  —  (M {)/  =  «»   ■*■  —  (7-r)r  =  «  +  P; 

d'où  l'on  tire 

3                                       s 
r=jr'    ^  =  «  +  (24t)j  =  *  +  (24!)^ 

Or  on  a  trouvé  a  =  ios7°49'52"  et  |3  =  2'36"{;  donc  on  aura 

y  =  ol',  2,     et  de  là    .#  =  ios7°53'34",64; 

ce  qui  s'accorde  à  très-peu  près  avec  les  éléments  que  M.  Mayer  a  em- 
ployés dans  ses  dernières  Tables,  où  il  fait  le  mouvement  séculaire 
moyen  de  ios7°53'35",  et  l'équation  séculaire  de  9  secondes  pour  le 
premier  siècle,  à  compter  depuis  1700. 

6.  Supposons  maintenant  que  l'équation  séculaire  ne  soit  pas  con- 
stamment proportionnelle  au  carré  du  temps,  mais  qu'elle  dépende  du 
sinus  d'un  angle  qui  varie  peu,  en  sorte  qu'elle  ne  suive  la  loi  du  carré 
que  pendant  un  certain  espace  de  temps;  soit  A  +  p.Z  cet  angle,  Z  étant, 
comme  ci-dessus,  le  mouvement  moyen  de  la  Lune,  et  \j.  étant  un  coeffi- 
cient très-petit,  de  manière  que  l'angle  jxZ  demeure  encore  très-petit 
vis-à-vis  de  l'angle  fini;  et  comptant  A  au  bout  d'un  grand  nombre  de 
révolutions  de  la  Lune,  on  aura  pendant  cet  intervalle  de  temps 

w2Z2 
sin(A  -+-  fiZ)  =  sinA  -4-  p.Z  cosA  —  — —  sin A 

à  très-peu  près;  d'où  l'on  tire 

2ZcosA        2[sinA  —  sin(A -h  pZ)]_ 

•         ^sinA  [T.'sinA 
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de  sorte  que  l'équation  séculaire  apparente  iTr  sera  véritablement  re- 
présentée par  la  formule 


i      r„        ,       sinA  —  sin(A  h-  uZ)~] 

r—r     Z  COSA  H i !— -'■     , 

inA  L  F-  J 


y.  sini 
et  par  conséquent  s'éloignera  à  la  longue  de  la  loi  du  carré  du  temps. 

7.  Voyons  donc  quelle  doit  être,  dans  cette  hypothèse,  la  valeur  du 
coefficient  i,  pour  satisfaire  aux  mêmes  données  du  n°  4.  Soit  0  la  quan- 
tité de  l'angle  (xZ  au  bout  d'un  siècle,  on  aura  au  bout  de  m  siècles 
\}.=-mQ\  donc 

m  6 

z-7""' 

ainsi  l'équation  séculaire  sera,  pour  m  siècles, 

-——. — -  \mQ  cosA  -+-  sinA  —  sin(  A  -+-  m 0)1; 
fji2sinAL  J 

lorsque  m  =  i,  cette  quantité  devient  (à  cause  de  6  très-petit)  — j-j  qui 

sera  donc  la  quantité  de  l'équation  séculaire  pour  le  premier  siècle. 
Nommons  donc,  comme  ci-dessus,  y  cette  valeur  de  l'équation  sécu- 
laire et  x  le  mouvement  séculaire  moyen;  on  aura,  après  m  siècles,  le 
mouvement  moyen  égal  à 

2  Y 

mx  -+-  n,   ■    .  \mQ  cosA  -+-  sinA  —  sinfA  -+-  m  0)1. 
0'sinA1-  J 

Faisant  donc  successivement  m  =  —  a/j-g-  et  =  —  y-,  pour  avoir  les 
mouvements  moyens  qui  répondent  aux  années  720  avant  J.-C.  et  978, 
on  formera  ces  deux  équations 

—  (24i)ar+  gr|j^  [-  (4 i)  S  cos  Ah-  sin  A— sin[A-  (24  j)  0]J  =  -(24l)  a, 
_  (77)^  +  gr^Â[-(7i)ÔcosAH-sinA-sin[A-(  7|)  0]J  =-(7i)(«+|3); 
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c'est-à-dire,  en  changeant  les  signes, 

-r       2-rf      cotA  i        '       (i      sin[A-(24{)6]\l 

2rT  *  '       /        sinTA  —  (7{)91\1 

d'où  l'on  tirera  aisément  x  et  j  quand  on  connaîtra  A  et  0;  ensuite  on 
aura,  comme  dans  le  n°  2, 

i  oooo  i  m  v2  X  36o°  =  y, 
d'où  l'on  tirera 

i= L 

ioooonjv'X  36o° 

8.  Supposons,  par  exemple,  que  l'angle  A-f-jxZ  soit  égal  au  double 
de  la  longitude  de  l'apogée  du  Soleil  (on  verra  plus  bas,  aux  nus  30 
et  suivants,  pourquoi  nous  choisissons  cette  hypothèse);  on  aura  donc, 
en  prenant  toujours  le  commencement  de  ce  siècle  pour  époque,  A  égal 
au  double  de  la  longitude  de  l'apogée  du  Soleil  en  1700,  et  Q  au  double 
du  mouvement  séculaire  de  cet  apogée;  ainsi  l'on  aura,  par  les  nou- 
velles Tables  de  Mayer, 

A  =  6si5°25'  12",     et     ô  =  3°4o'=  (en  parties  du  rayon)  0,063994. 
Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes,  on  aura 

af    f  _„    -,  1        /        sin730io'\"] 

x  —  -ïrn    —  coti5°25'-f-  1  -1-    .    '       -,       =  <x, 

3° 40  |_  ob° 44    \        sini5°25'/J 

2  y    f  r     r,  l        I         sinio°5Q/\"l 

X—  ^-y-;\  —  COtl5°25'-t-  — : r— yy      I  -t- £-^7         =  X  +  S, 

3° 4»  L  2b°24    \        sini5"25/J  r 

c'est-à-dire, 

_   a.r  (      3  g2g3g  +  4>6°336\  _ 
0,06399  \   '  "      1,54869/    ' 

§-/3|ft&6+.£17^?\==a  +  p; 


0,06399  \  0,46077 
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ou  bien,  en  réduisant, 


d'où 


I,  30788  0,IC,„„ 

O,ob399  0,06399^ 

o,o63qq_  1,30788. 

^=-775o6iP'      ^  =  a  +  775o656(3' 

et,  à  cause  de  x  =  ios']°^' 5s"  et  /3  =  2'32"  (n°  5), 

x  =  ios7°52'4",    y  — —  6", 456; 

d'où  l'on  voit  que  la  valeur  de  y  doit  être  négative  et  égale  à  environ 
deux  tiers  de  la  valeur  qu'elle  doit  avoir  dans  le  cas  de  l'équation  con- 
stamment proportionnelle  au  carré  du  temps;  quant  au  mouvement  sé- 
culaire moyen,  il  ne  diffère  que  de  \'  il\'  de  celui  qu'on  a  trouvé  dans  le 
cas  dont  nous  venons  de  parler. 

Dans  l'hypothèse  présente,  on  aurait  donc  pour  l'équation  séculaire, 
qui  devra  être  ajoutée  au  mouvement  moyen  au  bout  de  m  siècles  comp- 
tés depuis  1700, 

-  3'ai",  775  ym  cot  i5°25'  +  i5,b27  ^1 sini5oa5- —  J  J  ; 

et,  pour  les  siècles  qui  précèdent  1700,  il  n'y  aura  qu'à  prendre  m  né- 
gatif. 
Et  la  valeur  du  coefficient  i  sera 


ioooo.36o.  36oo rsv1  2  3o6S8ooooooo 

9.  On  trouverait  des  résultats  différents  si  l'on  adoptait  d'autres 
hypothèses  à  l'égard  de  l'angle  A  -+-  \xL,  et  il  est  clair  que,  tant  qu'il  ne 
s'agira  que  de  satisfaire  aux  données  du  n°  4,  on  sera  le  maître  de  don- 
ner telles  valeurs  qu'on  voudra  à  A  et  à  /x;  de  sorte  que  le  Problème  de 
l'équation  séculaire  de  la  Lune,  envisagé  sous  ce  point  de  vue,  est  entiè- 


U  JJj      Aj/1.      A-i  » 


rement  indéterminé  et  ne  peut  être  résolu  parle  secours  des  observations 
seules.  Il  est  vrai  que  les  Astronomes  supposent  communément  que  les 
équations  séculaires  des  planètes  ne  peuvent  être  que  proportionnelles 
aux  carrés  des  temps;  mais  il  parait  que  la  simplicité  et  la  facilité  de 
cette  hypothèse  sont  les  seuls  motifs  qu'ils  aient  de  l'embrasser. 

Ce  n'est  donc  que  par  la  Théorie  qu'on  peut  se  flatter  de  déterminer 
la  forme  de  l'équation  séculaire  des  planètes  et  de  la  Lune  en  particu- 
lier; et  la  question  est  de  savoir  si,  parmi  les  inégalités  qui  résultent  de 
l'attraction  mutuelle  des  Corps  célestes,  il  doit  y  en  avoir  de  l'espèce  de 
celles  que  nous  avons  supposées  ci-dessus  dans  le  mouvement  de  la 
Lune,  et  dont  l'effet  ne  doit  être  sensible  qu'au  bout  de  plusieurs  siècles  ; 
or,  pour  ce  qui  regarde  la  Lune,  quoiqu'il  soit  démontré  que  ses  inéga- 
lités périodiques  sont  entièrement  et  uniquement  dues  à  l'action  du 
Soleil  combinée  avec  celle  de  la  Terre,  cependant  il  parait  très- difficile  et 
presque  impossible  de  déduire  de  la  même  cause  l'inégalité  séculaire  de 
cette  planète;  du  moins  aucun  de  ceux  qui  ont  travaillé  jusqu'à  présent 
à  la  solution  du  Problème  des  trois  "Corps  n'a  pu  trouver  dans  la  formule 
du  lieu  de  la  Lune  des  termes  propres  à  produire  une  altération  vraie  ou 
même  seulement  apparente  dans  son  mouvement  moyen;  sur  quoi  on 
peut  voir  surtout  les  judicieuses  et  fines  remarques  de  M.  d'Alembert 
dans  les  volumes  V  et  VI  de  ses  Opuscules. 

Mais  il  y  a  une  circonstance  à  laquelle  on  n'a  point  encore  fait  atten- 
tion jusqu'ici  dans  les  calculs  des  mouvements  de  la  Lune  :  c'est  la  non- 
sphéricité  de  la  Terre,  laquelle  produit  une  petite  altération  dans  la  force 
qui  pousse  la  Lune  vers  la  Terre,  en  sorte  qu'il  en  résulte  une  nouvelle 
force  perturbatrice  de  l'orbite  de  la  Lune,  laquelle,  étant  combinée  avec 
celle  qui  vient  de  l'action  du  Soleil,  pourrait  peut-être  produire  des 
termes  qui  donneraient  l'équation  séculaire  de  la  Lune.  Ce  point  mérite 
donc  d'être  discuté  soigneusement;  c'est  ce  que  nous  allons  faire  avec 
tout  le  détail  que  la  difficulté  et  l'importance  de  la  matière  exigent. 


10.  Soit  x  le  rayon  vecteur  de  l'orbite  qu'un  Corps  décrit  dans  un 
plan  fixe  en  vertu  de  deux  forces,  l'une  W  dirigée  vers  le  centre  des 
VI.  44 
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rayons  vecteurs,  et  l'autre  IT  toujours  perpendiculaire  à  ces  rayons; 
nommants  l'angle  parcouru  pendant  le  temps  t,  on  aura,  comme  l'on 
sait,  les  deux  équations 

T  d2x       xda2       ... 

il  d{*;d*)-xii  =  0. 

dt- 
La  seconde,  étant  multipliée  par  2x2d<p  et  ensuite  intégrée,  donne 

x2  d<o  C 

k  étant  la  valeur  de  —jt'->  lorsque   lcc3ïïd(p  est  nul;  et  de  là  on  tire 

d'abord 

III.  dt=  x%d" 


dk2-\--2.Çxi'0.dy 

Ensuite,  substituant  cette  valeur  dans  la  première  équation  et  pre- 
nant d<p  constant,  on  aura 

,,  i                 ,T,    „     Uxdx 
d2  —  m  x2  h = — 

IV.  -    *    i    '  d(f 


dy>        x        !,i-h<ifjix3d<ç> 

M 

Donc,  si  la  force  W  est  composée  d'une  force  —  et  d'une  force  pertur- 
batrice (1>,  on  aura,  en  faisant  —  =  u, 


d2u  M 

-5-r  -+-  U  —  j-  —  il  =  O, 

dv2  l(2 


q>x^TLxdx_,MÇ 
k2  +  2  J  II  x3  dy 
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Et,  si  les  forces  perturbatrices  II  et$  sont  très-petites  par  rapport  à  la 

M 

force  principale  —  >  on  aura  à  très-peu  près 


d'u  i  /  $       2M  fada       Udu 

acp2  /f2  \  m2         k-  J     u1  u3dcp 


vu.  *=.£(,_  f"*! 

A  M2  \  J    /.2M3 

Ces  formules  sont  assez  connues,  mais  nous  avons  cru  devoir  les  rap- 
peler ici  pour  épargner  à  nos  lecteurs  la  peine  de  les  aller  chercher 
ailleurs. 

11.  Pour  appliquer  maintenant  ces  formules  au  mouvement  de  la 
Lune,  nous  supposerons  d'abord  que  cette  planète  se  meuve  dans  l'é- 
cliptique,  c'est-à-dire,  que  nous  ferons  abstraction  de  l'inclinaison  de 
son  orbite,  qu'on  sait  toujours  être  fort  petite;  il  sera  ensuite  aisé  d'y 
avoir  égard  si  on  le  juge  à  propos.  Dans  cette  supposition  donc,  si  l'on 
nomme  g  le  rayon  vecteur  de  l'orbite  du  Soleil,  S  sa  masse  et  yj  la  dis- 
tance ou  l'élongation  de  la  Lune  au  Soleil,  on  trouve  que  l'action  du 
Soleil  sur  la  Lune  produit  deux  forces  perturbatrices,  l'une  dans  la 
direction  du  rayon  vecteur  x  de  l'orbite  de  la  Lune  autour  de  la  Terre, 
laquelle  est 

s  [S + *(?"£)  "H* 

l'autre  perpendiculaire  au  même  rayon  vecteur,  et  qui  est 


5  étant  la  distance  rectiligne  entre  la  Lune  et  le  Soleil,  en  sorte  que 

ô  =  \Ja2  —  2  <xx  cosvi  -+-  x2 . 

Or,  comme  a  est  environ  quatre  cents  fois  plus  grand  que  x,  on  aura,  avec 
une  approximation  suffisante, 

1  i        3.rcos7i       (3  —  i5cos2-/)).r2 

è3        c3  aA  2(j5 

44- 
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donc,  substituant  cette  valeur,  et  faisant  attention  que 

i+  cosavj  „         Scost]  -i-  cos3n 

COS2'/)  =  1  COS37)  =  ; î 

2  4 

sinav]  .  sin/j  +  sin3-/i 

cosn  sinvi  = 1      cos2-/)  sinn  = 7 5 

2  4 

on  aura,  par  l'action  du  Soleil  sur  la  Lune  : 
Force  perturbatrice  dans  la  direction  du  rayon, 

(1  -+-  3cos2-/))x  —  ■,— -    * h  1 5  cos  3-/)    ^2; 

2 a3  4<7    \      2  / 

Force  perturbatrice  perpendiculaire  au  rayon, 

3g  g 
sin  2 y?  X  •»  —  s— r  (  3  sin  vj  +  1 5  sin  3 77  )  x-. 

2<73  0(7' 

12.  A  ces  forces  provenant  de  l'attraction  du  Soleil,  il  faut  mainte- 
nant ajouter  celles  qui  viennent  de  l'attraction  de  la  Terre;  et  comme 
on  veut  avoir  égard  à  la  non-sphéricité  de  sa  figure,  il  est  nécessaire  de 
considérer  en  particulier  l'attraction  de  chaque  particule  de  la  Terre  sur 
la  Lune  et  d'en  chercher  les  forces  résultantes. 

Pour  faciliter  cette  recherche,  nous  commencerons  par  établir  cette 
proposition  préliminaire,  qui  est  assez  facile  à  démontrer  et  qui  peut 
être  aussi  utile  dans  d'autres  occasions  : 

Si  un  point  A  attire  un  autre  point  B  avec  une  force  quelconque  F,  et 
qu'on  propose  de  décomposer  cette  force  suivant  trois  directions  données 
perpendiculaires  entre  elles;  soit  A  la  distance  entre  les  deux  Corps,  et  soit 
dA  l'accroissement  de  cette  distance  en  supposant  que  le  Corps  attiré  B  par- 
coure, suivant  l'une  des  directions  dont  il  s'agit,  l'espace  infiniment  petit 

du,  on  aura   —  F  -5—  pour  la  partie  de  la  force  F  qui  agit  suivant  cette 

même  direction. 

De  là  il  s'ensuit  que,  si  l'on  détermine  la  position  du  point  B,  par  rap- 
port au  point  A,  par  trois  variables  a,  |3,  y,  dont  les  différentielles  doc, 
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d$,  dy  soient  dans  les  directions  suivant  lesquelles  il  s'agit  de  décom- 
poser la  force  F,  en  sorte  que  la  distance  A  soit  une  fonction  de  a,  [i, 

7,...,  et  qu'on  dénote,  comme  à  l'ordinaire,  par  -^-?  -~-5  -p-  les  coelfi- 

r       doc     dp      dy 

cients  de  da,  dfi,  dy  dans  la  différentielle  de  A,  on  aura 

_F—,      -F  —  ,      -F  — 
da  dp*  dy 

pour  les  trois  forces  résultantes  de  la  force  F. 

Si  F  est  proportionnelle  à  -rp  ce  qui  est  le  cas  de  l'attraction  céleste, 

on  aura 

„  ,.       dA  ,i 

Ff/A  =  —  =  —  d  T: 

AJ  A' 

par  conséquent,  les  trois  forces  dont  il  s'agit  pourront  se  représenter  par 
les  coefficients  de  da,  dfi,  dy  dans  la  différentielle  de  ^-,  en  sorte  qu'il 

suffira  de  trouver  la  valeur  de  -r  et  de  la  différentiel'  par  les  méthodes 
ordinaires. 

Si  le  point  B  est  attiré  en  même  temps  vers  différents  points  A,  A', 
A",...,  dont  les  distances  àB  soient  A,  A',  A",...,  et  dont  les  attractions 

soient 

M       M'        M" 

il  est  visible  qu'il  n'y  aura  qu'à  chercher  la  valeur  de  la  quantité 

M       M'        M" 

et  la  différentier  suivant  a,  |3,  y;  les  coefficients  de  da,  dp,  dy  dans  cette 
différentielle  donneront  immédiatement  les  forces  cherchées.  Donc,  en 
général,  si  le  point  B  est  attiré  par  un  Corps  de  figure  quelconque  et 
dont  la  masse  soit  M,  en  considérant  chaque  élément  dM  de  ce  Corps 
comme  un  point  attirant,  il  faudra  prendre  d'ahord  la  somme  de  tous 

les  -j-,  en  faisant  varier  uniquement  les  quantités  qui  se  rapportent  aux 
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éléments  dM,  et  regardant  les  oc,  j3,  y  comme  constantes;  dénotant  cette 
somme  par  I,  on  y  fera  varier  ensuite  les  quantités  a,  j3,  y  relatives  à  la 
position  du  point  B,  et  l'on  aura 

dS      dl      dl 
doc       dfi       dy 

pour  les  trois  forces  suivant  dy.,  dfi,  dy  auxquelles  se  réduira  l'effet  de 
l'attraction  totale  du  Corps  M  sur  le  point  B. 

13.  Cela  posé,  pour  pouvoir  appliquer  avec  facilité  cette  méthode  à 
la  recherche  des  forces  qui  résultent  de  l'attraction  de  toutes  les  parties 
de  la  Terre  sur  la  Lune,  nous  considérerons  le  centre  de  la  Terre,  ainsi 
que  le  plan  de  son  équateur,  comme  fixes;  et  nous  y  rapporterons,  tant 
la  position  de  chaque  particule  dM  de  la  Terre  que  celle  du  centre  de 
la  Lune,  en  ayant  attention  d'employer,  pour  déterminer  la  position  de 
ce  centre  des  lignes  variables,  dont  les  différentielles  aient  les  mêmes 
directions  qu'on  veut  donner  aux  forces  résultantes  de  l'attraction  totale 
de  la  Terre  sur  la  Lune. 

Nous  supposerons  de  plus  que  l'axe  de  la  Terre  soit  un  de  ses  trois 
axes  naturels  de  rotation,  et  que,  par  conséquent,  les  deux  autres  se 
trouvent  dans  le  plan  de  l'équateur;  car,  quelle  que  soit  la  figure  de  la 
Terre  et  la  disposition  intérieure  de  ses  parties,  la  rotation  constante  et 
uniforme  qu'elle  a  autour  de  son  axe  suffit  pour  nous  convaincre  que 
cet  axe  est  nécessairement  un  de  ses  axes  naturels  de  rotation;  de  sorte 
que,  comme  les  deux  autres  doivent  être  perpendiculaires  à  celui-là,  ils 
ne  peuvent  être  placés  que  dans  le  plan  de  l'équateur. 

Donc,  si  l'on  nomme  /  la  distance  d'une  particule  quelconque  dM  de 
la  Terre  au  plan  de  l'équateur,  et  m,  n  les  distances  de  cette  même  par- 
ticule aux  plans  des  méridiens  qui  passent  par  le  deuxième  et  par  le  troi- 
sième axe  naturel  de  rotation  de  la  Terre,  on  aura  d'abord,  par  les  pro- 
priétés du  centre  de  gravité, 

ldM  =  o,      jmdM—o,       jndM  =  o, 
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et,  par  les  propriétés  des  axes  naturels  de  rotation,  on  aura  en  même 
temps 

/  lin  dM  —  o,        j  In  dM  =  o,        I  mn  dM  =  o. 

14.  Dans  le  cas  où  les  deux  hémisphères  de  la  Terre  sont  supposés 
semblables  et  de  densité  uniforme,  il  est  facile  de  voir  qu'on  aura  de 
plus,  en  général, 

'  l*VdM  =  o, 


!" 


p  étant  un  nombre  impair  quelconque,  et  P  une  fonction  quelconque 
de  m  et  de  n;  et,  si  la  Terre  est  un  sphéroïde  de  révolution,  on  aura 


ntQdM—o,         m?RdM  =  o, 


Q  étant  une  fonction  quelconque  de  /  et  n,  et  R  une  fonction  quel- 
conque de  /  et  m;  mais  ces  quantités  ne  seront  plus  nulles  dès  qu'on 
voudra  abandonner  ces  hypothèses  et  regarder  la  Terre  comme  ayant 
une  figure  quelconque. 

15.  Soient  maintenant  w  l'obliquité  de  l'écliptique,  s  la  longitude  de 
la  Lune  comptée  depuis  l'équinoxe  du  printemps,  et  y  sa  latitude;  nom- 
mant q  son  ascension  droite  et  p  sa  déclinaison,  on  aura  par  la  Trigono- 
métrie ces  deux  équations 

COS/7  cos<7  =  cosj  cosz, 
s\np  =  cosw  sinj  -+-  sin  to  cosj  sinz, 

d'où  il  est  facile  de  tirer 

cosp  sin</  =  —  sinw  sinj  -t-  cosw  cosy  sinz. 

De  plus,  il  est  aisé  de  voir  que,  si  l'on  nomme  p  le  rayon  de  l'orbite 
lunaire,  et  que  X  soit  la  distance  de  la  Lune  au  plan  de  l'équaleur,  p.  sa 
distance  au  plan  passant  par  le  colure  des  équinoxes,  et  v  celle  au  plan 
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qui  passe  par  le  colure  des  solstices,  il  est  aisé  de  voir,  dis-je,  que  l'on 

aura 

À  =  psin/?,     fj.  =  p  cosp  sinq,     v  =  p  cosp  cosg, 

et  par  conséquent 

X  =p(cos«  sinj+  sinw  cosj  sinz), 
fji  =  —  p(siii'j  sinj—  cosw  cosj  sin^), 

V   =p  COSJ'COSZ. 

Ainsi  l'on  connaîtra  les  coordonnées  rectangles  X,  p.,  v  de  la  Lune,  rap- 
portées au  plan  de  l'équateur. 

16.  Or  il  est  clair  que  l'ordonnée  X  est  toujours  parallèle  à  l'ordon- 
née l,  mais  les  autres  ordonnées  p.  et  v  ne  peuvent  être  parallèles  aux  or- 
données met  n,  que  dans  le  cas  où  le  deuxième  axe  de  rotation  de  la  Terre 
passerait  par  les  équinoxes;  ainsi  il  faudra  encore  changer  les  coordon- 
nées p.  et  v  en  deux  autres  qui  soient  toujours  parallèles  aux  coordon- 
nées met  n,  ou  bien  on  changera  ces  dernières  en  deux  autres  parallèles 
à  celles-là;  ce  qui  est  d'ailleurs  plus  convenable,  à  cause  que  la  ligne 
des  équinoxes  est  à  peu  près  fixe,  au  lieu  que  le  deuxième  et  le  troisième 
axe  naturel  de  rotation  de  la  Terre  changent  continuellement  de  position, 
à  cause  de  sa  révolution  diurne  autour  du  premier  axe. 

Soit  donc  <J/  l'angle  que  le  deuxième  axe  de  rotation  de  la  Terre  fait  avec 
la  ligne  des  équinoxes,  c'est-à-dire,  la  distance  du  premier  méridien  à 
l'équinoxe,  en  nommant,  ce  qui  est  permis,  premier  méridien  celui  qui 
passe  par  ce  même  axe,  et  qui  est,  par  conséquent,  fixe  sur  la  surface  de 
la  Terre;  on  verra  aisément  que,  si  l'on  désigne  par  m'  et  n'  les  nouvelles 
coordonnées  dont  l'une  serait  perpendiculaire  et  l'autre  parallèle  à  la 
ligne  des  équinoxes  dans  le  plan  de  l'équateur,  on  aura 

m'  =  m  cosi^  -+-  n  sinij/,     n'  =  n  cosip  —  m  sin<\i. 

Et,  comme  les  coordonnées  /,  m',  n'  qui  répondent  à  la  particule  dM  de 
la  Terre  sont  respectivement  parallèles  aux  coordonnées  >.,  p.,  v  qui  ré- 
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pondent  au  centre  de  la  Lune,  il  est  clair  que  la  distance  A  de  cette  par- 
ticule à  la  Lune  sera  exprimée  par  la  formule 


\/U—  /)2+(pt  —  m'Y+  {v  —  n'f. 

17.  Soit,  pour  abréger,  l2 -+- m2 -+- n2  =  r2  (r  étant  la  distance  de  la 
particule  dM  au  centre  de  la  Terre);  on  aura  aussi  l2  -\- m'2  +  n'2  =  r2; 
et,  comme  on  a  déjà  X2+  p.2+  v2  =  p2,  on  aura,  en  substituant  les  valeurs 
de  X,  p.,  v  et  développant  les  termes, 

A2  =  p2 —  2pZ(cosco  sinj  h-  sinw  cosj  sinz) 
-+-  2pm'(sinw  sinj  —  cosw  cosj  sinz) 
—  2pn'  cosj  cosz  -(-  r2, 

où  l'on  remarquera  que  le  rayon  p  de  l'orbite  de  la  Lune  est  infiniment 
plus  grand  que  les  quantités  /,  m,  n,  r;  en  sorte  qu'on  pourra  exprimer 

commodément  la  valeur  de  -r  par  une  série  fort  convergente. 

Pour  cela  je  suppose 

p  =  /(coscosinj+sinwcosjsinz)— m'(sin6.>sinj— coscocosjsinz)-i-rt'cosjcosz; 

ou  bien,  en  substituant  les  valeurs  de  m'  et  n', 

p  =  /(cosw  sinj  -+-  sinw  cosj  sinz) 

—  w[(sin«  sinj  —  cosw  cosj  sinz)  cos^  +  cosj  cosz  sin^] 

—  «[(sinto  si nj  —  cossj  cosj  sinz)  sin<\i  —  cosj  cosz  cosij/], 

en  sorte  que  l'on  ait 


v/p2—  ipp+r>; 


et,  regardant  les  quantités  p  et  r  comme  très-petites  du  même  ordre  vis- 
à-vis  de  p,  on  aura 

1       I        t   ,  ,n       ï-3  ,  ,\,       i.3.5  . 

x  = ;(—  zpp-l-r  2)H -f- -(—  2po  +  r2)2 7-s—  (—  zpp-hr2f-i- ..., 

A       p       ap3  rr         '      2.4p5  2.4-op 

c'est-à-dire,  en  ordonnant  les  termes  par  rapport  aux  puissances  de  p,  et 
VI.  45 
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ne  poussant  la  précision  que  jusqu'aux  infiniment  petits  du  troisième 

ordre, 

i         i        p        3p2 —  r2       5  p3 — 3pr2 

a  =-+    i  +_^ h       t^—-*----- 

A  p  p2  2p3  2p4 

18.  Faisons  encore,  pour  abréger, 

P  =  cosw  sinj  -+-  sin  w  cosj  sin^, 

Q=  —  (sinco  sinj —  cosm  cosj  sinz)  cos*}1  —  cosj  cos^  sin^, 

R  =  —  (sinw  sinj  —  cosm  cosj  sinz)  s\n<]i  -t-cosj  cosz  cos^, 

de  manière  que  la  valeur  de  p  soit  représentée  par  /P  +  mQ  +  nR,  et, 
substituant  cette  quantité  à  la  place  de  p  dans  l'expression  précédente 

de  -r  i  on  aura,  à  cause  de  r2  =  l-  -+-  m2  +  ri1, 
i       i      /P-i-TOQ-f-raR 

û  p  p2 

;2(3P2  — i)  -+■  m'ÇiQ2-  i)  -t-  w3(3Ra  -  i)  +  6(//»PQ  +  faPR  -+-  mnQR) 

/3(5P3_  3p)  +  „,3(5Q3  _3Q)  _)_  „3(5R3_  3R) 

ap' 

3f/2fflQ+/2/?R)(5P2-i)-)-3(/»2/P+/»2/;R)(5Q2-i)-t-3^2/P+^fflQ)(5R:i-i) 

2p'  *    '" 

Donc,  multipliant  cette  quantité  par  dM,  et  intégrant  en  ne  faisant 

/dM 
-r-  ou  de  2 

(n°  12);  ainsi,  en  faisant  attention  que  (n°  13) 

JldM  —  o,  jmdM  =  o,         jndM  =  o, 

JlmdM  =  o,        ilndM  —  o,         l  mndM  =  o, 

(*)  Lagrange  a  omis  ici  le  terme  ; — —  j  qui  est  du  même  ordre  que  les  derniers 

P 
termes  conserves. 

(Note  de  l'Éditeur.) 
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et  supposant,  pour  plus  de  simplicité, 

il'dM   =  a2M,  Çm2dM=:b2M,  Cn?dM     =  c2M, 

Cl3dM  =f3M,  Çlm2dM=f"M,  Sln1dM=f" 

(m3dM=g3M,  f  ml2dM  —  g'3M,  jmn2dM  =  g"3M, 

in3  dM  =  h3M,  ! ni2  dM  =  h'3M,  fnm2dM  =  A"3  M, 


dM, 


„_M    ,    «M3P2  — i)  +  6:(3Q2— i)  +  c2(3R2  — i) 


H : — 

2p3 

— : 1V1 

/3(5P3 

—  3P)-t-3/'3P(5Q2-: 

t)  +  3/"3P(5R'  — i) 

zp> 

gH5Q3 

-3Q)  +  3^'3Q(5P2-] 

;)  +  3^"3Q(5R2-i) 

2p4 

h3{5K3 

-3R)-t-  3/«'3R(5P2—i 

)  +  3/i"3R(5Q2  —  i) 

19.  Or,  comme  p  est  la  distance  du  centre  de  la  Lune  au  centre  de  la 
Terre,  et  que  z,  y  sont  deux  angles  dont  l'un  représente  la  longitude  de 
la  Lune  sur  l'écliptique  et  l'autre  sa  latitude,  il  est  clair  qu'en  faisant 
varier  ces  trois  quantités  à  la  fois  on  aura  — dp,  p  cosydz  et  pdy  pour 
les  trois  petits  espaces  que  le  centre  de  la  Lune  parcourra  suivant  la  di- 
rection du  rayon  p  et  suivant  deux  autres  directions  perpendiculaires  à 
celle-ci,  dont  l'une  parallèle  au  plan  de  l'écliptique  et  l'autre  dans  un 
plan  perpendiculaire  à  l'écliptique.  Ainsi,  prenant  ces  trois  quantités 
pour  les  différences  da,  dfi,  dy  (n°  12),  on  aura 

dl  i       dl      i  dl 


dp        p  cosj  dz       p  dy 

pour  les  expressions  des  forces  résultantes  de  l'attraction  de  toutes  les 

45. 
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parties  de  la  Terre  sur  la  Lune,  et  dont  les  directions  seront  les  mêmes 
que  celles  des  petits  espaces  —  dp,  p  cosydz,  pdy. 

Si,  au  lieu  du  rayon  p  de  l'orbite  réelle  de  la  Lune,  on  introduisait  le 
rayon  x  de  son  orbite  projetée  sur  l'écliptique,  et  qu'au  lieu  de  la  lati- 
tude y  on  introduisît  la  distance  perpendiculaire  de  la  Lune  au  plan  de 
l'écliptique  q,  ce  qui  ne  demande  que  de  mettre  partout,  dans  l'expres- 
sion de  2, 

\Jx-  +  q2 

a  la  place  de  p,  et        ^         -===  à  la  place  de  sin y  et  cosj,  alors,  eu 

\Jx2  -+-  q1    \/'x2  -+-  q2 

faisant  varier  les  trois  quantités  x,  z,  q,  et  prenant  —  dx,  xdz  et  dq 
pour  dx,  dfi,  dy,  on  aurait  les  trois  forces 

_dl       i_dl      dl 
dx       x  dz        dq 

qui  seraient  équivalentes  aux  précédentes,  mais  dont  la  première  agirait 
suivant  la  direction  du  rayon  x,  la  seconde  perpendiculairement  à  ce 
rayon  et  parallèlement  à  l'écliptique,  la  troisième  perpendiculairement 
à  ces  deux-là. 

Comme  cette  dernière  manière  d'envisager  les  forces  qui  proviennent 
de  l'action  de  la'Terre  sur  la  Lune  est  beaucoup  plus  convenable,  lors- 
qu'on ne  veut  pas  considérer  l'orbite  réelle  de  la  Lune,  mais  son  orbite 
projetée  sur  l'écliptique,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  plus  haut,  nous 
nous  y  tiendrons  dans  la  recherche  présente,  et  nous  remarquerons 
d'abord  qu'on  peut  faire  abstraction  de  la  latitude  de  la  Lune  y,  qui 
étant  toujours  assez  petite,  et  étant  d'ailleurs  tantôt  positive,  tantôt  né- 
gative, ne  saurait  influer  que  très-peu  sur  son  mouvement  moyen;  c'est 
pourquoi  on  pourra  simplifier  nos  formules  en  y  supposant  d'avance 
y  =  o  et  p  =  x,  ce  qui  donnera 

P  =  sinw  s'mz, 

Q  =  coswsinz  cos>]>  —  cosz  sin^, 

R  =  cosw  sinz  sim];  -4-  coszcos^; 
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et  l'on  n'aura  plus  qu'à  considérer  les  deux  forces 


_dl      j_dl 

dx       x  dz 

parallèles  à  l'écliptique  et  dirigées,  la  première  suivant  le  rayon  x,  et  la 
seconde  perpendiculairement  à  ce  rayon;  de  sorte  que  si  l'on  fait,  pour 
abréger, 

D,       .  dP 

P'=:  SintO  COS.Z  =:  -r- i 

dz 
Q  =z  cosw  cosz  cos^i  -+-  smz  sm<\i  =  -r-t 

„,  .     ,  .        dR 

H==  cosu  cos2  sin^  —  sinz  cosy  =  -j—i 

on  aura,  pour  la  force  qui  agit  suivant  la  direction  du  rayon  x,  cette  ex- 
pression 

M  +  3a'(3P'-i)  +  &»(3Q»-i)  +  c'(3R'-i) 

|   „/3(5P3-3P)+3/'°P(5Q'-r)+3f'3P(5R'-i)M 

xi 

|   rg-3(5Q3-3Q)+3g'3Q(5P'-i)  +  3g"3Q(5R'-i)M 

xh 

a/t3(5R3  —  3R)  +  3à'3R(5P2— i)  -+-  3A'/3R(5Q2-  i) 

et,  pour  celle  qui  agit  perpendiculairement  au  rayon,  celle-ci 

3«*PP'+6;QQ'-t-c'RR'M 

x" 
|  3/»(5P»— i)F+/,'[(5Q'— i)P,+  ioPQQ,]+/,"[(5R»— i)F  +  ioPttR'] 

,  3g3(5Q2-1)Q'+g'3[(5p-')Q,+  'oQpp']  +  g,/3[(5R-0Q,+'°QR^]M 

2«s 

A»(5R3— i)R,+A,»[(5P'—  i)R'  +  ioRPP']  +  6"3[(5Q'—  i)R'  +  iqRQQ'] 

2.X* 

La  première  de  ces  deux  forces  sera  donc  celle  qui  pousse  la  Lune 
vers  le  centre  de  la  Terre,  en  vertu  de  l'attraction  de  toutes  les  parties 
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de  la  Terre;  et  il  est  visible  que  le  premier  terme  —  de  l'expression  de 

cette  force  représentera  l'attraction  de  la  Terre  sur  la  Lune;  lorsqu'on 
n'a  point  d'égard  à  sa  figure  et  qu'on  la  suppose  toute  concentrée  dans 
un  point;  de  sorte  que  les  autres  termes  de  la  même  formule  exprime- 
ront la  force  perturbatrice  de  la  Lune,  dans  la  direction  du  rayon  vec- 
teur, provenant  de  la  non-sphéricité  de  la  Terre;  ainsi,  joignant  cette 
force  à  celle  qu'on  a  trouvée  plus  haut  (n°  11)  suivant  la  même  direc- 
tion, on  aura  la  valeur  de  la  force  totale  perturbatrice  $  (n°  10). 

La  seconde  des  forces  trouvées  ci-dessus,  agissant  perpendiculaire- 
ment au  rayon  vecteur  de  l'orbite  de  la  Lune,  devra  être  pareillement 
ajoutée  à  celle  qu'on  a  trouvée  suivant  la  même  direction,  en  vertu  de 
l'action  du  Soleil,  et  l'on  aura  la  valeur  de  l'autre  force  perturbatrice  II 
(numéros  cités). 

20.  Si  la  Terre  était  sphérïque  et  composée  de  couches  concentriques 
de  densité  uniforme,  il  est  facile  de  voir  qu'on  aurait  nécessairement 

(n°  18) 

a'—b-  =  c\     et     p=o,     f'3=o,     f"3=o,     g3=o,...; 
par  conséquent  les  deux  forces  ci-dessus  se  réduiraient  à 

M    ;    3a*(F  +  Q*  +  R2-i)M       3a'(PP'+QQ'+ RR')  M 

X'1  2  X*  X* 

mais  on  a 

P^  +  Q'+r^x,     pp'  +  QQ'  +  RR'  =  o, 

comme  on  peut  s'en  convaincre  par  les  valeurs  de  P,  Q,  R,  P, . . .  ;  donc 

la  première  des  deux  forces  précédentes,  celle  qui  agit  dans  la  direction 

M 
du  rayon  vecteur,  se  réduira  à  —  ?  c'est-à-dire,  à  ce  qu'elle  serait  si  la 

Terre  était  concentrée  dans  un  point;  et  la  seconde  deviendra  entière- 
ment nulle,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  l'on  sait  d'ailleurs. 
Au  reste  les  conditions  de 

a-=62=c5     et  de    /J=o,    /'3=o, ... 
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peuvent  avoir  lieu  d'une  infinité  de  manières  différentes,  et  sans  que  le 
Corps  soit  sphérique  et  de  densité  uniforme  dans  chaque  couche;  mais, 
quoique  ces  conditions  suffisent  pour  rendre  nulles  les  forces  perturba- 
trices que  nous  venons  de  trouver,  cependant,  comme  les  expressions 
précédentes  ne  sont  qu'approchées,  il  est  clair  que  les  forces  perturba- 
trices ne  seront  réellement  nulles  que  lorsque  tous  les  autres  termes 
qu'on  a  négligés  s'évanouiront  aussi  en  même  temps.  Il  n'y  a  peut-être 
que  le  seul  cas  où  le  Corps  est  sphérique,  et  de  densité  uniforme  dans 
chaque  couche,  dans  lequel  les  forces  perturbatrices  soient  exactement 
et  rigoureusement  nulles;  mais  c'est  ce  qui  paraît  assez  difficile  à  dé- 
montrer. 

Si  l'on  suppose  que  la  Terre  soit  un  solide  quelconque  de  révolution, 
en  sorte  que  tous  ses  méridiens  aient  la  même  figure,  et  que  de  plus 
toutes  les  parties  de  même  densité  y  soient  distribuées  de  manière 
qu'elles  forment  des  couches  semblables,  supposition  qui  paraît  la  plus 
naturelle  et  la  plus  générale  qu'on  puisse  faire,  du  moins,  en  tant  qu'on 
regarde  la  Terre  comme  ayant  été  originairement  fluide,  on  aura,  dans 
cette  hypothèse, 

b2=c2,    fn—f"\    et    g*  =  o,     g'3=o,     g"3=o,     h'—o,     /j'3=o,     h"3  =  o, 

comme  il  est  facile  de  s'en  convaincre  avec  un  peu  de  réflexion;  ainsi,  à 

cause  de 

P2+Q2  +  R2=i,     et    PP'  +  QQ'+RR'  =  o, 

les  deux  forces  perturbatrices  provenant  de  la  non-sphéricité  de  la  Terre 
deviendront     • 

3(«'-6»)(3P'-i)  M  +  a(/»-3/")(5P'-3P) 
ixA  xs 

3(a»-6')PFM  |-3(/»-3/')(5P'-i)FM 
x'  ixh 

dont  la  première  agira  suivant  le  rayon  vecteur  x,  et  l'autre  perpendi- 
culairement à  ce  rayon. 
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En  supposant  que  la  Terre  soit  un  sphéroïde  elliptique  et  homogène, 
on  aura,  en  nommant  a  le  demi-axe  et  ]3  le  demi-diamètre  de  l'équateur, 

-        a2        m        P2 

et  le  rapport  de  [3  à  a  est,  par  la  Théorie  de  la  figure  de  la  Terre,  égal  à 

i  -i — ^-5  et  par  les  observations  ésral  à  i  H s- 

23o         r  "178 

En  général,  quels  que  soient  la  figure  de  la  Terre  et  l'arrangement  in- 
térieur de  ses  parties,  pourvu  que  b'  —  c2,  on  trouve,  parla  Théorie  de  la 
précession  des  équinoxes,  que  la  précession  moyenne  annuelle  des  équi- 
noxes,  en  vertu  de  l'action  combinée  du  Soleil  et  de  la  Lune,  est  expri- 
mée par 

(1  -1-  <rv2)  cosmX  mouv.  diurne  ®, 


3(62 


46' 


7  étant  le  rapport  de  la  masse  de  la  Lune  à  celle  de  la  Terre,  v  le  rapport 
du  mouvement  de  la  Lune  à  celui  du  Soleil,  et  w  l'obliquité  de  l'éclip- 
tique.  Or,  par  les  observations,  on  sait  que  la  précession  moyenne  est  de 
5o";  donc,  exprimant  aussi  en  secondes  le  mouvement  diurne  du  Soleil, 

qui  est  de  5c/8"=  3548",  on  aura,  à  cause  de  cosw  =  cos23°29'=  - 
et  v2  =  178, 

è2  —  a1  200000  1 


_  9'7 
000 


9760548  (1  +  1780-)         48,80274  (  I  H- 1 78  <7 } 1 


donc,  si  a  est  —  suivant  M.  Daniel  Bernoulli,  on  aura 
70 


b'—a2 


4,88o274-248  =  T^3  àpeuprès- 


21.  Ayant  donc  trouvé  les  valeurs  des  forces  perturbatrices  $  et  n, 
tant  en  vertu  de  l'action  du  Soleil  que  de  celle  de  la  Terre  regardée 
comme  non  sphérique,  il  ne  faudra  plus  que  les  substituer  dans  les 
équations  VI  et  VII  du  n°  10,  pour  pouvoir  déterminer  les  inégalités  de 
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la  Lune,  qui  résultent  de  ces  deux  causes;  mais,  comme  les  effets  de  la 
première  ont  déjà  été  suffisamment  examinés  par  les  géomètres  qui  ont 
travaillé  sur  la  Théorie  de  la  Lune,  et  que  notre  objet  n'est  que  de  re- 
chercher si  la  non-sphéricité  de  la  Terre  peut  servir  à  expliquer  l'équa- 
tion séculaire  de  la  Lune,  il  suffira  d'avoir  égard,  dans  les  équations 
dont  nous  venons  de  parler,  aux  termes  provenant  de  l'action  de  la 
Terre,  soit  seule,  soit  combinée  avec  celle  du  Soleil,  et  même,  parmi  ces 
termes,  à  ceux-là  seuls  qui  paraîtront  pouvoir  produire  une  altération 
dans  le  mouvement  moyen.  Nous  ferons,  pour  cet  effet,  les  remarques 
suivantes. 

22.  Nous  avons  déjà  vu  que,  pour  que  la  Lune  ait  une  équation  sécu- 
laire réelle,  il  faut  que  l'angle  du  mouvement  vrai  <p  renferme,  outre 
l'angle  du  mouvement  moyen  Z,  qui  est  proportionnel  au  temps  t,  en- 
core le  terme  il?  (n°  2);  et  si  l'équation  séculaire  n'est  qu'apparente, 
alors,  au  lieu  du  terme  t'Z2,  il  faudra  qu'il  y  en  ait  un  de  cette  forme 

sinA  —  sin(A-i-uZ' 
ZcosAh 


p.  sinA  \  p. 

p.  étant  un  coefficient  très-petit  (n°  6);  donc  on  aura  dans  le  premier 
cas,  abstraction  faite  des  autres  inégalités, 

<p  =  Z  -+-  iZ-, 

d'où  l'on  tire  à  très-peu  près 

Z  =:  Cp  —  I  <p'J, 

et,  supposant  dt  =  ndZ, 

dt 

_  =  „(,_:u<p). 

Dans  le  second  cas,  on  aura 

„  ii      T  ,        sinA  —  sin(A  -t-  aZ)  1 

9  —  Z  H ; — r    Z  COS  A  H -> 1— J-    , 

7  .  y.  sin  A I  f-  I 

VI.  46 
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d'où  l'on  tire  de  même 


Z  =  9 : — r    9  0OSA 

u  sin  A  |_ 

et  de  là 


sin  A  —  sin  (A  -+-  y.ep) 


-r  =  B|   I 


2i     cosA  —  cos(A  -+-  p-9)l 
sin  A  «   '  J 

Or  l'équation  VII  donne 

dt  _  i  /      rnf/a)\ 
donc  on  aura  dans  le  premier  cas 

et,  différentiant,  on  trouvera 

II  t.  nu  du 


(i  —  2.iq>)  -+■  iinu2; 
d<o 


or,  comme  -■>  rayon  vecteur  de  l'orbite  de  la  Lune,  est  une  quantité  à 
très-peu  près  constante,  il  s'ensuit  que  la  valeur  de  —  contiendra  néces- 
sairement un  terme  tout  constant,  qui  sera  exprimé  par  zink3^2,  y- 
étant  le  terme  tout  constant  de  la  valeur  de  u2. 
Dans  l'autre  cas,  on  aura  l'équation 

[ii    cosA  —  cos(A  -+-  «©)1       i        rUdat 
1 = — T  -^     —  T  —   I   77~T' 
sin  A                   p.  J       If      J   /c3«3 

d'où  l'on  tire 

II    _         Q.nuduV  ii    cosA  —  cos(A  -f-  w<p)  1    t   ^  ._wil  sin(A  +  Mtp)_ 

[        sinÂ  «  ! 


2  iW : 


k3u2  dq>  sinA  u  '  sinA 
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de  sorte  que  dans  ce  cas  il  faudra  que  la  valeur  de  —  contienne  un 

terme  de  la  forme 

.    , ,   ,sin(A  +  fjicp) 
'  sinA 


\x  étant  un  coefficient  extrêmement  petit. 

On  peut  conclure  de  là,  en  général,  que  l'équation  séculaire  de  la 

Lune  ne  peut  avoir  lieu  à  moins  que  la  quantité  —  ne  contienne  ou  un 

terme  tout  constant,  ou  un  terme  qui  renferme  le  sinus  d'un  angle  qui 
varie  infiniment  peu,  et  qui  soit  par  conséquent  à  très-peu  près  constant, 
au  moins  pendant  un  grand  nombre  de  révolutions;  dans  le  premier  cas, 
l'équation  séculaire  de  la  Lune  sera  réelle  et  ira  en  augmentant  comme 
les  carrés  des  temps;  dans  le  second,  elle  ne  sera  qu'apparente  et  ne  dif- 
férera des  autres  équations  du  mouvement  de  la  Lune  que  par  la  lon- 
gueur de  sa  période. 

23.  Tout  se  réduit  donc  à  examiner  si  la  quantité  —  peut  contenir 

des  termes  de  l'espèce  de  ceux  dont  nous  venons  de  parler,  et  pour  cela 
il  n'y  aura  qu'à  considérer  les  différents  angles  dont  les  sinus  ou  cosinus 

entreront  dans  la  valeur  de  —■>   et  à  voir  s'il  y  a  quelque  combinaison 

U3  m 

de  ces  angles  qui  puisse  donner  un  angle  constant  ou  à  peu  près  con- 
stant; alors  on  n'aura  égard  qu'aux  termes  qui  pourront  donner  de 
toiles  combinaisons  dans  les  équations  VI  et  VII,  et  il  sera  facile  d'en 
déduire  l'équation  séculaire  cherchée. 

Je  remarque  donc  d'abord  que  les  forces  perturbatrices  de  la  Lune, 
qui  dépendent  de  l'action  du  Soleil,  ne  renferment  que  les  sinus  ou  co- 
sinus de  l'angle  yj  et  de  ses  multiples,  avec  les  deux  variables  x  ou  —  et  a, 

et  que  celles  qui  viennent  de  la  non-sphéricité  de  la  Terre  ne  contiennent 
que  les  sinus  ou  cosinus  des  angles  s  et  <A  avec  la  variable  x;  car,  pour 
ce  qui  regarde  l'angle  w,  qui  exprime  l'obliquité  de  l'écliptique,  on  doit 
le  considérer  comme  une  quantité  constante. 

46. 
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Je  remarque  en  second  lieu  que,  a  étant  le  rayon  vecteur  de  l'orbite  du 
Soleil,  on  aura,  comme  l'on  sait, 

i  H-  SCOSi; 


X  étant  la  distance  moyenne,  s  l'excentricité  et  Éj  l'anomalie  vraie;  de 
même,  x  étant  le  rayon  vecteur  de  l'orbite  de  la  Lune,  on  aurait,  sans  les 
forces  perturbatrices, 


/  étant  la  distance  moyenne  de  la  Lune,  e  l'excentricité  de  son  orbite,  et 
s  l'anomalie  vraie;  mais,  à  cause  des  forces  perturbatrices,  on  aura 


v  étant  une  variable  très-petite  et  dépendant  uniquement  de  ces  forces. 
De  là  il  est  facile  de  conclure  que  les  inégalités  du  mouvement  de  la 
Lune,  abstraction  faite  de  l'inclinaison  de  l'orbite,  mais  en  ayant  égard 
à  la  non-sphéricité  de  la  Terre,  ne  pourront  dépendre  que  de  ces  cinq 
angles  \,s,  t\,  z  et  <b;  et  il  est  facile  de  se  convaincre,  en  particulier,  que 

la  valeur  de  —  se  réduiraJa  une  suite  de  termes  de  la  forme 

Asin(mi;  -l-  ns  -+- p-r\  -t-  qz  -+-  r<\i), 

m,  n,  p,  q,  r  étant  des  coefficients  indéterminés  exprimés  par  des  nom- 
bres entiers  positifs  ou  négatifs,  en  y  comprenant  zéro  et  l'unité;  or,  si 
l'on  se  rappelle  que  l'on  a 

g  =  anomalie  du  Soleil, 

s  =  anomalie  de  la  Lune, 

■/)  =  distance  de  la  Lune  au  Soleil, 

z  =  longitude  de  la  Lune  comptée  depuis  l'équinoxe, 

'j;  =  distance  du  premier  méridien  de  la  Terre  au  colure  des  équinoxes, 

et  qu'on  examine  les  rapports  de  ces  angles  entre  eux,  lesquels  sont  à 
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très-peu  près  connus  par  les  observations,  on  verra  aisément  qu'il  n'y  a 
que  cette  combinaison  s  —  £  — y?  et  ses  multiples  qui  puissent  former  des 
angles  presque  constants;  en  effet,  il  est  clair  que  z  —  S,  sera  égal  à  la 
longitude  de  la  Lune  moins  celle  du  Soleil,  plus  la  longitude  de  l'apogée 
du  Soleil,  c'est-à-dire,  égal  à  la  distance  de  la  Lune  au  Soleil  plus  la 
longitude  de  l'apogée  du  Soleil;  par  conséquent,  nommant  «  la  longi- 
tude de  l'apogée  du  Soleil,  on  aura 

z  —  \  ==  •/]  +  a.  ; 
donc 

2  —  \  —  y?  =  a. 

Or  on  sait  que  a.  est  une  quantité  presque  constante,  qui  ne  varie  que 
de  i°5o'  par  siècle,  suivant  les  Tables  de  Mayer,  de  sorte  que  l'angle 
z  —  £  —  y]  et  ses  multiples  seront  dans  le  cas  dont  il  s'agit;  ainsi,  dans  la 
recherche  de  l'équation  séculaire  de  la  Lune,  il  suffira  de  tenir  compte 
des  termes  qui  renfermeront  les  trois  angles  z,  S,,  yj;  d'où  je  conclus 
d'abord  que,  dans  les  expressions  des  forces  perturbatrices  provenant  de 
la  non-sphéricité  de  la  Terre,  on  pourra  rejeter  les  termes  qui  contien- 
dront les  sinus  ou  cosinus  de  l'angle  ty;  ce  qui  servira  beaucoup  à  sim- 
plifier ces  expressions. 

24.  De  cette  manière  on  aura  donc,  d'après  les  formules  du  n°  19, 

sin2«(i  —  COS22) 
P2= '-■> 


q2_j)2 a  — sin2&)(i  — cos2z)^ 


sinJw(3sinz  —  sin3zj 


__  (4  —  3  sin2&i)  sinco  sinz  -+-  sin'co  sin3.2 


et  toutes  les 'autres  quantités  Q3,  QP2,...  seront  nulles. 
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Et  comme 

V=**,     Q'=^,     R'=^-R, 
dz  '  dz  dz  ' 

ou  aura,  par  la  différentialion, 


QQ'=RW=-sin,(ùfm2Z, 

4 

„,_,       sin3&j(cosz  —  cos3.z) 

r2P    = ; 5 

4 

(4  —  3  sin'w)  sinu  cosz  -+-  3  sin'w  cos3; 


Q=P'  -f-  a  PQQ'  =  IV  P'  -f-  2  PRR' 

toutes  les  autres  quantités  Q2Q',  R2R',...  étant  nulles. 

Faisant  donc  ces  substitutions  dans  les  formules  du  n°  19,  et  suppo- 
sant, pour  abréger, 


n       3M  /  ,        b'-hc*\    .   , 
C  = [a2 sin-w, 


D  = ( 2/3  —  3/'3  —  3/"3)  ( sinw  —  y  sin3w ) , 

E  =  ^-(3jf-a/'*-3/")sin'»l 


m  aura,  a  cause  de  la  non-sphéricité  de  la  Terre  : 

Force  perturbatrice  dans  la  direction  du  rayon, 

3B-f-Ccos2z  D  sins -4- E  sin3z 

: ■ —  2 : : 


Force  perturbatrice  perpendiculaire  au  rayon, 

Csiii2z        D  cosz  -f-  3E  cos3z 
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25.   Il  faut  maintenant  reprendre  les  expressions  des  forces  pertur- 
batrices résultant   de  l'action  du  Soleil  (n°  11)  et  y  substituer  à  la 

place  de  a  sa  valeur  -;  mais  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  faire 

1  I  -+-  ecos£  r 

cette  substitution  en  entier;  car,  par  ce  que  nous  venons  de  remarquer 
dans  le  numéro  précédent,  il  est  visible  qu'il  suffira  d'avoir  égard  aux 
termes  qui  contiendront  des  sinus  ou  des  cosinus  de  l'angle  Ç-f-nj  ou  de 
ses  multiples.  Or  la  valeur  précédente  de  a  donne  celles-ci 


-COSÇH ^COS2?  +  __C0£'3H, 


2),3 
i  8         4e-t-3c3  2  «8  s' 

—  = rr 1 r-t COSÇ+  ■ rj COS 2 E  ■+-  —  COS  3  fc  -(-  ^-C0S4?; 

'TA  A  A  A*  O  A 

donc,  substituant  ces  valeurs  et  rejetant  tous  les  termes  qui  contien- 
draient d'autres  angles  que  % -+-  vj,  on  aura,  par  l'action  du  Soleil  : 

Force  perturbatrice  dans  la  direction  du  rayon, 

-  7y«(f  (4s  +  3e3)cos(£-f-n)-(-  ^— ^- cos  3  (  £ -4- n  )  )  x2; 

Force  perturbatrice  perpendiculaire  au  rayon, 

3S  /3e2    .        ■  \ 

S    /3  i5e3  \ 

—  3^  ( -(4s  ■+-  3e3)  sin(Ç  -t-  yi)  -f-  —  sin3(£  -4-*])J  x\ 

Joignant  donc  ces  forces  à  celles  du  numéro  précédent,  on  aura  les 
valeurs  des  quantités  0  et  n,  lesquelles,  en  mettant  pour  plus  de  sim- 
plicité —  à  la  place  de  r-p  se  trouveront  exprimées  de  la  manière  sui- 
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vante 

.               i    /         3e!       qe-  ...  \ 

$  = -H b-^j-  C0S2   2  -+-7J)) 

2"  \     2      4  y 

—  r^j\  (3  +  ^-)  cos(£-4-yf)  -+-  -i-  cos3(^  +  n)  Lr2 
3B-+-Ccos2s  Dsin^ -i- Esin3s 


-  ^[l1  +  t)  sin(?  +  ^  +  T sin3(?  +  7l)] 


Csinaz       D  cos.3  +  3Ecos3s 


26.  On  substituera  maintenant  ces  valeurs  de  $  et  de  II  dans  l'équa- 
tion VI  de  l'orbite  de  la  Lune,  laquelle  deviendra  par  là,  h  cause  de 


ïrrTT         d'u  i  i        T         3e2        qE2  ,y       ,    1 

VIIL      ^  +  M-F  +  ^F^[I+  — +  TC0S2(-  +  ,'/,J 

-+-  —r-  (B  -t-  Ccos2z)  +  -j— -  (D  sinz  -t-  Esin3z) 

2/f2  /!'- 

9e3     /*siri2(£  -4-  71)  9e2  sin2(^  +  n)  c/w 

4/i"Vj  *<4  81/2  t«4£/cp 

3e      T/        3£=\    /*sin(g  +  w)  ,    _  5ej  rsin_3J^j-^j 
î/i'y^Ll         4  /J  m5  '         4  J  M* 

3e      T/         3e2\  sin(£  +  -/î)  f/i/        5e2  sin3(£  -1-  n)du 
2/fVA|_\         4  /  i<5^9  4  w5(/cp 

+  7-j  (C  I  wsin2z  <7cp |  m2cosz  </cp  — -  —  I  «2cos32  cfy) 

1   ( r  siniz.u  du        I)  cosz.iûdu        3E   cos3z.«2é/«\ 

/l'2\  (/cp  2.  </s>  2  d(p  / 
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J'ai  supposé,  dans  cette  équation,  la  masse  M  de  la  Terre  égale  à 
l'unité;  de  sorte  que,  si  l'on  suppose  aussi  (ce  qui  est  également  permis) 
que  la  distance  moyenne  /  de  la  Lune  à  la  Terre  soit  =i,  on  aura 

M 

jj-  =  i;  par  conséquent,  comme  on  a,  par  les  Théorèmes  de  Huyghens, 

V7J  '  V  T7  ^8al  au  rapport  du  temps  périodique  de  la  Lune  au  temps 
périodique  de  la  Terre,  ou  (ce  qui  est  la  même  chose)  au  rapport  du 
mouvement  moyen  de  la  Terre  à  celui  de  la  Lune,  la  quantité  — =»   ou 


VI 


A3 

bien  v,  exprimera  le  rapport  du  mouvement  moyen  de  la  Lune  à  celui 


du  Soleil,  lequel  est  environ  de  i3  ".  i,  ou  plus  exactement  1/178-^  :i. 

27.  De  plus  on  aura,  à  cause  de  /=  1  (n°  23), 
u  =  1  4-  e  cos.s  -+-  v, 

et  il  faudra  que  la  quantité  v  ne  contienne  ni  aucun  ternie  tout  constant, 

ni  aucun  terme  affecté  de  coss;  ainsi,  après  avoir  substitué  cette  valeur 

dans  l'équation  précédente,  on  y  fera  disparaître  tous  les  termes  qui 

renfermeront  cos.y,  ainsi  que  ceux  qui  ne  contiendront  aucun  sinus  ou 

cosinus;  ce  qui  donnera  deux  équations  dont  l'une  servira  à  déterminer 

ds 
le  rapport  -y-  qui  est  supposé  constant,  et  l'autre  servira  à  déterminer  la 

constante  k;  mais,  comme  l'équation  VII  n'est  pas  exacte,  à  cause  des 
différents  termes  qu'on  y  a  négligés  comme  inutiles  dans  la  recherche  de 
l'équation  séculaire,  on  ne  pourra  déterminer  de  cette  manière  les  deux 
quantités  dont  il  s'agit;  ainsi  l'on  se  contentera  de  rejeter  les  termes  en 
question  sans  faire  attention  aux  conditions  nécessaires  pour  la  destruc- 
tion rigoureuse  de  ces  termes,  et  l'on  pourra  prendre,  sans  erreur  sen- 
sible, pour  k  sa  valeur  approchée  1 ,  et  pour  -j-  sa  valeur  donnée  par  les 

observations. 

c,  1  ds  .         ,      ,      d'i  4-  d-t]  dz 

Supposons  donc  -7-  =p,  et  soient  de  plus  — - —  =w,  -j-  =  g,  en  sorte 

vi.  4? 
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que/?  —  i  désigne  le  rapport  du  mouvement  de  l'apogée  delà  Lune  à  son 
mouvement  moyen  en  longitude,  -  —  i  le  rapport  du  mouvement  de 
l'apogée  du  Soleil  au  mouvement  moyen  de  la  Lune,  et  q  —  i  le  rapport 
du  mouvement  des  points  équinoxiaux  à  ce  même  mouvement  moyen 
(n°  23);  il  est  facile  de  voir  que  l'équation  VII  deviendra  de  cette  forme 

d-v  „ 

-;—  -t-re2t>  -4-  i2  =  o, 

rtcp2 

où 

3  e2 

'+T       6B 

n  —  ï  —  3 rr~, — H  tt  ' 

2  V  If2  le 

et  Q.  sera  composée  de  différents  termes  de  la  forme  Acos(a  -+-  a<p);  et 
l'on  sait  que  chacun  de  ces  termes  donnera  dans  la  valeur  de  v  le  terme 

correspondant    2_    ;  cos(a  +  «y);  de  sorte  qu'on  aura  facilement  par 

ce  moyen  la  valeur  complète  de  v . 

28.  Pour  avoir  les  termes  qui  doivent  composer  la  valeur  de  Û,  il  n'y 
aura  qu'à  substituer  dans  les  termes  de  l'équation  VII,  qui  sont  affectés 
de  quelques  sinus  ou  cosinus,  n-ecoss  à  la  place  de  u,  parce  qu'on 
peut  négliger  dans  la  première  approximation  la  quantité  très-petite  p; 
on  pourrait  même  négliger  aussi  le  terme  ecoss,  qui  est  fort  petit  vis- 
à-vis  de  i ,  la  valeur  de  e  étant  environ  -^;  mais  comme  on  sait  que,  dans 
la  Théorie  de  la  Lune,  il  se  rencontre  des  termes  qui  augmentent  beau- 
coup par  l'intégration,  il  faut  voir  si  de  pareils  termes  ne  peuvent  pas 
venir  du  terme  ecoss;  or,  comme  les  coefficients  p,  -es,  q  et  n  diffèrent 
peu  de  l'unité,  il  est  d'abord  clair  que  les  deux  termes  qui  contiennent 

sin(S-l-ïj)  et  siuz  sous  le  signe  I  ?  étant  multipliés  par  coss,  en  donne- 
ront deux  autres  qui  contiendront  sin  (|  +. ij  —  s)  et  sin  (z  —  s),  et  qui, 
étant  multipliés  par  dep  et  intégrés  ensuite,  se  trouveront  augmentés 

dans  les  raisons  de  i  à et  de  i  à ;  ainsi  il  sera  bon  de  conser- 

ts  —  n  q  —  n 

ver  ces  termes. 
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De  plus,  les  termes  qui  contiennent  des  sinus  ou  cosinus  de  a(?  +  ïj) 
et  de  2z,  étant  multipliés  par  coss,  en  donneront  d'autres  qui  contien- 
dront des  sinus  ou  cosinus  de  2  (|  -4-  vj)  —  s  et  de  iz—s;  et  ces  sortes 
de  termes  augmenteront  beaucoup  dans  la  valeur  de  v,  puisqu'ils  devront 
être  divisés  parles  quantités  très-petites  [2zs—p)i  —  ni  et  (2q—p)2—n2; 
il  faudra  donc  aussi  avoir  recours  aux  termes  de  cette  espèce. 

A  l'exception  des  termes  dont  nous  venons  de  parler,  on  pourra 
mettre  partout  ailleurs  1  à  la  place  de  u,  et  l'on  trouvera,  toutes  réduc- 
tions .faites, 

&=  Lcos2(|-t-n)H-Mcos(?-f-n)-<-Ncos3(H-(-»j)-t-Pcos2z-hQsinz  -+-Rsin33 
-4-Scos[2(?-i-vi)  —  i]-t-Tcos(£-i-  ïj  —  s)  +Vcos(2z  —  .f)-4-Xsin(z  —  s), 

où  les  coefficients  L,  M,...  auront  les  valeurs  suivantes 

L  =    9e'     1       9£2 
8  v-  /r 2       8V1  k*  in 

3e2\  /         3e2 

tK3t+t 


w  i5e3  5  e3 

8v2k2l       8vikilin 

2/c2       k'q 
2D  D 

R-A_  A 
k2        k'q' 

s  _        27e2e o,B-e  |    9?eP 

i6v2k2       2Wf,(asj — p)         i6v2 


T 


i5e(i  +  ir)e 


3  Ce  Ce  C/?e 

2A'2        k*{zq —  p)        1k2 


Î7- 


372  SUR  L'ÉQUATION   SÉCULAIRE 

Et  de  là  on  trouvera 

Lcosa(Ë +  •/))       Mcos(H-t-v))        N  cos3( H -+-•/)) 
4ro2  —  n1  ro2 —  n"1       •  gsr2 — ri1 

Pcos2z        Qsinz        Rsin3z       S  cosTafE  -+-•/))  —  .?] 
4  ?   —  'î         q- —  n2       9<]  —  n  (2B  —  pf—n1 

T  cos(g  +  y)  —  s)       Vcos(2z — s)         Xsin(z  —  s) 
(bj  —  pf—  n"  (iq  —  p)-  —  n*        (q  —  p)2—  n* 

29.  Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  substituer  à  la  place  de  u  sa 
valeur  i  +  ecoss-w,  dans  la  quantité  —■>  c'est-à-dire  (n°  25),  dans 
celle-ci  [x  étant  = 


3E(I  +  T 

—  q%-7  sin2(H-+-yj) ^  '  sin(£-hv)) 

i5e=       .    ,,,.         ,       „      .  Dm2  3E     , 

7^-t — -  sin  3  (  £  -t-  y)  )  -f-  L  u  sin  2  z cos  z «2  cos  3  z, 

ifav'Au5  2  2 

et  de  tenir  compte  uniquement  des  termes  qui  contiendront  des  sinus  ou 
cosinus  de  l'angle  Ç  +  vj  — s  ou  de  ses  multiples  quelconques  (n°23); 
nous  allons  pour  cela  examiner  séparément  chacun  des  termes  de  la  quan- 
tité dont  il  s'agit,  et  nous  supposerons,  pour  abréger,  l'angle  S,  -+- 17  —  z 
égal  à  a,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  fait  plus  haut.  Et  : 
i°  Il  est  clair  que  le  terme 

J tr  1  f-i  n  r   C    _l_   s,  \ 


pourra  donner  un  terme  de  la  forme  sin2a,  pourvu  que  la  quantité  \ 
en  contienne  un  de  la  forme  cos2z;  or 

— -.  =  1  —  i(e  cos*  -+-  v )  -t-  iofe  coss  +  c)2  — . . .  ; 

ainsi  l'on  aura  d'abord  dans  la  valeur  de  —  »  en  vertu  du  terme  —  £<\ 

celui-ci 

4P 


4  g2—  « 


- C0S2Z; 
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ensuite  on  trouvera,  en  vertu  du  terme  10.2e  coss.v,  cet  autre-ci 

10e  V 

C0S2  z  ; 

(iq—p)2  —  >i2 

de  sorte  que  le  ternie  dont  il  s'agit  donnera  le  suivant 
9e2  /  2P  5eV 


4^f3 — ri*        (iq — pY —  ri- 
20  Le  terme 

/  o    .        sin(g-»-yi) 

4v/«5 

donnera  un  terme  de  cette  forme  sin  a  ou  cosa,  pourvu  que  la  quantité 
—  en  contienne  de  la  forme  coss  ou  sinz;  or 

— -  =  1  —  5(ecos*  -+-  v)  +  i5(ecos*  +  vY— . . .  ; 
uh 

et  il  est  visible  que  le  terme  —  5t>  donnera  d'abord  celui-ci 

5Q      . 

^—  sinz, 

q2  —  n2 

et  que  le  terme  i5.2ecoss.p  donnera  celui-ci 

i5eX 

-, r; ;  sin  z  ; 

{q—p)2—n2 

ainsi  le  terme  en  question  donnera  le  suivant 
3e'\ 


3£(,  +  t) 


5Q  i5eX 


4v2X  \      %{q2—ri)       t\_{q—  p)2—  n2] 

3°  Le  terme 

a.  21    t  sm3  g  +  vi 

donnera  un  terme  de  la  forme  sin  3a  ou  cos3a,  pourvu  que  la  quantité 
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—  en  contienne  de  la  forme  cos3z  ou  sin3z;  mais 

H5 

—  =  i  —  S(e  coss  -t-  v)  -+-  i5(ecos5  -+-  vY. .  . , 

M5 

et  l'on  trouvera  que  le  terme  —  5v  produira  celui-ci 

5R 


9Î- 


—  sin3z, 


et  que  les  autres  termes  n'en  produiront  aucun  de  cette  espèce;  donc  le 
terme  dont  il  s'agit  donnera  simplement  celui-ci 


5R  . 

cos3c 


i6v2^  2(gg2  —  n2 

4°  Le  terme  Cm  sin2z  en  donnera  un  de  la  forme  sinaa,  si  u  ou  v  en 
contient  un  de  la  forme  cos2(£  +  vj)  ;  or  le  terme  de  cette  forme  qui  est 
contenu  dans  v  est 

y— — —  cosa(£-(--/]); 

ainsi  l'on  aura,  pour  le  terme  dont  il  s'agit,  celui-ci 

CL 

——. — : —  sin2a. 

2(4hj2  —  «') 

5°  Le  terme 

D 

—  —  wcosz 

2 

en  donnera  de  la  forme  cosa,  si  u2  en  contient  de  la  forme  cos(£  -+-  xj); 

mais 

u?  =  i  -+-  ie  coss  +  2c  +  (e  coss  -+•  e)2, 

et  l'on  trouve  que  iv  contient  d'abord  le  terme 

aM  IV        , 
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et  que  ie  coss.e  contiendra  le  terme 

cos(£  +  n); 


(55  —  />)-  —  n 

donc  on  aura,  pour  le  terme  en  question,  celui-ci 
D  /     M  eT 


2  \to2 —  re2       a[(c7  —  /?)2 —  ra2] 
Enfin  le  terme 

3E     .        a 
m2  cos3z 


donnera  un  terme  de  la  forme  cos3«,  si  u2  en  contient  de  la  forme 
cos3(£  h-yj);  or  on  trouve  que  o.v  contient  celui-ci 

2Ncos3(^  H- y)) 


gw  —  /i2 

et  que  les  autres  termes  de  la  valeur  de  w2  n'en  contiennent  aucun  de 
cette  espèce;  ainsi  l'on  aura  simplement  le  terme 

3E         N 

COS3a. 

2    gnr  —  iv 

Rassemblant  donc  tous  les  termes  qu'on  vient  de  trouver,  on  aura  les 
trois  suivants 


5eV         \  CL 


4ç2  —  n'       (iq — pf  —  n'j       2(4ro2- 


— —     sin2«, 

7l2)J 


3S\'+   4  )  /    5Q  i5eX      \      D/     M  el  \ 

L        8v''X        Xq'—ri1     (q — />)2 — re2/       2  \ro2—  n2      i[(m — pf—  w2]/J 

/  i5e3  5R  3E         N       \ 

+  1  -£— ,-    -7 rr C0S3«, 

n 

qui  seront  contenus  dans  la  valeur  de  —>  et  qui  pourront  par  conséquent 
donner  une  équation  séculaire;  et  il  est  facile  de  se  convaincre,  avec  un 
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peu  de  réflexion,  que  ces  termes  seront  effectivement  les  seuls  de  cette 
espèce  qui  pourront  entrer  dans  la  valeur  de  —  >  du  moins  dans  la  pre- 
mière approximation;  ainsi  il  n'y  aura  qu'à  voir  si  l'équation  séculaire 
qui  en  résulte  est  conforme  ou  non  aux  observations. 

30.  J'observe  d'abord  que,  si  l'on  suppose  que  les  deux  hémisphères 
de  là  Terre  soient  semblables,  supposition  à  laquelle  il  n'est  presque  pas 
permis  de  renoncer,  du  moins  sans  les  raisons  les  plus  fortes  et  les  plus 
décisives,  on  aura  (nos  14  et  18) 

f=o,  f'  =  o,  f"=o;  §"=o,  g';=o,  g-"=o;  h  =  o,  A'  =  o,  li"  =  o; 
donc  (n°24) 


et  de  là  (n°  28' 


D  =  o,    E  =  o, 


Q  =  o,     R  =  o,     X=o; 


d'où  il  s'ensuit  que,  dans  ce  cas,  les  trois  termes  ci-dessus  se  réduiront 
à  celui-ci  unique 

rqe!  /  aP  5e V  \  CL  1    . 

g-    —  y—, :  +  ; r, ,     -4-     ,,    . rx     SU! ia; 

de  sorte  que,  comme  a  exprime  la  longitude  de  l'apogée  du  Soleil  (n°23), 
on  aura  une  équation  séculaire  apparente  et  analogue  à  celle  que  nous 
avons  examinée  dans  le  n°  8;  ainsi  il  n'y  aura  plus  qu'à  voir  si  le  coef- 
ficient de  cette  équation  est  tel  qu'il  faut  pour  répondre  aux  observa- 
tions. 

Pour  cela,  je  remarque  que,  suivant  les  observations,  on  a 

_    -  6'4i"     _  —  i  , 

"  i3°io'35         ii8{ 

ce  qui,  à  cause  de  v2  =  178,  ne  diffère  pas  beaucoup  de  —r]  ensuite  on 
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a  aussi  par  les  observations 

16" 5o^ 

ro_1  —  —  365j(.3"io'35")     el     '•/~'-~365j(i3"io'35"); 

d'où  l'on  voit  que  les  quantités  ts  et  q  sont  presque  égales  à  l'unité;  du 
moins  la  différence  en  est  si  petite  qu'il  serait  inutile  d'en  tenir  compte 
dans  les  coefficients. 

De  plus  on  a  déjà  observé  que  la  constante  k  est  aussi  à  très-peu  près 
égale  à  l'unité;  du  moins  la  différence  ne  peut  être  que  de  l'ordre  de  e2 

et  de  — ;  c'est  pourquoi  on  aura,  sans  erreur  sensible  (n°  27), 

Qg2         _        C 
L  =  ^__,     P  =  -»     V  =  o; 

4v2  2 

et,  faisant  ces  substitutions  dans  le  coefficient  du  terme  sin2<z  trouvé 
ci-dessus,  on  verra  que  tout  se  détruira,  en  sorte  que  ce  coefficient  de- 
viendra nul  de  lui-même. 

31.  Si  les  deux  termes 

9^     —  aP  CL 

8v2  4<jf2  —  n'       2  (4  et* —  n2) 

£2C 

ne  se  détruisaient  pas,  on  aurait  une  quantité  de  l'ordre  de  —  ;  de 

même,  si  les  différents  termes  de  la  valeur  de  V  ne  se  détruisaient  pas 
entre  eux,  cette  quantité  serait  de  l'ordre  de  Ce,  et  par  conséquent,  à 
cause  de 

(2jp_ç)2_„2  =  (\_^2_I  +  A_6B  =  -^-6B, 

le  terme 

9e1  5e  V 

8v!  {iq  —  p)2  —  n1 

serait  de  l'ordre  r  e2C,  c'est-à-dire,  du  même  ordre  que  les  autres  termes, 
à  cause  que  ~  et  e2  sont  à  peu  près  des  quantités  du  même  ordre. 
VI.  48 
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II 

Ainsi  le  coefficient  de  sinaa,  dans  la  quantité  —  i  serait  de  l'ordre 

?  u? 

de  - —  c'est-à-dire,  de  l'ordre  de  ,r  J   0  ,  à  cause  de  e  égal  environ  à  ~- 
v2  (bo)-.ioo  bo 

et  de  v2  égal  environ  à  180. 

Dénotons,  pour  plus  de  simplicité,  ce  coeflicient  par  (S,  en  sorte  que 

la  quantité  —  renferme  le  terme  tësinaa;  et,  si  l'on  regarde  l'angle  a. 


comme  constant,  on  aura 


/ 


— j-1-  =  p  sin2a.cp  ; 


donc  (équation  VII) 

,  de?         Ssinaa       , 

dt  =  7—1 J ; —   CO  d'il, 

h  a'  I,  u-      T 

et,  à  cause  que  le  terme  tout  constant  de  ur  est  à  très-peu  près  égal  à  i , 
et  que  k  est  aussi  presque  égal  à  i ,  on  aura,  en  intégrant, 

3sinaa     , 

t     ou     Z  =  cp  —  ! cpJ 

7  2 

(Z  étant  l'angle  du  mouvement  moyen  répondant  à  l'angle  du  mouve- 
ment vrai  ip)  ;  d'où 


donc  (n°2) 


et  de  là 


? 

=  z+psin2«z 

2 

|3  sir)2a 

i                                    9 

2 

i  oooo .  36o .  36oo .  wv7 

18 

(*). 


ioooo.  36o.3(So o.sr/ sir)2  a 

c'est  la  valeur  que  doit  avoir  le  coefficient  (3  pour  pouvoir  répondre  aux 
observations.  Or  nous  avons  vu  ci-dessus  que,  si  les  termes  qui  com- 
posent la  valeur  de  ce  coefficient  ne  se  détruisaient  pas  entre  eux,  du 

moins  à  très-peu  près,  ce  coefficient  serait  de  l'ordre  de  -^-— — „-:  d'où  il 

(*)  La  lettre  w,  qui  vient  d'être  employée  pour  un  autre  usage,  désigne  ici,  comme  au  n°  2, 
le  rapport  de  la  circonférence  au  rayon.  (Note  de  l'Éditeur.) 
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s'ensuit  que  l'on  devrait  avoir  alors  pour  la  valeur  de  C  une  quantité  de 

l'ordre  -, — -r~ : ,  ou  bien  (à  cause  de  zô  =  environ  6)  de  l'ordre 

(ioo y.  ibo.xs  su)  la 


(ioo)2.  lao.sin  la. 


-,  mais  on  a  (n°  24 


L  =  -  \  a2 sni'co; 


b2  -f-  C2 

donc    il    faudrait    que    la    quantité    a2 fût    de    l'ordre    de 


(ioo)2.  i8o.sin2a.sin2&> 

Si  l'on  suppose  la  Terre  elliptique  et  homogène,  on  a  (n°  20),  à  cause 
que,  la  distance  de  la  Lune  à  la  Terre  ayant  été  supposée  égale  à  i,  le 

rayon  de  la  Terre  est  environ  égal  à  -^-i  on  a,  dis-je, 


b2  =  c2  = 


5{6of                       5  (6o)2  \        a3o 
donc  on  aura  à  très-peu  près,  dans  cette  hypothèse, 
b'  ■+-  c';  i  i i 


2  5(6o)2       n5  (6o)2.575' 

or  il  est  visible  que  cette  quantité  est  à  peu  près  du  même  ordre  que  la 
précédente,  à  cause  de  (ioo)-. 90  =  900000,  et  (60)2. 575  =  2070000; 
d'où  l'on  peut  d'abord  conclure  que,  si  les  principaux  termes  du  coeffi- 
cient de  sin2a  ne  se  détruisaient  pas,  ce  coefficient  serait  à  peine  suffi-    " 
sant  pour  donner  une  équation  séculaire  conforme  aux  observations. 

En  général,  quelle  que  soit  la  figure  de  la  Terre,  pourvu  qu'elle  soit 
un  solide  de  révolution,  on  a,  par  la  Théorie  de  la  précession  des  équi- 

noxes, 

b2  —  a2         1 

— -. =  ^-77     a  peu  près; 

b*  173 

or  il  est  bien  aisé  de  se  convaincre  que  la  quantité  b"  est  nécessairement 
moindre  que  le  carré  du  rayon  de  l'équateur,  c'est-à-dire,  <  -tt— -  (la 


380  SUR  L'ÉQUATION  SÉCULAIRE 

distance  de  la  Lune  à  la  Terre  étant  prise  pour  l'unité)  ;  de  sorte  qu'on 
aura  (b2  étant  égal  à  c2) 

l>2  ■+■  c"-  _  n,  ^        i         <      i      _ 
2  ^i73.(6ojJ       622800 

D'un  autre  côté,  on  a  trouvé  que,  pour  que  le  coefficient  de  sinaa 
répondît  aux  observations  dans  l'hypothèse  où  les  principaux  termes  de 
ce  coefficient  ne  se  détruiraient  pas,  il  faudrait  que  la  même  quantité 

+  c —  a2  fût  de  l'ordre  de — 3 — -. ^t->  c'est-à-dire  (à  cause 

2  ■  (100/.  ioo.siii2a.sin2co 

que  m  est  l'obliquité  de  l'écliptique  et  a  la  longitude  de  l'apogée  du 

Soleil),  de  l'ordre  -. — 0 — •   ,'&n,  • — ^tt,=   g/o/'  quantité  qui  est 

''  (100)2.  i8o.sin(i5°  j)(sin23'4)2       76404    n  n 

de  beaucoup  plus  grande  que  la  précédente;  d'où  il  s'ensuit  que,  même 

dans  cette  hypothèse,  on  aurait  peine  à  expliquer  l'équation  séculaire 

de  la  Lune,  par  le  moyen  du  terme  dont  il  s'agit. 

Mais,  puisque  nous  avons  trouvé  que  le  coefficient  de  ce  terme  est  à 

peu  près  nul,  du  moins  aux  quantités  de  l'ordre  de  —  près  (car  les  va- 
leurs de  jd  et  de  k,  que  nous  avons  prises  égales  à  l'unité,  n'en  diffèrent 
réellement  que  par  des  quantités  de  ce  même  ordre),  il  est  clair  que  la 

vraie  valeur  de  ce  coefficient  sera  nécessairement  de  l'ordre  de  — -;  par 

conséquent,  le  terme  dont  nous  parlons  sera  tout  à  fait  insuffisant  pour 
produire  l'équation  séculaire  de  la  Lune,  telle  que  les  Tables  de  Mayer 
la  donnent. 

On  trouvera  à  peu  près  le  même  résultat,  si  l'on  a  égard  à  la  variabilité 
de  l'angle  a,  auquel  cas  l'équation  séculaire  ne  sera  qu'apparente  et 
devra  avoir  la  valeur  déterminée  dans  le  n°  8. 

On  conclura  donc  de  là  que  l'équation  séculaire  dont  il  s'agit  ne  sau- 
rait venir  de  la  non-sphéricité  de  la  Terre,  tant  qu'on  y  suppose  les  deux 
hémisphères  semblables;  mais,  avant  de  prononcer  sur  l'impossibilité 
d'expliquer  cette  équation  par  l'attraction  de  la  Terre  supposée  non 
sphérique,  il  est  à  propos  de  voir  ce  que  la  dissimilitude  des  hémi- 
sphères peut  donner  s.ur  ce  point. 
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32.  Pour  cela,  il  ne  s'agit  que  d'examiner  l'effet  des  autres  termes 
de  la  formule  du  n°  29,  c'est-à-dire,  de  ceux  qui  contiennent  cos«  et 
cos3a,  et  que  nous  avons  vus  devoir  disparaître  lorsque  les  deux  hé- 
misphères de  la  Terre  sont  semblables.  Or  on  a  (nu  27),  aux  infiniment 
petits  de  l'ordre  t2  près, 

M  =  ™     N  =  -^,     Q  =  D,    tt  =  E, 
t  —  _         "5ee  iV)e 

4v-/(i — p)  i~p 

,     -      3 

ou  1  on  remarquera  que  i  —  p  est  une  quantité  très-petite,  égale  a  — - 

environ  (n°  30).  Substituant  donc  ces  valeurs  dans  les  deux  termes 
dont  nous  venons  de  parler,  ils  se  réduiront  (en  y  négligeant  ce  qu'on 
doit  y  négliger)  à  celui-ci 


r   3e        5D  D  i5e  : 

LBv1).    i  —  ri'        2    4V'M'  —  "2)J 


lequel,  comme  l'on  voit,  disparaît  de  lui-même. 

Il  arrive  donc  de  nouveau,  par  une  fatalité  singulière,  que  les  deux 
principaux  termes  du  coefficient  de  cosa  se  détruisent.  Si  cela  n'était 

pas,  il  est  clair  que  ce  coefficient  serait  de  l'ordre  de  -pr-, rN>  c'est- 

r  n  v2/(i —  n2) 

3  eD 

à-dire,  à  cause  de  n2=  i à  très-peu  près  (n°27),  de  l'ordre  de  -y-; 

or  X,  distance  du  Soleil  à  la  Terre,  est  environ  égale  à  /joo  (*),  puisque 

celle  de  la  Lune  à  la  Terre  est  supposée  égale  à  i  ;  donc  r-  sera  de  l'ordre 

de  -•,  de  plus  il  est  facile  de  voir  que  les  quantités  D  et  E  (n°  24) 

doivent  être,  généralement  parlant,  plus  petites  que  la  quantité  C  dans 


(*)  Le  texte  primitif  porte  200  au  lieu  de  400;  c'est  assurément  une  simple  erreur  typogra- 
phique que  nous  avions  le  devoir  de  faire  disparaître  ;  car,  à  l'époque  où  Lagrange  publia  son 
Mémoire,  la  parallaxe  du  Soleil  était  déjà  connue  avec  une  certaine  précision. 

(Note  de  l'Éditeur.) 
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la  raison  du  rayon  de  la  Terre  à  la  distance  de  la  Lune,  c'est-à-dire, 
dans  la  raison  de  i  :  60,  parce  que  les  quantités  a2,  b-,  c2  ne  sont  que  de 
deux  dimensions,  au  lieu  que  les  quantités/3,/'3,  /"3  sont-de  trois 

n°  18).  Ainsi  on  peut  regarder  les  quantités  de  l'ordre  de  -y-  comme 
du  même  ordre  que  celles  de  l'ordre  — r;  d'où  il  s'ensuit  que,  si  les  prin- 
cipaux termes  du  coefficient  de  cosor  ne  se  détruisaient  pas,  ce  coeffi- 
cient serait  du  même  ordre  que  celui  de  sin2a,  dans  le  cas  où  les  termes 
de  celui-ci  ne  se  détruiraient  pas  (n°  31);  ainsi  on  pourra  faire  ici 
le  même  raisonnement  que  nous  avons  fait  dans  le  numéro  précédent,  et 
en  tirer  des  conclusions  semblables.  11  est  vrai  que,  comme  les  quan- 
tités/3,/'3,/"3 sont  indéterminées,  on  pourrait  les  prendre  telles,  que 
les  coefficients  de  cosa  et  de  cos3a  eussent  la  valeur  requise  pour  don- 
ner l'équation  séculaire  de  Mayer;  mais  il  est  facile  de  se  convaincre 
qu'il  faudrait,  pour  cela,  supposer  aux  deux  hémisphères  de  la  Terre  des 
figures  trop  dissemblables  pour  qu'on  pût  les  accorder  avec  les  mesures 
des  degrés  et  la  Théorie  de  la  précession  des  équinoxes  et  de  la  nutation 
de  l'axe  de  la  Terre. 

33.  Comme,  dans  les  calculs  précédents,  nous  avons  toujours  fait 
abstraction  de  l'inclinaison  de  l'orbite  lunaire  à  l'égard  de  l'écliptique, 
on  pourrait  peut-être  douter,  au  premier  aspect,  si  cette  circonstance  ne 
doit  pas  apporter  quelque  changement  à  nos  résultats;  mais,  pour  lever 
ce  doute,  il  suffit  de  remarquer  que  l'inclinaison  de  l'orbite  ne  peut 
avoir  d'autre  influence  dans  nos  calculs  que  d'introduire  un  sixième 
angle  Ç  égal  à  la  distance  de  la  Lune  au  nœud,  lequel  se  combinerait 
avec  les  cinq  autres  que  nous  avons  considérés  dans  le  n°  23;  or,  comme 
le  mouvement  des  nœuds  est  assez  prompt,  étant  à  celui  du  Soleil  dans 
la  raison  de  1  :  18,  il  est  facile  de  se  convaincre  que  cet  angle  Ç  ne  sau- 
rait donner  aucune  nouvelle  combinaison  qui  puisse  servir  à  expliquer 
l'équation  séculaire;  de  sorte  qu'on  est,  ce  me  semble,  bien  en  droit  de 
conclure  que  cette  équation,  si  elle  est  réelle,  ne  peut  être  l'effet  de  la 
figure  non  sphérique  de  la  Terre. 
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34.  Après  avoir  examiné  l'effet  de  l'action  de  la  Terre  sur  la  Lune, 
eu  égard  à  la  non-sphéricité  de  la  Terre,  il  conviendrait  aussi  d'entrer 
dans  un  pareil  examen,  relativement  à  la  figure  non  sphérique  de  la 
Lune;  car  il  est  clair  qu'il  doit  résulter  aussi  de  cette  circonstance  de 
nouvelles  forces  perturbatrices  de  l'orbite  de  la  Lune,  et  il  pourrait  ar- 
river que  ces  forces,  combinées  avec  celles  qui  viennent  de  l'action  du 
Soleil,  pussent  servir  à  expliquer  l'équation  séculaire.  Aussi  l'Académie 
demande-t-elle  expressément,  dans  son  Programme,  qu'on  ait  égard  à  la 
figure  non  sphérique  tant  de  la  Terre  que  de  la  Lune.  D'ailleurs  l'examen 
dont  il  s'agit  ne  peut  avoir  de  difficulté  après  ce  que  nous  avons  démon- 
tré jusqu'ici,  puisqu'il  doit  être  aisé  d'appliquer  à  la  Lune  les  formules 
que  nous  avons  trouvées  pour  la  Terre;  mais  il  ne  sera  pas  même  néces- 
saire d'entreprendre  un  nouveau  calcul  sur  cet  objet,  pour  décider  la 
question  de  l'équation  séculaire,  et  l'on  pourra  s'en  dispenser  par  les 
considérations  suivantes. 

Il  est  clair  que,  pour  avoir  les  forces  perturbatrices  de  l'orbite  de  la 
Lune,  provenant  de  la  non-sphéricité  de  cette  planète,  il  n'y  aura  qu'à 
prendre  les  formules  des  nos  19  et  suivants  en  sens  contraire,  en  appli- 
quant à  la  Lune  les  quantités  qui,  dans  ces  formules,  se  rapportent  à  la 
Terre. 

Ainsi  w  sera  l'inclinaison  de  l'équateur  lunaire  sur  l'écliptique,  la- 
quelle est  d'environ  i  degrés;  z  sera  la  longitude  de  la  Terre  vue  de  la 
Lune,  et  comptée  depuis  le  nœud  de  son  équateur;  de  sorte  que,  comme 
on  sait  par  les  observations  que  les  noeuds  de  l'équateur  lunaire  coïnci- 
dent toujours,  du  moins  à  très-peu  près,  avec  ceux  de  l'orbite  de  la 
Lune,  l'angle  z  sera  égal  à  la  distance  de  la  Lune  au  nœud  de  son  orbite, 
angle  que  nous  avons  déjà  nommé  Ç  ci-dessus  (n°  33)  ;  à  sera  la  distance 
du  premier  méridien  de  la  Lune  au  nœud  de  son  équateur;  et  puisque 
la  Lune  présente  toujours  à  la  Terre  la  même  face,  à  la  libration  près, 
qui  est  très-petite  et  périodique,  si  l'on  prend,  ce  qui  est  permis,  pour 
premier  méridien  celui  qui  est  dirigé  vers  le  centre  de  la  Terre,  lors- 
que la  libration  est  nulle,  et  qu'on  nomme  A  l'angle  de  la  libration, 
on  aura  tf  =  Ç  +  A.  Enfin  la  quantité/ exprimera  la  latitude  de  la  Terre 
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vue  de  la  Lune,  et  aura  par  conséquent  la  même  valeur  que  dans  les  for- 
mules citées,  où  elle  dénote  la  latitude  de  la  Lune  vue  de  la  Terre; 
de  sorte  qu'on  aura,  en  nommant  /  l'inclinaison  de  l'orbite  lunaire, 
tangv  =  lang^  sinÇ,  ou,  à  très -peu  près,  à  cause  de  %  très-petit, 
y  =  y  sinÇ.  Quant  à  la  quantité  A,  qui  exprime  la  libration  de  la  Lune, 
elle  doit  être  proportionnelle  à  l'équation  du  centre  de  la  Lune  ou,  plus 
exactement,  à  la  somme  de  toutes  les  équations  qui  affectent  le  mouve- 
ment moyen  de  cette  planète;  il  pourrait,  à  la  vérité,  s'y  joindre  encore 
une  équation  provenant  de  la  libration  physique,  supposé  qu'elle  ait  vé- 
ritablement lieu:  mais,  comme  il  n'y  a  encore  rien  de  bien  constaté  sur 
ce  point,  ni  par  la  Théorie,  ni  par  les  observations,  on  pourra  se  dispen- 
ser d'y  avoir  égard  ;  et  d'ailleurs,  quand  on  en  voudrait  tenir  compte,  on 
trouverait  aisément  qu'il  n'en  pourrait  rien  résulter  pour  l'équation  sé- 
culaire de  la  Lune,  à  moins  de  faire  des  suppositions  trop  forcées  et  trop 
peu  admissibles  sur  la  figure  de  cette  planète. 

On  voit  donc  par  là  que  l'expression  des  forces  perturbatrices  de  la 
Lune,  provenant  de  la  non-sphéricité  de  sa  figure,  ne  pourra  ren- 
fermer que  les  mêmes  angles  qui  composent  les  arguments  des  iné- 
galités de  la  Lune,  produites  par  l'action  du  Soleil,  c'est-à-dire,  les 
angles  £,  s,  yj,  Ç  (nus  23  et  33);  or  il  n'y  a  aucune  combinaison  de  ces 
angles  ni  de  leurs  multiples  qui  puisse  donner  un  angle  constant,  ou  à 
très-peu  près  constant,  à  moins  d'admettre  des  multiples  fort  grands, 
auquel  cas  le  coefficient,  qui  affecterait  le  sinus  ou  le  cosinus  d'un  tel 
angle,  serait  d'autant  plus  petit,  et  par  conséquent  insuffisant  pour  l'ex- 
plication de  l'équation  séculaire  (sur  quoi  voir  le  VIe  volume  des  Opus- 
cules de  M.  d'Alembert);  ainsi  on  peut  être  assuré  d'avance  que  la  non- 
sphéricité  de  la  Lune  ne  peut  être  d'aucune  utilité  dans  la  recherche  de 
celte  équation. 

35.  Je  n'entreprendrai  pas  maintenant  d'examiner  si  l'équation  sécu- 
laire de  la  Lune  peut  être  l'effet  de  l'action  des  autres  planètes  :  cette 
discussion  nous  mènerait  trop  loin  et  demanderait  même  un  Ouvrage 
particulier,  auquel  le  défaut  de  temps  et  mes  occupations  actuelles 
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m'empêchent  de  me  livrer;  mais  il  ne  paraît  pas  impossible  de  pouvoir 
décider  la  question  à  priori,  par  des  considérations  analogues  à  celles  du 
numéro  précédent.  En  effet,  il  est  facile  de  voir  que  les  expressions  des 
forces  perturbatrices  de  la  Lune,  produites  par  l'action  d'une  planète 
quelconque,  ne  peuvent  dépendre  que  des  angles  s,  y?,  Ç  relatifs  à  la 
Lune,  et  des  angles  analogues  s',  ti ',  Ç'  relatifs  à  la  planète  (s'  étant  l'ano- 
malie de  la  planète,  V  son  élongation  à  la  Terre,  et  Ç' sa  distance  au 
nœud);  de  sorte  que  ces  expressions  ne  renfermeront  que  des  sinus  ou 
cosinus  d'angles  formés  par  la  combinaison  de  ceux-ci  et  de  leurs  mul- 
tiples; et  l'on  prouvera  aisément  que  la  quantité  —  ne  pourra  être  formée 

que  de  pareils  sinus  ou  cosinus;  et  si  l'on  veut  avoir  égard  en  même 
temps  à  l'action  du  Soleil,  il  se  joindra  encore  à  ces  six  angles  celui  de 
l'anomalie  du  Soleil,  qu'on  a  nommé  ci-dessus  §.  Tout  se  réduira  donc  à 
examiner  si  l'on  peut  trouver  une  combinaison  des  sept  angles*,  t\,  Ç, 
/,  y]',  'Ç',  S,  et  de  leurs  multiples,  laquelle  donne  un  angle  tout  à  fait,  ou  du 
moins  à  très-peu  près,  constant;  or,  d'après  les  valeurs  connues  des  rap- 
ports de  ces  angles,  on  pourra  s'assurer  aisément  qu'il  n'est  guère  pos- 
sible de  former  de  telles  combinaisons,  sans  employer  des  multiples  assez 
grands;  d'où  l'on  peut  conclure  que  les  termes  qui  pourront  produire 
une  équation  séculaire  ne  se  présenteront  qu'après  plusieurs  correc- 
tions de  l'orbite,  et  seront  par  conséquent  d'un  ordre  beaucoup  trop 
petit  pour  pouvoir  donner  une  équation  sensible  et  conforme  aux  obser- 
vations. 

36.  Puis  donc  que  l'équation  séculaire  de  la  Lune,  telle  que  les  Tables 
de  Mayer  la  donnent,  ne  peut  être  l'effet  de  la  non-sphéricité  de  la  Terre, 
ni  de  celle  de  la  Lune,  ni  de  l'action  des  autres  planètes  sur  la  Lune,  et 
par  conséquent  ne  saurait  être  expliquée  par  le  secours  de  la  gravitation 
seule,  il  faut  que,  si  cette  équation  est  réelle,  elle  provienne  de  quelque 
autre  cause,  comme  de  la  résistance  que  la  Lune  éprouverait  de  la  part 
de  quelque  fluide  très-rare,  dans  lequel  elle  serait  mue;  mais  comme, 
d'un  autre  côté,  l'hypothèse  d'un  fluide  très-subtil,  dont  la  résistance 
altérerait  sensiblement  le  mouvement  des  Corps  célestes,  n'est  pas  encore 
VI.  49 
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bien  confirmée  par  les  observations  des  autres  planètes,  que  même  elle 
paraît  être  contredite  par  celles  de  Saturne,  dont  le  mouvement  va  en 
se  ralentissant  au  lieu  de  s'accélérer,  comme  cela  devrait  être  en  vertu 
de  la  résistance  de  l'éther,  il  me  semble  qu'on  ne  doit  pas  admettre  cette 
hypothèse  uniquement  dans  la  vue  d'expliquer  par  son  moyen  l'équation 
séculaire  dont  il  s'agit. 

Je  dis  :  si  cette  équation  est  réelle;  car  il  me  paraît  que  les  preuves  que 
l'on  en  a  jusqu'à  présent  ne  sont  pas  bien  décisives,  puisqu'elles  sont 
fondées  uniquement  sur  quelques  observations  faites  dans  des  siècles 
fort  éloignés,  et  sur  l'exactitude  desquelles  on  ne  saurait  guère  compter. 

37.  M.  Dunthorn,  le  premier  après  M.  Halley  qui  ait  adopté  l'hypo- 
thèse de  l'accélération  de  la  Lune,  et  le  seul,  ce  me  semble,  qui  soit 
entré  là-dessus  dans  quelques  détails,  ne  s'en  est  pas  tenu  à  la  simple 
comparaison  des  observations  des  années  720  avant  J.-C.  et  977,  978 
après  J.-C.  avec  les  modernes,  pour  prouver  la  nécessité  de  cette  accé- 
lération; il  a  aussi  discuté,  dans  le  même  objet,  quelques  autres  obser- 
vations faites  dans  les  siècles  intermédiaires  [voir  le  volume  XLYI  des 
Transactions  philosophiques);  mais,  quoique  ces  observations  paraissent 
confirmer  en  gros  l'accélération  du  mouvement  moyen  de  la  Lune,  elles 
ne  s'accordent  cependant  pas  entre  elles,  à  beaucoup  près,  ni  sur  la 
quantité  de  l'accélération  séculaire,  ni  même  sur  la  loi  de  cette  accélé- 
ration; c'est  ce  que  je  vais  faire  voir  en  empruntant  les  résultats  des 
calculs  de  ce  savant  Astronome. 

Les  observations  qu'il  a  examinées  sont,  en  les  rangeant  par  ordre 
chronologique  : 

i°  Une  éclipse  de  Lune  observée  à  Babylone  le  9  mars  720  avant  J.-C. 
et  rapportée  par  Ptolémée  dans  le  IVe  Livre  de  son  Almagesle,  Cha- 
pitre VI.  On  ne  sait  d'autres  circonstances  de  cette  éclipse,  sinon  qu'elle 
a  commencé  plus  d'une  heure  après  le  lever  de  la  Lune,  et  qu'elle  a  été 
totale.  M.  Dunthorn,  ayant  fait  à  cette  observation  les  réductions  con- 
venables, a  trouvé  que  le  commencement  a  dû  être  à  6h46m;  ensuite, 
l'ayant  calculée  par  ses  propres  Tables,  qui  n'ont  jamais  été  publiées, 
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que  je  sache,  il  a  trouvé  que  le  commencement  aurait  dû  être  à  8h32m; 
ce  qui  donne  une  anticipation  de  ih46mde  l'observation  sur  les  Tables, 
et  par  conséquent  une  erreur  de  54  minutes  sur  la  longitude  calculée. 

20  Une  éclipse  de  Lune  observée  à  Babylone  le  23  décembre  382 
avant  J.-C.  (il  faut  remarquer  que  M.  Dunthorn  rapporte  faussement 
cette  éclipse  à  l'année  3i2).  Le  commencement  en  a  été  observé,  au 
rapport  de  Ptolémée,  une  demi-heure  avant  la  fin  de  la  nuit;  d'où 
M.  Dunthorn  dit  que  ce  commencement  a  été  à  6h42ra  du  matin,  tandis 
que  les  Tables  ne  le  lui  donnent  qu'à  8hi5m;  ce  qui  fait  une  anticipation 
de  ih33m,  et  par  conséquent  une  erreur  de  47' 1 5"  sur  la  longitude 
calculée. 

3°  Une  éclipse  de  Lune  observée  à  Alexandrie  le  22  septembre  200 
avant  J.-C,  et  rapportée  par  Ptolémée  d'après  Hipparque.  Cette  éclipse 
a  dû  commencer  une  demi-heure  avant  le  lever  de  la  Lune,  ce  qui  re- 
vient, suivant  M.  Dunthorn,  à  5b32m,  tandis  que  les  Tables  ne  lui  don- 
nent que  6hi2m;  ce  qui  fait  une  anticipation  de  4o  minutes,  et  par  consé- 
quent une  erreur  de  20'  20"  sur  la  longitude  calculée. 

4°  Une  éclipse  de  Soleil  observée  par  Théon,  à  Alexandrie,  le  16  juin 
364  après  J.-C,  et  rapportée  dans  son  Commentaire  sur  YAlmageste.  Le 
commencement  en  a  été  à  3hi8m;  d'où  M.  Dunthorn  conclut  la  distance 
de  la  Lune  au  Soleil  de  39V11",  tandis  que  les  Tables  ne  la  lui  donnent 
que  de  35'25";  ce  qui  fait  une  différence  de  4' 16",  qui  est  l'erreur  des 
Tables  au  temps  de  l'observation. 

5°  Une  éclipse  de  Soleil  observée  au  Caire  le  i3  décembre  977,  et 
dont  le  commencement  est  arrivé  lorsque  le  Soleil  était  haut  de  i5°43', 
et  la  fin  lorsque  la  hauteur  du  Soleil  était  de  33-^  degrés.  M.  Dunthorn 
conclut  de  là  que  le  commencement  de  cette  éclipse  a  dû  être  à  8h25m,  et 
la  fin  à  iou45m  du  matin;  et  il  trouve  que  l'erreur  de  ses  Tables  sur  la 
longitude  de  la  Lune  est  de  7' 3.6",  dont  la  Lune  s'est  trouvée  plus 
avancée. 

6°  Une  éclipse  de  Soleil  observée  dans  le  même  endroit  le  8  juin  978, 
et  qui  a  commencé  lorsque  le  Soleil  était  haut  de  56  degrés,  et  fini 
lorsqu'il  était  haut  de  26  degrés.  M.  Dunthorn  trouve  que  le  commen- 

49- 
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cernent  de  cette  éclipse  a  dû  être  à  ab3im,  et  la  fin  à  /^So"5;  d'où  il  con- 
clut l'erreur  de  ses  Tables  sur  la  longitude  de  8' 45"  dont  la  Lune  était 
plus  avancée. 

Ces  deux  observations  se  trouvent  dans  YHistoire  céleste  de  Tycbo  et 
sont  tirées  d'un  manuscrit  arabe,  qui  renferme  les  observations  de  Ibn 
Jonis  et  qui  se  trouve  dans  la  Bibliothèque  de  Leyde;  ce  sont  celles 
dont  nous  avons  parlé  au  commencement  de  ces  Recherches. 

Enfin  une  éclipse  de  Soleil  observée  à  Nuremberg  par  Walter,  le 
29  juillet  1^78,  laquelle  donne  une  erreur  de  10  minutes  sur  la  longitude 
calculée;  mais,  comme  il  en  résulte  aussi  une  erreur  en  latitude  de 
9' 12",  M.  Dunthorn  croit  cette  observation  trop  inexacte  pour  qu'on 
puisse  s'y  fixer. 

Rassemblant  maintenant  ces  résultats,  on  aura  les  éléments  suivants  : 

I  ANNÉES  ERREURS 

des  des 

observations.  Tables  de  Dunthorn. 

720  avant  J.-C — 5/f.   o 

382         »         — 47-  "5 

200  »         —  20.20 

364  après  J.-C —   4- 1& 

977  »         +7-36 

978  »         +   8.45 

1^78         »         -t-  10.29 

38.  Il  paraît,  en  général,  par  cette  Table,  que  le  mouvement  de  la 
Lune  a  dû  s'accélérer  continuellement  depuis  l'année  720  avant  J.-C. 
jusqu'à  présent;  voyons  donc  quelles  doivent  être  la  quantité  et  la  loi  de 
cette  accélération,  pour  répondre  aux  observations  que  nous  venons  de 
rapporter. 

Pour  cela,  je  remarque  qu'entre  la  première  et  la  troisième  observa- 
tion il  y  a  un  intervalle  de  52o  ans;  qu'entre  celle-ci  et  la  quatrième  il 
y  a  un  intervalle  de  563  ans;  qu'entre  la  quatrième  et  la  cinquième  il  y  a 
un  intervalle  de  61 3  ans;  qu'enfin  entre  la  cinquième  et  la  septième  il 
y  a  un  intervalle  de  5oo  ans;  d'où  l'on  voit  que  ces  intervalles  ne  sont 
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pas  fort  différents  entre  eux,  en  sorte  qu'on  pourra,  sans  craindre  de 
grandes  erreurs,  les  prendre  et  les  traiter  comme  égaux. 

De  cette  manière  donc  les  erreurs  des  Tables  de  Dunthorn  seront  à 
peu  près,  dans  des  intervalles  de  temps  égaux, 


54', 


4', 


et,  si  l'on  suppose  que  ces  erreurs  soient  dues  à  une  équation  qui 
augmente  comme  les  carrés  des  temps,  et  qu'il  faille  de  plus  changer 
l'époque  et  le  mouvement  moyen  des  Tables,  il  est  clair  que  les  diffé- 
rences secondes  seront  constantes,  et  que  la  moitié  de  la  valeur  de  cette 
différence  constante  prise  négativement  sera  l'équation  séculaire  pour 
un  espace  de  temps  égal  à  l'intervalle  d'une  observation  à  l'autre;  or  je 
trouve,  en  prenant  successivement  les  différences, 


-   54 

- 

20 

/! 

-1-     IO 

-  34 

- 

16 

—    12 

- 

1 

- 

18 

et  comme  les  différences  secondes  sont  trop  inégales  entre  elles,  je  crois 
pouvoir  en  conclure  qu'on  ne  saurait  sauver  les  erreurs  des  Tables  par 
un  simple  changement  de  l'époque  et  du  mouvement  moyen  combiné 
avec  une  équation  séculaire  qui  augmente  comme  les  carrés  des  temps. 

39.  Mais  voyons  encore  si  l'on  pourrait  concilier  les  observations 
avec  les  Tables,  en  introduisant  dans  celles-ci  une  équation  séculaire 
apparente,  qui  dépende  du  sinus  d'un  certain  angle  qui  croisse  ou  dé- 
croisse uniformément. 

Soient/?  le  changement  qu'il  faudrait  faire  à  l'époque  des  Tables  pour 
l'observation  de  720  avant  J.-C;  q  le  changement  qu'il  faudrait  faire  au 
mouvement  moyen  pour  55o  ans  environ,  ce  qui  est  l'intervalle  moyen 
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entre  les  observations;  a  l'argument  de  l'équation  séculaire  pour  l'ob- 
servation de  720  avant  J.-C;  <p  le  mouvement  ou  la  variation  de  cet  argu- 
ment pour  55o  ans,  et/  le  coefficient  ou  la  plus  grande  valeur  de  l'équa- 
tion :  on  aura  donc  pour  les  erreurs  des  Tables  dans  les  cinq  observations 
dont  il  s'agit,  supposées  équidistantes,  les  quantités 

p  +fsina, 

P  ■+-  9  +/sin(«  +  cp), 

p  -t-  iq  +ysin(a  -+-29), 

p  -h  3q  +/sin(a  -+-  3cp), 

p  -4-  4?  -t~/sin  (a  -1-  49); 

donc 

p  -t-ysin  <x  =  —  54, 

p  -f-  g   -l-/sin  (  a -l-  9)  =  —  20, 

p  -t-  iq  -t-/sin(a  -+-  29)  =  —  4, 

p  -t-  3q  -\-fs'm{a  -f-  3<p)  =  8, 

p  -t-  4<?  -f-ysin(a  -f-  4© )  =  10. 

équations  par  lesquelles  on  pourra  déterminer  les  cinq  inconnues  p,  q, 
f,  a,  (p.  Pour  cela,  j'ajoute  la  première  et  la  troisième  :  j'ai 

a(/>  •+-  q)  +/[sina  -f-  sin(a  +  29)]  =  —  58; 

mais 

sin  a  -t-  sin  (a  -I-  29)  =  2COS9  sin  (a  +  9); 

donc  on  aura,  en  divisant  par  2, 

p  -t-  q  -t-/coS9  sin  (a  -h  <p)  =  —  29, 


et  de  là 


„  .    ;  20  -f-  p  -t-  q 

/sin  a  -t-  <p)  = - -: 

J  COS9 


or  la  seconde  équation  donne 

y  sin  («  +  (f)  =  —  20  —  p  —  q; 
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donc,  comparant  ces  deux  valeurs,  on  aura 


d'où 


De  même,  en  ajoutant  la  seconde  et  la  quatrième  équation,  on  aura 

i(p  -+-  2<jr)  -t-/[sin  (oc -h  9)  -4-  sin  (a  -4-  3<p)]  =  —  12, 
savoir,  à  cause  de  sin  (a  -4-  <p)  -h  sin  (a  -4-  3y)  =  2cosossin(a  -4-  2<p), 

p  -4-  %q  -f-^coscp  sin  (a  -t-  29)  =  —  6; 
d'où  l'on  tire 

~    .      ,  .  6  +  P+  2(7 

/sin   a -4-  29   = -^-: 

,y  COS9 

et,  comme  la  troisième  équation  donne 

/sin  (a  +29)  =  —  4  —  /»—  2^f, 

on  aura,  par  la  comparaison  de  ces  valeurs, 

6-1-p  +  2<7 

et  de  là 


=  4-t-p  •+-  29; 
C0S9  r 


4cos9 — 6 

p  +  o.q  =  2 1 

r  1  —  COS9 

On  comparera  de  même  entre  elles  les  trois  dernières  équations;  et 
comme  M.  Dunthorn  regarde  l'observation  de  Walter,  qui  a  donné  10  mi- 
nutes d'erreur,  comme  un  peu  suspecte,  nous  prendrous,  en  général,  ini 
pour  l'erreur  de  cette  observation;  ainsi  l'on  aura  d'abord,  en  ajoutant 
la  troisième  et  la  cinquième  équation, 

i(p  -4-  3q)  -4-/ [sin  (a  +  29)  -4-  sin  (a  -4-  49)]  =  2 m  —  4, 

et,  à  cause  de  sin(a  -4-  2<p)  -4-  sin(a  -4-  4<p)  =  2cos(j>  sin  (a  +  3<p), 

p  -+-  3</  +/COS9  sin(a-f-  3©)  =  m  —  2; 
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d'où 

/sin  (  a  -f-  3  9    = £- 3  ■ 

J  COS  9 

mais  la  quatrième  équation  donne 

/sin(a  +  39)  =  8  —  p  —  3q; 

donc 

Q  „         m  —  i  —  p  —  3o 

O  —   D  —  3(7  =   ; !- ^  ; 

cos  9 
d'où 

m  —  2  —  8  cos  <p 


/?  +  3g  = 


i  —  cos  9 
On  a  donc  maintenant  les  trois  équations 

20  COSCD  —  2Q 

p  +   q  =  — 
p  +  iq  = 
p-h3q  = 
d'où  l'on  tire  d'abord  celles-ci 

- 16  cos  9  -+-  a3  m .  -f-  4  —  • 2  cos  c 


i  —  COS9 

4- 

COS9  —  6 

1 

i 

—  cos  9 

/n 

-2-8 

cos 

<p 

>l 


1  —  cos  9        1  —  cos  9 
et  par  conséquent 

—  16  cos  9  -f-  23  =  m  ■+■  4  —  12  cos  9; 

d'où 

iq  —  m 

cos  9  —  - 


4 

On  voit  donc  que  cette  équation  ne  saurait  subsister,  en  adoptant 
10  minutes  pour  l'erreur  des  Tables  sur  l'observation  de  Walter  ;  car  on 
aurait  alors  2m  =  10  et  m  =  5,  ce  qui  donnerait 

'4     », 

COSCB  =  -y-  =  5j. 
4 
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En  général,  comme  cos©  doit  être  nécessairement  •<  1 ,  il  faudra  que 

l'on  ait  —j —  <  i;  donc  19  —  m  <  4  et  m  >  i5;  donc  a/n>  3o;  en 

sorte  que  l'erreur  des  Tables  au  temps  de  l'observation  dont  il  s'agit, 
loin  d'être  moindre  que  celle  que  M.  Dunthom  a  trouvée,  devrait  être 
au  contraire  trois  fois  plus  grande;  ce  qui  ne  saurait  être  admis,  puis- 
qu'il faudrait  que  Walter  se  fût  trompé  d'environ  une  heure  sur  le  temps 
de  l'éclipsé  qu'il  a  observée. 

4-0.  Si  l'on  désigne  par  —  ia,  —ib,  —  2c,  —  id,  —  ie  les  erreurs 
—  54,  —  20,...  en  sorte  que  l'on  ait  les  équations 

p  -l-/sin  a  =  —  2  a, 
p  ■+-    q  -+-/sin(a  -t-    9)  =  —  ih, 
p  -f-  iq  -f-/"sin(a  +29)  =  —  ic, 
p  -+-  3g  -l-/sin  (a  -t-  3<j>)  =  —  id, 
/>-t-4<?+/sin(a  +  4?)  =  —  2e> 

on  trouvera  ces  trois-ci 

26  rose»  —  a  —  c 


1  —  COS9 

2CCOS9  —  à  —  d 
1  —  cos  9 

2«?cos9  —  e  —  e 


p+  q  = 
p+iq  = 
p-h3q  = 

d'où  l'on  tire  sur-le-champ 

z(c  —  b)  cos  9  -h  a  —  b  -h  c  —  d o.{d —  c)cos9  +  b  —  c-hd— e 

1  —  C0S9  1  —  COS9 

et  de  là 

i[c—  b)  cos 9  -\-  a  —  b  +  c  —  d  =  z(d  —  c)  cos 9  -\-  b  —  c  -h  d  —  e, 

savoir 

a  —  ib  +  ?.c  —  id  -f-  e 

cos»  = -7 77 ; 

z(b  —  2C  +  d) 

VI.  5o 
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connaissant  l'angle  <p,  on  connaîtra  p  et  q,  et  ensuite/et  «  par  les  équa- 
tions ci-dessus;  cette  solution  peut  être  utile  dans  d'autres  occasions,  et 
c'est  ce  qui  nous  a  engagé  à  la  rapporter  ici. 

4t.  Au  reste,  comme  M.  Dunthorn  n'a  point  publié  ses  Tables  de  la 
Lune,  et  que  par  conséquent  on  ne  peut  savoir  quel  degré  de  confiance 
elles  méritent;  que  d'ailleurs  les  Astronomes  paraissent  être  convenus  de 
regarder  celles  de  Mayer  comme  les  meilleures,  j'ai  cru  qu'il  était  impor- 
tant de  voir  ce  que  ces  dernières  donneraient,  et  j'ai  prié  en  conséquence 
un  très-habile  Astronome  (M.  B***)  de  vouloir  bien  calculer  les  lieux  de 
la  Lune,  au  temps  des  observations  rapportées  .ci-dessus  d'après  les 
Tables  de  Mayer,  pour  en  déduire  les  erreurs  de  ces  Tables;  je  l'ai  même 
engagé  à  entreprendre  ce  travail  deux  fois,  premièrement  en  adoptant 
l'époque  et  le  mouvement  moyen  de  la  Lune  de  Cassini,  et  y  appliquant 
les  équations  données  par  les  Tables  de  Mayer,  et  ensuite  en  faisant  le 
calcul  uniquement  d'après  ces  dernières  Tables;  car,  comme  la  différence 
de  3'42",  qui  est  entre  les  mouvements  moyens  séculaires  de  la  Lune 
suivant  Cassini  et  suivant  Mayer,  tient  principalement  à  l'équation  sécu- 
laire introduite  par  ce  dernier,  ainsi  qu'on  l'a  vu  au  commencement  de 
ce  Mémoire,  si  l'on  veut  faire  abstraction  de  cette  équation,  il  paraît 
naturel  qu'on  rétablisse  le  mouvement  moyen  tel  que  Cassini  l'a  trouvé; 
or  il  ne  sera  pas. inutile,  dans  notre  recherche,  de  connaître  les  erreurs 
des  Tables  dans  celte  hypothèse,  et  de  les  comparer  à  celles  qui  ont  lieu 
dans  l'hypothèse  de  l'équation  séculaire. 

Voici  les  résultats  de  ces  calculs;  l'Auteur  m'a  assuré  les  avoir  faits  et 
revus  avec  beaucoup  de  soin,  et  de  manière  à  pouvoir  compter  entière- 
ment sur  leur  exactitude. 
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LIEUX 
des  observations. 

DATE 

des  éclipses  observées. 

ERREURS 

des 

Tables  de  Mayer 

avec 

l'équation  séculaire. 

ERREURS 

des 

Tables  de  Mayer 

sans 

l'équation  séculaire. 

Babylone 

Babylone 

Alexandrie 

Caire 

720  avant  J.-C.     Mars  19 
364  après  J.-C.     Juin    16 

—  24!  55" 

—  26.             • 

—  17- 

—  12.40 

—  I  .22 
-+-       0.18 

—  23. 3o 

—  1 1 .3o 

—  i.i5 

-+-    12.12 
-1-    20.42 
-1-    16.35 

Il  faut  remarquer,  à  l'égard  des  deux  premières  observations  de  cette 
Table,  qu'on  a  supposé  dans  le  calcul,  d'après  M.  de  la  Lande  (Mémoires 
de  l'Académie,  année  \rj5'j),  que  la  différence  des  méridiens  entre  Paris  et 
Babylone  n'est  que  de  2h32"\  tandis  que  M.  Duntborn  la  fait  de  2hl\im\, 
à  cause  que,  suivantPtolémée,  Babylone  est  plus  à  l'orient  qu'Alexandrie 
de  5o  minutes,  et  que  la  différence  des  méridiens  entre  cette  dernière 
ville  et  Paris  est  fixée  à  i1' 5imf . 

Si  l'on  voulait  adopter  la  détermination  de  Duntborn,  alors  les  erreurs 
des  Tables  au  temps  des  deux  premières  observations,  c'est-à-dire,  en  720 
et  38a  avant  J.-C,  deviendraient  d'environ  5  minutes  plus  grandes. 


42.  Si  l'on  prend  les  erreurs  contenues  dans  la  dernière  colonne  de 
la  Table  précédente,  mais  en  omettant  celle  de  l'année  382,  et  substituant 
à  la  place  des  deux  dernières  la  valeur  moyenne  i8'4-,  on  a  cette  suite  de 
nombres  — 23.^-,  —\\,  -\-i2j,  -t- 184,  dont  les  différences  premières 
sont  22^-,  12^-,  6j,  et  dont  les  différences  secondes  sont  —  q|-,  —  6{-, 
lesquelles  sont  trop  inégales  pour  qu'on  en  puisse  rien  conclure  direc- 
tement pour  la  loi  de  l'équation  séculaire  (n°38);  on  pourrait  cepen- 
dant, en  changeant  seulement  de  quelques  minutes  les  erreurs  dont 
il  s'agit,  rendre  leurs  différences  secondes  constantes  et  égales  à  la  va- 
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leur  moyenne  — 8  des  précédentes;  alors  on  aurait  4  minutes  pour  la 
quantité  de  l'équation  séculaire  dans  l'espace  d'environ  55o  ans,  ce  qui 
donnerait  à  peu  près  8  secondes  pour  l'équation  séculaire  au  bout  du 
premier  siècle;  mais  nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  là-dessus, 
et  nous  passerons  à  examiner  les  erreurs  des  Tables  mêmes  de  Mayer, 
qu'on  voit  dans  la  pénultième  colonne. 

11  est  d'abord  évident  que  le  but  de  ce  savant  Astronome  a  été  princi- 
palement de  faire  cadrer  ses  Tables  avec  les  observations  arabes  de  977 
et  978;  mais  on  doit,  ce  me  semble,  être  un  peu  surpris  de  ce  que  ses 
Tables  ne  représentent  pas  mieux  l'observation  de  720  avant  J.-C,  qui 
a  toujours  servi  de  base  dans  la  détermination  des  moyens  mouvements 
de  la  Lune;  cependant,  si  l'on  fait  attention  que  le  calcul  a  été  fait  en 
prenant  avec  M.  de  la  Lande  6hi  im  pour  le  temps  de  l'opposition,  tandis 
que  suivant  M.  Cassini  elle  a  dû  arriver  à  6h58m,  on  verra  que  cette  diffé- 
rence de  47  minutes  en  produira  une  d'environ  24  minutes  dans  le  lieu 
de  la  Lune  (n°(4  ci-dessus),  ce  qui  réduira  l'erreur  des  Tables  de  Mayer 
à  environ  —  1  minute. 

Il  paraît  donc  très-probable  que  cet  Astronome  a  suivi  le  calcul  de 
M.  Cassini  pour  la  détermination  du  lieu  de  la  Lune  dans  l'éclipsé  de  720 
avant  J.-C,  et  qu'il  a  par  conséquent  tâché  d'y  accommoder  ses  Tables 
au  moyen  de  l'équation  séculaire  qu'il  a  appliquée  au  mouvement  moyen. 
Mais  si  la  correction  que  M.  de  la  Lande  a  faite  au  calcul  de  M.  Cassini, 
et  dont  il  rend  raison  dans  son  Mémoire  sur  les  équations  séculaires 
[Mémoires  de  i Académie,  année  1757),  est  fondée,  il  est  clair  que  le  mou- 
vement moyen  et  l'équation  séculaire  de  Mayer  devront  être  un  peu  al- 
térés pour  que  ses  Tables  puissent  représenter  également  l'observation 
de  720  avant  J.-C.  et  celles  de  977  et  978  après  J.-C. 

Soit  x  le  nombre  de  minutes  dont  il  faudrait  augmenter  le  mouvement 
séculaire  de  Mayer,  et  y  celui  dont  il  faudrait  augmenter  son  équation 
séculaire  pour  le  premier  siècle,  à  compter  depuis  1 700  ;  il  est  clair  que, 
en  gardant  l'époque  du  lieu  moyen  pour  1700,  le  lieu  moyen  pour  978  se 
trouvera  plus  avancé  de  —  ^\x  -+-  [r]j)2y,  et  pour  720  avant  J.-C.  de 
—  2l\\x  +  (il\\;)2y;  or,  comme  l'erreur  des  Tables  de  Mayer  est  presque 
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nulle  pour  l'observation  de  978,  il  faudra  faire  d'abord 

—  7t*-M7  TYr=0' 
pour  que  le  lieu  moyen  ne  change  pas  en  978;  et  l'on  aura  par  là 

ensuite,  pour  détruire  l'erreur  de  —  24'55"  que  les  Tables  donnent  pour 
l'observation  de  720  avant  J.-C,  on  fera 

ce  qui,  à  cause  de  x  =  l\y,  donne  à  très-peu  près 

y  =  -pj  =  3"j     et     x  =  25"  ; 

en  sorte  que  l'équation  séculaire  devrait  être,  pour  le  premier  siècle, 
de  i2"{,  et  le  mouvement  séculaire  moyen  de  ios7°54'o". 

43.  Ce  changement  dans  l'équation  séculaire  et  dans  le  mouvement 
moyen  diminuerait  aussi  beaucoup  les  erreurs  des  Tables  clans  les  obser- 
vations intermédiaires;  car  le  lieu  moyen  se  trouverait  plus  avancé 
d'environ  i3  minutes  pour  l'observation  de  38a  avant  J.-C,  d'environ 
17  minutes  pour  celle  de  200  avant  J.-C,  et  d'environ  5  minutes  pour 
l'observation  de  364  après  J.-C,  de  sorte  que  les  erreurs  trouvées  dans 
la  dernière  colonne  de  notre  Table  précédente  en  seraient  diminuées 
d'autant. 

Il  est  vrai  qu'en  changeant  le  lieu  moyen  les  valeurs  des  équations  doi- 
vent aussi  changer  un  peu  ;  mais  on  peut  ici  négliger  ces  variations  qui  ne 
peuvent  monter  qu'à  quelques  secondes;  en  effet,  il  est  clair  qu'il  n'y  aura 
que  les  trois  principales  équations  de  la  Lune,  savoir  X équation  du  centre, 
Yévection  et  la  variation,  qui  puissent  recevoir  un  changement  tant  soit 
peu  sensible,  tandis  que  le  lieu  moyen  augmente  ou  diminue  de  quel- 
ques minutes;  or,  à  cause  que  dans  les  observations  dont  il  s'agit  la 
distance  de  la  Lune  au  Soleil  est  o  ou  180  degrés,  la  variation  sera. nulle, 
et  l'évection  aura  pour  argument  la  simple  anomalie  de  la  Lune;  de  plus, 
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comme  toutes  les  éclipses  rapportées  dans  notre  Table  ci-dessus,  à  l'ex- 
ception des  deux  dernières,  sont  arrivées,  la  Lune  étant  assez  éloignée  de 
ses  apsides,  on  trouvera  aisément  que  la  différence  produite  par  le  chan- 
gement des  équations  dont  nous  venons  de  parler  ne  pourra  guère  mon- 
ter à  i  minute. 

Il  n'en  serait  pas  de  même  pour  les  deux  éclipses  de  977  et  978,  qui 
sont  arrivées  fort  près  des  apsides  de  la  Lune,  où  un  degré  de  différence 
dans  l'anomalie  peut  donner  jusqu'à  rj'\  de  variation  dans  l'équation  du 
centre;  mais,  puisque  nous  avons  fait  en  sorte  que  les  changements  du 
mouvement  moyen  et  de  l'équation  séculaire  se  compensent  mutuelle- 
ment au  temps  de  ces  éclipses,  le  lieu  moyen  de  la  Lune  n'a  point  été 
altéré  par  ces  changements. 

44.  Au  reste,  comme  les  observations  qui  nous  ont  été  transmises  par 
Ptolémée  ne  sont  rapportées  que  d'une  manière  fort  vague,  et  que  d'ail- 
leurs on  sait  qu'il  est  très-difficile  de  fixer  le  commencement  ou  la  fin 
d'une  éclipse  de  Lune,  à  cause  de  la  pénombre  et  de  l'atmosphère  de  la 
Terre,  qui  en  rendent  les  phases  douteuses  et  qui  font  que  nos  meil- 
leurs Astronomes  s'y  trompent  quelquefois  de  plusieurs  minutes,  malgré 
l'exactitude  de  nos  instruments  et  les  soins  scrupuleux  qu'on  a  coutume 
d'apporter  à  ces  sortes  d'observations,  il  s'ensuit  qu'il  y  a  très-peu  de 
fond  à  faire  sur  les  observations  que  nous  venons  de  discuter  ci-dessus 
pour  en  déduire  l'équation  séculaire  de  la  Lune;  et  si  l'on  joint  à  cette 
remarque  celle  que  M.  de  la  Lande  a  déjà  faite  sur  l'incertitude  des  deux 
observations  arabes  de  977  et  978,  au  sujet  desquelles  feu  M.  Bevis,  sa- 
vant Astronome  anglais,  qui  avait  entre  les  mains  une  traduction  du 
manuscrit  arabe  d'où  elles  sont  tirées,  lui  dit  qu'il  avait  de  fortes  raisons 
de  douter  si  c'étaient  de  véritables  observations  ou  de  simples  calculs 
{Astronomie,  Article  1485),  on  conviendra  sans  peine  que  l'existence 
de  cette  prétendue  équation  séculaire  est  encore  très-douteuse;  de  sorte 
que,  comme  la  Théorie  y  parait  en  même  temps  contraire,  le  meilleur 
parti  qu'il  y  aurait  à  prendre,  du  moins  jusqu'à  ce  que  le  temps  nous 
apporte  là-dessus  de  nouvelles  lumières,  serait  peut-être  de  rejeter  entiè- 
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rement  cette  équation,  en  conservant  néanmoins  le  mouvement  moyen, 
tel  que  Mayer  l'a  établi,  lequel  paraît  assez  bien  d'accord  avec  les  ob- 
servations de  ces  deux  derniers  siècles,  pour  lesquelles  l'équation  sécu- 
laire est  d'ailleurs  presque  insensible. 

En  effet  le  savant  Astronome  dont  j'ai  parlé  ci-dessus,  ayant  comparé 
avec  les  Tables  de  Mayer  les  observations  de  quelques  éclipses  de  Lune 
du  xive  et  du  xvie  siècle,  rapportées  par  Riccioli  dans  son  Almageste,  a 
trouvé  les  résultats  suivants 

TEMPS    MOYEN,    A    PARIS,  ERREURS 

des  oppositions  observées.  des  Tables  de  Mayer. 

h       m  m 

1457  3  septembre      io  10 —  1 

i464  21  avril                 12  3o -1-  1 

i5oo  5  novembre       12  5q . ...  -1-2 

1573  8  décembre         721 —  1 

La  première  de  ces  quatre  éclipses  a  été  observée  à  Mellicum,  en  Au- 
triche, par  Purbach  et  Regiomontanus,  la  seconde  à  Padoue  par  Regio- 
montanus,  la  troisième  à  Rome  par  Copernic,  et  la  quatrième  à  Urani- 
bourg  par  Tycho. 

On  voit  d'abord  que  les  erreurs  des  Tables  de  Mayer  sont  très-petites, 
et  que,  de  plus,  elles  sont  les  unes  positives  et  les  autres  négatives;  ce 
qui  prouve  que  l'époque  et  le  moyen  mouvement  sont  assez  bien  établis; 
il  n'y  a  que  l'observation  de  i5oo  pour  laquelle  l'erreur  des  Tables  est 
un  peu  sensible;  mais  je  crois  qu'il  faut  la  rejeter  plutôt  sur  l'observa- 
tion même,  qui  n'est  rapportée  par  Copernic  [De  Revolutionibus  orbium 
cœleslium,  Livre  IV,  Chapitre  IV)  que  d'une  manière  un  peu  vague,  d'au- 
tant plus  que,  cette  éclipse  n'ayant  pas  été  totale  comme  les  autres,  il 
lui  aura  été  difficile  d'en  fixer  le  temps  du  milieu. 
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RECHERCHES 


THÉORIE  DES  PERTURBATIONS 


QUE    LES   COMÈTES   PEUVENT   ÉPROUVER    PAR    L'ACTION   DES    PLANÈTES. 


(Mémoires  des  Savants  étrangers,  t.  X,  1785.  Prix  de  l'Académie  pour  1778. 


Ces  Recherches  sont  divisées  en  quatre  Sections,  que  je  vais  parcourir 
sommairement. 

Dans  la  première  Section,  je  donne  d'abord  les  équations  générales 
du  mouvement  d'une  comète  autour  du  Soleil,  en  ayant  égard  aux  per- 
turbations qu'elle  peut  éprouver  par  l'action  d'une  ou  de  plusieurs  pla- 
nètes, et  en  rapportant  les  lieux  tant  de  la  comète  que  des  planètes  à  des 
coordonnées  rectangles.  Je  simplifie  ensuite  ces  équations  en  parta- 
geant chacune  d'elles  en  deux,  dont  l'une  appartienne  à  l'orbite  non 
altérée  et  dont  l'autre  renferme  l'effet  des  perturbations,  et  je  fais  voir 
qu'en  négligeant,  à  l'exemple  des  grands  Géomètres  qui  ont  déjà  traité 
la  Théorie  des  comètes,  les  carrés  et  les  produits  des  forces  perturba- 
trices, on  peut  considérer  à  part  l'action  de  chaque  planète,  et  prendre 
la  somme  des  effets  de  leurs  différentes  actions  pour  l'effet  total  de  leurs 
actions  réunies.  Enfin  je  montre  comment  on  peut  satisfaire  aux  équa- 
tions différentielles  des  perturbations,  dans  le  cas  où  la  comète  serait  à 
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une  distance  du  Soleil  infiniment  grande  par  rapport  à  la  distance  de  la 
planète  au  Soleil  :  d'où  résulte  naturellement  une  transformation  de  ces 
mêmes  équations,  laquelle  en  facilite  beaucoup  l'intégration  relative- 
ment à  la  partie  supérieure  de  l'orbite  de  la  comète.  Cette  transforma- 
tion tient  lieu  des  mélbodes  synthétiques  proposées  jusqu'ici  pour 
simplifier  le  calcul  des  perturbations  dans  les  régions  supérieures  de 
l'orbite,  et  elle  a  en  même  temps  l'avantage  de  conserver  l'uniformité 
dans  la  marche  du  calcul. 

La  deuxième  Section  est  destinée  uniquement  à  l'intégration  des  équa- 
tions différentielles  de  l'orbite  non  altérée,  et  contient  une  solution 
complète  du  fameux  Problème  que  Newton  a  résolu  le  premier,  et  une 
foule  d'Auteurs  après  lui.  Je  me  flatte  que  mon  analyse  pourra  paraître 
encore  digne  de  l'attention  des  Géomètres  par  sa  simplicité  et  par  sa  gé- 
néralité; elle  est  d'ailleurs  nécessaire  pour  les  calculs  de  la  Section  sui- 
vante, et  fournit  différentes  formules  qui  sont  d'un  grand  usage  dans 
tout  le  cours  de  cet  Ouvrage. 

Dans  la  troisième  Section,  je  m'occupe  de  l'intégration  des  équations 
différentielles  des  perturbations.  Je  fais  voir  comment  leurs  intégrales  se 
déduisent  naturellement  de  celles  des  équations  de  l'orbite  non  altérée, 
en  y  faisant  varier  les  constantes  arbitraires  qui  représentent  les  éléments 
de  l'orbite  :  ce  qui  conduit  directement  à  exprimer  l'effet  des  perturba- 
tions par  la  variation  des  éléments  de  l'orbite  considérée  comme  ellip- 
tique; et  ces  variations  se  trouvent  déterminées  par  des  formules  différen- 
tielles assez  simples,  dont  chacune  ne  demande  qu'une  seule  intégration. 
Je  fais  ensuite  usage  des  transformations  proposées  dans  la  première 
Section  pour  les  parties  supérieures  de  l'orbite;  les  formules  différen- 
tielles dont  il  s'agit  deviennent  par  là  composées  d'une  partie  absolu- 
ment intégrable  et  d'une  partie  non  intégrable,  mais  qui  est  toujours 
d'autant  plus  petite  que  la  comète  est  plus  éloignée  du  Soleil,  en  sorte 
qu'elle  devient  insensible  lorsque  la  comète  est  à  une  très-grande  dis- 
tance du  Soleil.  Je  termine  cette  Section  par  les  formules  générales  qui 
expriment  l'altération  de  la  durée  des  révolutions  anomalistiques  et  pé- 
riodiques de  la  comète. 
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La  quatrième  Section  contient  l'application  des  méthodes  et  des  for- 
mules données  dans  les  Sections  précédentes  aux  perturbations  des  co- 
mètes, et  en  particulier  à  celles  de  la  comète  de  i532  et  de  1661.  Toute 
la  difficulté  de  cette  application  consiste  dans  l'intégration  des  formules 
différentielles  qui  déterminent  les  variations  des  éléments  de  l'orbite. 
Après  avoir  mis  ces  formules  sous  une  forme  plus  simple  et  plus  com- 
mode pour  le  calcul,  je  montre  les  obstacles  qui  s'opposent  à  leur  inté- 
gration générale,  et  qui  obligent  d'avoir  recours  aux  quadratures  des 
courbes  mécaniques.  Comme  la  méthode  de  ces  quadratures  est  assez 
connue  par  les  Ouvrages  de  Cotes  et  de  Stirling,  je  n'entre  là-dessus  dans 
aucun  détail;  mais  je  remarque  qu'il  y  a  des  cas  où  l'usage  de  cette  mé- 
thode cesse  d'être  légitime  :  c'est  lorsque  la  distance  entre  la  comète  et 
la  planète  perturbatrice  est  fort  petite  et  approche  de  son  minimum.  Je 
donne  pour  ces  sortes  de  cas  une  méthode  particulière,  qui  réduit  l'inté- 
gration aux  logarithmes  ou  aux  arcs  de  cercles,  et  ne  peut  jamais  être 
sujette  à  aucun  inconvénient.  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  ne  regarde 
que  la  partie  inférieure  de  l'orbite  de  la  comète;  car,  pour  la  partie  supé- 
rieure de  cette  orbite,  dans  laquelle  la  distance  de  la  comète  au  Soleil 
sera  beaucoup  plus  grande  que  la  distance  de  la  planète  au  Soleil,  je  fais 
voir  que  la  partie  des  formules  différentielles  qu'il  reste  à  enregistrer  se 
partage  de  nouveau  en  deux  parties  :  l'une  indépendante  du  lieu  de  la 
planète,  et  qui  est  absolument  intégrable;  l'autre  qui  contient  les  sinus 
ou  cosinus  de  l'angle  du  moyen  mouvement  de  la  planète,  et  qui  n'est 
intégrable  par  aucune  méthode  connue,  mais  dont  je  démontre  que  l'in- 
tégrale est  nécessairement  beaucoup  plus  petite  que  celle  de  la  première 
partie,  en  sorte  qu'on  peut  la  négliger  entièrement;  et,  au  cas  qu'on 
voulût  pousser  l'exactitude  plus  loin,  je  donne  un  moyen  d'approcher 
de  plus  en  plus  de  la  vraie  valeur  de  cette  intégrale.  D'où  il  s'ensuit  que, 
dans  les  régions  supérieures  de  l'orbite  des  comètes,  on  peut  déterminer 
leurs  perturbations  par  des  formules  analytiques,  qui  ne  demandent  que 
des  substitutions  numériques  pour  donner  les  résultats  cherchés,  comme 
dans  le  cas  des  planètes.  Je  considère  enfin  la  comète  des  années  i532  et 
1661,  que  les  Astronomes  attendent  vers  1789  ou  1790,  et  je  déduis  des 
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éléments  de  cette  comète  toutes  les  données  nécessaires  pour  le  calcul 
de  ses  perturbations.  Comme,  dans  le  Programme  de  1778,  on  n'exige  pas 
que  les  concurrents  donnent  les  résultats  numériques  de  ce  calcul,  je 
m'abstiens  d'entrer  dans  aucun  détail  à  cet  égard;  mais  je  me  Halte  qu'il 
n'y  aura  point  de  calculateur  tant  soit  peu  intelligent  qui  ne  soit  en  état 
d'appliquer  à  la  comète  dont  il  s'agit  la  Théorie  exposée  dans  cet  Ou- 
vrage. 

Tels  sont  les  principaux  objets  du  travail  que  je  soumets  au  jugement 
de  l'Académie;  j'en  serai  suffisamment  récompensé  si  cette  illustre  Com- 
pagnie daigne  l'honorer  de  quelque  attention. 


SECTION  PREMIERE. 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  MOUVEMENT  D'UNE  COMÈTE  AUTOUR  DU  SOLEIL, 
EN  AVANT  ÉGARD  AUX  PERTURBATIONS  QU'ELLE  PEUT  ÉPROUVER  PAR  L'ACTION 
DES    PLANÈTES. 

1 .  Je  prends  la  masse  du  Soleil  pour  l'unité,  et  je  nomme  m  la  masse 
de  la  comète,  u,  jjl',...  les  masses  des  planètes  perturbatrices.  11  est  clair 
que  ces  quantités  m,  a,  p.', . . .  doivent  être  des  fractions  très-petites, 
puisqu'elles  expriment  les  rapports  des  masses  de  la  comète  et  des  pla- 
nètes à  la  masse  du  Soleil;  en  effet  on  sait  que  Jupiter,  la  plus  grosse  de 
loutes  les  planètes,  a  environ  mille  fois  moins  de  masse  que  le  Soleil;  et 
quant  aux  masses  des  comètes,  quoiqu'elles  soient  inconnues,  on  ne 
peut  guère  les  supposer  plus  grandes  que  celle  de  Jupiter,  autrement  il 
pourrait  résulter  de  leur  attraction  des  dérangements  sensibles  dans  les 
orbites  des  planètes;  ce  que  les  observations  n'ont  pas  encore  fait  con- 
naître, et  ce  qu'on  ne  suppose  pas  d'ailleurs  qui  arrive  clans  le  Problème 
des  comètes,  tel  qu'on  l'a  envisagé  jusqu'à  présent. 

Nous  regarderons  donc  dans  la  suite  et  nous  traiterons  les  quantités 
m,  a,  [x  ,...  comme  des  quantités  très-petites,  dont  il  sera  permis  de  né- 
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gliger  les  puissances  et  les  produits  de  deux  ou  de  plusieurs  dimensions. 
Cette  supposition  est  conforme  à  ce  que  les  Géomètres  ont  pratiqué  jus- 
qu'ici dans  la  Théorie  des  planètes  principales  et  dans  celle  des  comètes, 
et  une  plus  grande  exactitude  ne  serait  peut-être  d'aucune  utilité. 

2.  Je  rapporte  les  orbites  que  la  comète  et  les  planètes  décrivent  au- 
tour du  Soleil  à  des  coordonnées  rectangles,  prises  du  centre  de  cet 
astre,  et  parallèles  à  trois  droites  fixes  et  perpendiculaires  entre  elles. 

Et  je  nomme  ces  coordonnées  x,  y,  z  pour  l'orbite  de  la  comète;  H,  vj, 
Ç  pour  l'orbite  de  la  planète  p.;  £',  ri' ,  Ç'  pour  l'orbite  de  la  planète  p',  etc. 

Je  nomme  de  plus  r  la  distance  de  la  comète  au  Soleil,  ou  le  rayon 
vecteur  de  son  orbite;  p  le  rayon  vecteur  de  l'orbite  de  la  planète  p.;  p'  le 
rayon  vecteur  de  l'orbite  de  la  planète  p/,  etc. 

Enfin  je  désigne  par  R  la  distance  de  la  planète  p  à  la  comète;  par  R' 
la  distance  de  la  planète  p'  à  la  comète,  etc. 

Il  est  clair  qu'on  aura 


•  =  v/^2  +  j2+z%    p  =  <Jl2  +  ■/)'-!-  ç2,    p'—  v/£'2  +  -//2+CJ. 


3.  Cela  posé,  si  l'on  décompose,  suivant  les  directions  des  trois  coor- 
données rectangles  x,  y,  z,  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  la  comète 
pour  lui  faire  décrire  son  orbite  autour  du  Soleil,  savoir  :  les  attractions 

-;>  £'  in;»  •  ■  ■  exercées  par  le  Soleil  et  par  les  planètes  sur  la  comète,  et 

r1     R2    R'2  '  r  r 

les  attractions  —  >  4'  4î>"'  exercées  par  la  comète  et  par  les  planètes 
r2     p      p 

sur  le  Soleil,  et  qui  doivent  être  transportées  à  la  comète  en  sens  con- 
traire; et  qu'on  égale  la  somme  de  toutes  les  forces  qui  agissent  suivant 

la  ligne  x  et  qui  tendent  à  diminuer  cette  ligne  à  —  "jTT'  la  somme  de 
toutes  les  forces  qui  agissent  suivant  y  à  — j^-.  et  la  somme  de  toutes 
les  forces  qui  agissent  suivant  z  à  —  -r^t  dt  étant  les  éléments  du  temps 
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supposés  constants,  on  aura  ces  trois  équations 


d-x        [i  +  m)x  (x —  £ 


df  r3  '  '  V     R3 

r  —  n 
R3 


d\r 

dt2 

-+- 

(i  -+-  m)y 

,.3 

4- 

P 

d'z 

-t- 

( i4-  m ) z 

4- 

de 

r3 

F 

1) 

i  4- p.' 

V    R'3          p'3 

f) 

I  +  p' 

iv-;. 

ç\ 

/2  -  c          Ç' 

r3       p3y     '  \  r'3 

lesquelles,  d'après  les  principes  connus  de  la  Dynamique,  serviront  à 
déterminer  le  mouvement  de  la  comète  par  rapport  au  Soleil  regardé 
comme  immobile. 

4.  On  aura  des  équations  semblables  pour  le  mouvement  de  la  pla- 
nète fx  autour  du  Soleil ,  en  tant  qu'elle  est  dérangée  par  l'action  de  la 
comète  et  des  autres  planètes;  pour  cela,  il  n'y  aura  qu'a  changer,  dans 
les  équations  précédentes,  les  quantités  m,  x,  y,  z,  r,  appartenant  à 
l'orbite  de  la  comète,  dans  les  quantités  analogues  p.,  !•,  y;,  Ç,  p,  appar- 
tenant à  l'orbite  de  la  planète,  et  vice  versa,  celles-ci  en  celles-là. 

Mais  il  faut  considérer  que  pour  notre  objet  il  n'est  pas  nécessaire  de 
tenir  compte  des  termes  affectés  des  quantités  très-petites  m,  \x,  fi',... 
dans  les  équations  de  la  planète,  parce  que  les  quantités  %,  vj,  Ç  dépen- 
dant de  ces  équations  ne  se  trouvent  dans  les  équations  de  la  comète 
que  dans  des  termes  déjà  affectés  de  la  quantité  très-petite  p.. 

On  peut  donc  réduire  les  équations  de  la  planète  (j.  aux  deux  premiers 
termes,  savoir 

<n    (i  +  pu  = 

de  p3  ' 

d'-n        (i4-fi)-/i 
de  p3 

dK    |    ('-+-eK=0. 
de  p3 

et  l'on  réduira,  par  des  raisons  semblables,  les  équations  du  mouvement 


(H-/J. 

)S' 

p'3 

+ 

(i-t-  u 

)«' 

p'J 

(i-f-p 

)£' 
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de  la  planète  p.'  à  celles-ci 

dt* 

d'y' 

~dF 

dp 

et  ainsi  pour  les  autres  planètes  perturbatrices. 

Ces  réductions  sont  fondées,  comme  l'on  voit,  sur  la  supposition  que, 
dans  le  calcul  des  perturbations  des  comètes,  on  néglige  les  perturba- 
tions des  planètes  perturbatrices.  Si  cette  supposition  n'est  pas  rigoureu- 
sement exacte,  elle  est  du  moins  permise  dans  la  première  approxima- 
tion, à  laquelle  nous  nous  contenterons  ici  de  borner  nos  Recherches,  à 
l'exemple  des  grands  Géomètres  qui  ont  traité  avant  nous  le  Problème 
des  comètes. 

5.  En  considérant  les  expressions  des  quantités  r,  p,  p',...,  R,  R',..., 
il  est  aisé  de  voir  qu'on  peut  mettre  les  équations  précédentes  sous  une 
forme  plus  simple  que  voici  : 


Pour  la  comète, 


d1x 
Ht7 


d2y 
IF 


d'z 
~d~F 


d 


:(' -*"'")  777  +  P 


"j-i 


d\ 

<G 

- 

s) 

dr\ 

il 

- 

î) 

vP 


rfÇ' 


H 


F 


di)' 


dz    '  <"        dC 

Pour  la  planète  jj., 


dÇ 


d- 


d- 


d% 


VI. 


d- 


52 
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Pour  la  planète  [l' , 

d-T       j,   ,  d  —        ,  ci  — 

d2£        ,  ,,     P         d  '■(]'  ,.     p'        d2Ç        .  ,.     p 

et  ainsi  des  autres. 

Dans  ces  formules,  les  expressions  -r->  -!-;■>••■  dénotent,  suivant  la 
notation  reçue  parmi  les  Géomètres,  les  coefficients  de  dx,  dy,...  dans 
la  différentielle  de  -;  et  ainsi  des  autres  expressions  semblables. 

6.  Si  l'on  suppose  que  dans  le  mouvement  de  la  comète  on  fasse 
abstraction  des  forces  perturbatrices,  il  faudra  rejeter,  dans  les  équa- 
tions de  la  comète,  les  termes  affectés  de  p,  p', ...  ;  on  aura  ainsi 

Pour  l'orbite  non  altérée  de  la  comète, 

i  d-        .,  d~         ,,  d- 

d'x       ,  r       d-y  .      r       d- z  r 

dt2  dx        dt1  dy        dt2  dz 

Nous  pouvons  supposer  que  les  quantités  x,  y,  z  se  rapportent  à  l'or- 
bite non  altérée,  et  sont  par  conséquent  déterminées  par  les  équations 
précédentes;  dans  cette  supposition,  il  est  clair  que  les  vraies  valeurs 
des  quantités  x,  y,  z,  dans  l'orbite  troublée,  ne  peuvent  différer  des  pré- 
cédentes que  par  des  quantités  très-petites  de  l'ordre  de  p,  p.',...,  qu'on 
peut  désigner,  pour  plus  de  simplicité,  par  la  caractéristique  o,  à  la 
manière  des  différences  ordinaires;  et  la  recherche  des  perturbations  de 
la  comète  se  réduira  à  déterminer  les  valeurs  des  différences  dx,  ây,  dz. 

7.  Dorénavant  donc  les  quantités  x,  y,  z,  r  appartiendront  toujours 
à  l'orbite  non  altérée  de  la  comète,  et  devront  par  conséquent  se  déter- 
miner par  les  équations  du  numéro  précédent.  Dans  l'orbite  troublée, 
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ces  quantités  deviendront  x-hiïx,  y-h&y,  z-hdz,  r  +  5r,  et  devront 
être  déterminées  par  les  équations  du  n°  5,  en  mettant  dans  ces  équa- 
tions ces  nouvelles  quantités  à  la  place  des  premières  x,  y,  z,  r.  Or, 
comme  les  différences  âx,  ây,  5s  sont  très-petites  de  l'ordre  p.,  \j.',...,  il 
suffira  de  conserver,  dans  cette  substitution,  les  premières  dimensions 
de  ces  différences  (par  l'hypothèse  du  n°  1),  dans  les  termes  non  affectés 
de  fx,  \x' ,...;  et,  dans  les  termes  affectés  de  ces  quantités,  on  pourra  né- 
gliger tout  à  fait  les  différences  dont  il  s'agit. 

Ainsi  donc  le  terme  —r—  de  la  première  équation  du  n°  5  deviendra 

d2x        cP  dx 
~dF         dt2 

d7 
le  terme  (ih-wî)  -t-  de  la  même  équation  deviendra 

•  dLr  (d'T  *£  d27- 

{S  +  m)di  +  U  +  m)  \d^  ÔX  +  dxlh-  ijr  +  dxîïz~ 

et  les  autres  termes  demeureront  les  mêmes. 

On  transformera  de  même  la  deuxième  et  la  troisième  équation  du 
mouvement  de  la  comète,  et,  effaçant  ensuite  les  termes  qui  se  détruisent 
en  vertu  des  équations  du  n°  6,  on  aura  ces  trois-ci,  qui  serviront  à  dé- 
terminei*  les  valeurs  des  quantités  iïx,  8y,  dz,  dues  aux  perturbations 
de  la  comète  : 

Pour  les  perturbations  de  la  comète, 


d%  I     *ï    .         *?,  d'-r     .     )  %-R)  r\7~* 


={1+m\dr^àx+drdr+dy^ôz/+F- "~Âr~T'À  ~h 

5a. 


412  RECHERCHES  SUR  LÀ  THÉORIE 

C'est  donc  de  l'intégration  de  ces  équations  que  dépend  la  solution  du 
Problème  des  perturbations  des  comètes.  Nous  allons  nous  en  occuper, 
après  avoir  fait  quelques  remarques  générales  sur  la  nature  de  ces 
équations. 

8.  J'observe  d'abord  que,  comme  ces  équations  ne  renferment  que 
les  premières  dimensions  des  variables  Sx,  ày,  dz,  on  peut  chercher  à 
part  les  valeurs  de  ces  variables  pour  les  différents  ternies  affectés  des 
quantités  p.,  p.',...,  et  qui  viennent  de  l'action  des  différentes  planètes 
dont  ces  quantités  sont  les  masses;  car  il  est  visible  que,  si  l'on  réunit 
ensuite  ces  différentes  valeurs,  on  aura  les  valeurs  complètes  des  va- 
riables Sx,  Sy,  Bz,  qui  satisfont  aux  équations  proposées. 

En  général,  il  est  facile  de  concevoir  que,  lorsqu'on  néglige,  ainsi  que 
nous  l'avons  fait,  les  carrés  et  les  produits  des  forces  perturbatrices, 
l'effet  total  de  ces  forces  doit  être  égal  à  la  somme  des  effets  que  chacune 
en  particulier  produirait  si  elle  était  seule. 

9.  Je  remarque  ensuite  que  les  termes  multipliés  par  les  masses  p., 
p.',...  des  planètes  perturbatrices  deviennent  d'autant  plus  petits  que 
les  quantités  x,y,  z  sont  plus  petites,  c'est-à-dire,  que  la  comète  est  plus 
près  du  Soleil.  En  effet,  en  supposant  x,  y,  z  des  quantités  très-petites 
vis-à-vis  de  |,  vj,  Ç,  on  a  à  très-peu  près  (n°  2) 

d-         d-         d1- 

i  j__      p p p 

R  ~  p  ~~~d[  X        dr>  T        dl  Z  ; 

d'où  l'on  voit  que  la  quantité  -  —  4>  ainsi  que  ses  différences  divisées 

par  d\,  et),  dÇ,  seront  du  même  ordre  de  petitesse  que  les  quantités  x, 
y,  z.  Par  conséquent,  si  l'on  suppose  que  ces  quantités  soient  devenues 
de  l'ordre  des  quantités  p.,  p.',...,  il  est  clair  que  les  termes  dont  il  s'agit 
seront  pour  lors  de  l'ordre  de  p.2,  \j.[j.'  , ...  ;  de  sorte  qu'on  pourra  les  né- 
gliger, d'autant  plus  que,  dans  ce  cas,  la  quantité  -  devient  d'autant 
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plus  grande.  Ces  termes  disparaissant,  il  est  visible  qu'on  pourra  satis- 
faire aux  équations  proposées  par  la  supposition  de  dx  =  o,  §y  =  o, 
§z  =  o.  Ainsi  l'on  peut  regarder  ces  valeurs  comme  les  limites  des  va- 
riables &r,  ty,  dz,  du  côté  du  Soleil. 

10.  Voyons  maintenant  quelles  sont  les  limites  des  mêmes  variables 
du  côté  opposé. 

Supposons  donc  les  quantités  3?,  j,  z  infiniment  grandes  vis-à-vis  de  £, 
ïj,  Ç;  on  aura  ici  (n°  2) 


R       r       dx  dy  dz  i.  d. 


d1- 
r 


1  r 

2  dy2 


d2- 


dx  dy 


J'ai  poussé  ici  l'approximation  jusqu'à  la  seconde  dimension  des  quan- 
tités |,  ïj,  Ç,  parce  que  la  différentiation  par  dB,  dt),  dÇ  fait  disparaître 
une  dimension  de  ces  quantités. 
On  aura  donc 


d\ 
du 


dÇ 


d2- 
r 

dx2 


1  + 


dx  dy 


dx  dy 

d>l 
r 

dx  dz 


d2- 
r 

dy2 
d*1- 

r 

dy  dz 


dx  dz 

d*1- 
r 

dydz 

d2*- 
r 

dz2 


K- 


Qu'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  du  n°  7,  en  n'ayant 
égard  qu'aux  termes  affectés  de  pi,  par  la  remarque  ci-dessus  (n°  8),  on 
aura  les  équations  suivantes 


d'Sx 
dt2 


-m) 


Jd?{ 


Sx C_| 

1  -f-  /»    1 


dx  dy 


Y- 
î-t-m 


Ms 


dxd. 


d-      d 


ïi'l 
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d2$r 


=  {i-*-m) 


Us 


dydx  \  i-t-m 


dy~    \  \-\-m 


dydz 


Sz- 


d-A^  '■■■'. 


\rf/!        rfi 


•  =  (i-t-w) 


-iw    7      rfzrfr 


^(«-ïMI  +  pU 


rf-         ri- 

o  r 

~^dz~ 


Or  on  a,  par  les  équations  de  la  planète  p.  (n°  5) 


d- 


.      d-l     "p 


i      a'Yi  p 


1%        i-h  H  dt2       dn         i-f-  p.  dt7        dl        \  -+-  a  c?r  ' 


faisant  ces  substitutions  dans  les  pénultièmes  termes  des  équations  pré- 
cédentes, on  verra  incontinent  que,  si  les  derniers  termes 

d-  d -  d  - 

r  r  r 

>U^'    i*dj'    *dï 

n'existaient  pas,  et  que  l'on  eût  u  =  m,  on  satisferait  exactement  à  ces 
équations,  en  faisant 


l    «r 


Supposons  donc 


i  -i-  \j. 


I  -4- M. 


i  +  p 


i  -I-  fJt 


fl  +  P, 


az 


I  4-  ,u 


?  +  y; 


si  l'on  substitue  ces  valeurs,  et  qu'on  rejette  les  termes  qui  auraient 


pour  coefficient 


a  (m  —  ju.  ) 


i  -+-  jj.        i  -+-  m       (i  -\-  p)(j  -h  m) 


d'après  l'hypothèse  éta- 
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blie  dans  le  n°  1,  on  aura  ces  nouvelles  équations 


d'-  cPl-  tf'i       \  d- 

d2a        .  \  r  r    „  r  r 


,,.  /  rf'-  d'-  d*-      \        d- 


.     d2-  rf2-  J2-      \  d- 

d  y        ,  ,  I  r  r     .  ''  '' 


J'observe  qu'on  peut  satisfaire  à  ces  équations  en  faisant  a  =  K#, 
p  =  Kj,  7  =  Kz,  K  étant  un  coefficient  constant;  car  elles  deviennent 
par  là 

/  d2'-  d\l  d>l     \  d1- 

tf2.r  1  r  r  r         )  v  r 

dt2  \  dx2     "        dx  dy  "         dx  dz     /  dx 


/    d*-  d'-  d'-  \  d- 

d  y                      {          r                    r                   ^  I  ? 

dt2  ~                  \dydx  dy2    *  dydz  /  "  dy  ' 

d2  -  d2-  d2  - 


df  \dz  dx  '         c?2  d[r  '  dz2        /  "■'  dz 

Mais  les  équations  de  l'orbite  non  altérée  (n°  6)  donnent 


j,  d-       »,  d-       ,  d- 

d2x       ,  r        d2y       ,  ,      r        d2z  r 

a72  a.r        ai  «7~        a72  efe 


Ensuite  je  remarque  que  la  quantité  -  est  une  fonction  homogène  de  x, 

dT-    dT-    dT- 
y,  z  de  la  dimension  —  i,  qu'ainsi  les  quantités  t— ,  -r-,  y-  sont  aussi 
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des  fonctions  homogènes  de  oc,  y,  z,  mais  de  la  dimension  —  2.  Donc 

par  le  Théorème  connu  concernant  ces  sortes  de  fonctions,  on  aura 

d2-            d2-            d2-  d- 

r  r  r       r 

dx2  dx  dy  "       dx  dz  "  dx 

d2-  d2-  d2-  d- 


dy  dx  dy2  dydz  dy 


d*1-  rf>-  r/'i  rf± 


z  =  —  2 


dz  dx  dz  dy  J         dz2     '  dz 

C'est  de  quoi  on  peut  d'ailleurs  s'assurer  par  la  différentiation  actuelle. 
Ces  substitutions  faites,  on  verra  d'abord  que,  pour  satisfaire  aux  trois 
équations  dont  il  s'agit,  il  suffit  de  satisfaire  à  celle-ci 

K(i  -t-  m)  =  —  2(1  +  m)  K  -t-  fx, 
laquelle  donne 


K  = 


f» 


3(i-(-  m) 
Donc  enfin  on  aura 

àx  = 


I  -+-  [A  3(1  -1-  m)  ' 


èz=-ï-ï 


1  -(-  p         3(i  -t-  m) 

Ce  sont  les  limites  cherchées,  dont  les  quantités  &r,  dy,  d*z  s'appro- 
chent d'autant  plus  que  la  comète  s'éloigne  davantage  du  Soleil. 
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11.  De  là  il  s'ensuit  que  si  l'on  suppose,  en  général, 


&c= ^  (  :_î — -  +  — i_ ^  +  a**, 

r   \3(l  -1-  IW)  I  -4-  f/./ 


r 


r  \  3  (  i  -t-  /rc  )        i  +  ji 


r\3(H-m)         i  +  p-/ 


qu'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  du  n°  7  et  qu'on  y  fasse 
les  réductions  enseignées  ci-dessus,  on  aura,  en  n'ayant  égard  qu'aux 
termes  affectés  de  \x,  et  faisant,  pour  abréger, 


i        i        i-v-  m . 

S       r        i  +  p  \dx  dy  dz 

on  aura,  dis-je,  ces  transformées 


df  \dx2  dxdy   J         dxdz       J       r         <£r 

^  =  {^m\dJd^àx  +  drJr  +  drd-zèz)-^      dT      ' 


•     d'-                 d2-               d2-        \  d    7T  —  — 

</2oz'  _  I  ^_  .   ,        r_  .    ,       r      ,  j  _         \S       R 

d^  \dzdx  dzdy   ^        dz2        /       ^         dz 


rfR    rfR    ^R 
Dans  ces  équations,  j'ai  mis  à  la  place  des  quantités  -j-,  -j—,  -p-  leurs 

d\\         d  R         rf  R 
équivalentes ^—  >  —  -r—  > j— »  pour  mettre  plus  d'uniformité  dans 

les  formules. 

VI.  53 
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12.  On  peut  aussi  donner  une  forme  semblable  aux  équations  primi- 
tives du  n°  7.  En  effet,  si  l'on  fait 


d-  d-  d- 

P  P  P 

et  que  l'on  fasse  abstraction  des  termes  affectés  de  p.',  on  aura 


d2  Sic 


d2-  d2-  d2-        \         d 


=  (  I  -f-   M?  )   \    -t—  CX  H ; t—  0?'  H j ;—  OZ   /   —  U. 


dt'  \dx2  dxdy  dxdz       /  dx 

(  d*-  d'-  d*-        \  d 

-='('  +  "')      77-371:  **  =+■  77^  â.»"  +  77T7T7T  ^  /  -  F.  ~ 


dP    -  >\dydx  dy>    ■'        dy  dz      /       r         dj 


f/2â^ 


d2-  d24-  d2-       \  d 


àx  +  77^7  ÔJ  +  77T7  à2  /  -  f* 


v«r        RJ 


d<2  \dzdx  dzdy    "         dz2      /       r         dz 

13.  On  voit  que  la  quantité  -  contient  les  deux  premiers  termes  de 
la  quantité  -^  développée  en  suite  ascendante  par  rapport  aux  puissances 
de  ce,  y,  z;  comme  la  quantité  ^  contient  les  deux  premiers  termes  de  la 
même  quantité  ^  développée  en  suite  ascendante  par  rapport  aux  puis- 
sances de  '£,,  y},  Ç,  en  négligeant  (ce  qui  est  permis  ici)  la  différence  infi- 
niment petite  entre et  l'unité  :  d'où  résultent  naturellement  les 

conclusions  que  nous  avons  trouvées  plus  baut  (nos  10.  11). 

Il  s'ensuit  aussi  de  là  que,  tant  que  r  <  p,  il  est  plus  simple  de  se  ser- 
vir des  formules  du  n°  12,  et  qu'au  contraire,  lorsque  r>  p,  il  est  plus 
avantageux  d'employer  celles  du  n"  11;  d'autant  plus  que  dans  celles-ci 
les  termes  affectés  de  jx,  et  qui  sont  l'effet  des  forces  perturbatrices,  de- 
viennent presque  nuls  lorsque  la  comète  est  à  une  grande  distance  du 
Soleil. 
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SECTION   DEUXIÈME. 

INTÉGRATION    DES   ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES    DE    L'ORBITE   NON   ALTÉRÉE. 

14.  Ayant  décomposé  les  équations  générales  du  mouvement  de  la 
comète  en  équations  de  l'orbite  non  troublée  (n"  6)  et  en  équations  des 
perturbations  (n°  7),  nous  allons  nous  occuper,  dans  cette  Section,  de 
l'intégration  des  premières.  Nous  pourrions,  à  la  vérité,  nous  en  dis- 
penser, puisqu'on  sait  d'avance,  par  les  Théorèmes  de  Newton,  que, 
sans  les  forces  perturbatrices,  la  comète  doit  décrire  autour  du  Soleil 
une  section  conique  dont  cet  astre  occupe  le  foyer,  et  que  le  temps  doit 
être  proportionnel  à  l'aire  parcourue,  divisée  par  la  racine  carrée  du 
paramètre.  Mais,  comme  nous  avons  besoin  de  connaître  les  intégrales 
mêmes  des  équations  dont  il  s'agit,  il  est  beaucoup  plus  court  et  en 
même  temps  plus  direct  de  chercher  ces  intégrales  par  l'intégration 
effective  que  de  les  déduire  des  propriétés  des  sections  coniques. 

Les  équations  qu'il  s'agit  d'intégrer  sont  celles-ci,  en  mettant  pour 

d-    d  -    d- 

-j—  •>  -7—5  j-  leurs  valeurs 
dx     dy     dz 


S   — 
d2x 

r3 

■+- 

(1  +  m) 

X 

rs> 

dP 

,,3 

d\y 

~d~F 

+ 

(H-m) 

y 

= 

O, 

d'z 

-+- 

(  1  +  m  ) 

z 

O. 

df- 


On  peut  intégrer  ces  équations  par  différentes  méthodes;  celle  dont 
je  vais  faire  usage  m'a  paru  une  des  plus  simples. 

Je  remarque  d'abord  que,  en  supposant  les  deux  premières  équations, 
on  peut  satisfaire  à  la  troisième  en  faisant 
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b  et  c  étant  deux  constantes  arbitraires;  et  il  est  visible  que  cette  valeur 
de  z  est  en  même  temps  l'intégrale  complète  de  la  troisième  équation, 
puisqu'elle  renferme  deux  constantes  arbitraires. 

Je  multiplie  maintenant  la  première  des  trois  équations  différentielles 
proposées  par  idx,  la  seconde  par  idy,  la  troisième  par  idz;  ensuite 
je  les  ajoute  ensemble,  et  j'intègre  :  j'ai 

dx'-h  dy2-\-  dz' 


dt2 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

Je  multiplie  ensuite  les  mêmes  équations  par  x,  y,  z,  et  j'ajoute  à 
leur  somme  l'équation  précédente  :  j'ai,  à  cause  de  r2  —  x2  -h y2  -+-  z2, 


dt'  . 


Cette  équation  étant  multipliée  par  d(r2),  et  ensuite  intégrée,  donne 
celle-ci 

<»>  [î  ¥>]'-"■ --)('-£  -')=- 

h  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  Or 

-d*(r2)  =  rd2r  +  dr*     et      [-«?(/'=)     =/se?r!; 

donc,  si  l'on  divise  l'équation  (D)  par  r2,  et  qu'on  la  retranche  de  l'é- 
quation (C),  on  aura,  après  avoir  divisé  par  r, 

d'r      .  .  /i        ili 

dP  \r>        r3 

équation  qui,  en  faisant  2/1  —  r=p,  prend  celte  forme 

d-p      ,  p 

qui  est,  comme  l'on  voit,  semblable  aux  équations  primitives. 
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C'est  pourquoi  on  aura  sur-le-champ  cette  intégrale  p  =/as  +  gy,  ou 
bien 

(E)  2 h  —  r  =fx  -+-  gy, 

/et  g  étant  deux  nouvelles  constantes  arbitraires,  en  sorte  que  l'intégrale 
est  complète. 

Les  équations  (A)  et  (E)  offrent  déjà,  comme  l'on  voit,  deux  inté- 
grales finies.  On  trouvera  la  troisième  au  moyen  de  l'équation  (D), 
laquelle  se  réduit  à 

r  dr  ,     ,- 

dt  \/ 1  (  i  -+-  m  ) , 


lont  l'intégrale  est 

2  i  /  r  — h        2  i  /  r  — h 

v^        „.,„„:„       V«  V  a 


v^ 


i  étant  encore  une  constante  arbitraire. 

Cette  équation  détermineren  t,  et  les  équations  (A)  et  (E),  combinées 
avec  celle-ci  r2  =  x2  -+- y2  -+-  s2,  servent  à  déterminer  a;,  j,  s  en  r;  ainsi 
l'on  aura  x,  y,  z  en  t.  Mais  ces  valeurs,  pour  être  complètes,  doivent 
renfermer  six  constantes,  parce  que  les  équations  différentielles  propo- 
sées sont  chacune  du  second  ordre.  Or  l'équation  (A)  renferme  deux 
constantes  arbitraires  b  et  c;  l'équation  (E)  en  renferme  trois/,  g  et  A, 
et  l'équation  (F)  en  renferme  encore  deux  autres  a  et  i.  Il  y  en  a  donc 
en  tout  sept,  et  par  conséquent  une  de  plus  qu'il  ne  faut. 

En  examinant  la  chose  de  plus  près,  il  est  aisé  de  s'apercevoir  que 
cela  vient  de  ce  que  la  constante  a  a  été  introduite  par  l'intégration  qui 
a  donné  l'équation  (B),  équation  dont  nous  n'avons  point  tenu  compte 
dans  la  suite  du  calcul  comme  d'une  équation  intégrale.  Il  est  donc  né- 
cessaire d'avoir  égard  à  cette  équation,  et  il  en  doit  résulter  une  équa- 
tion de  condition  entre  les  constantes;  en  sorte  qu'il  n'en  restera  plus 
que  six  d'arbitraires,  comme  le  Problème  le  demande 
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15.  Commençons  par  déterminer  x,  y,  z  en  r.  Les  équations  (Aj  et  (E) 
donnent,  en  retenant/»  à  la  place  de  2 h  —  r, 

x  _  gz  —  cp  =   fz-bp 

bg—cf  <f-(>g' 

substituant  ces  valeurs  dans  x2 -+- j2+  z2  =  r2,  et  ordonnant  par  rap- 
port à  s,  on  a 

[(Çf-  bgf+f"-  +  g2]  z>-z(bf+  cg)pz  +  (*»+  <*)/>•-  (e/-  *ff)»r»=  o, 

d'où  l'on  tirera  s,  et  ensuite  a;  el  j. 
Si  l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité, 


on  trouvera 


(G) 


I  J_[/+cf/-tg)]j'-g? 

!  r_  [g-ft^/-ftg)']^+/g 

]•        {cf-bgy+f>-±g>   ' 

f  .  _  (bf+cg)p  +  (cf-bg)q 

W-bgY+f  +  g* 

16.  Maintenant  l'équation  (B)  donne,  en  chassant  «fr,  par  le  moyen 
de. l'équation  (  D), 

/• 

(fa2  -+-  dr2  -h  dz2  = dr2  ; 

r-1-h 


mais  les  équations  précédentes  donnent 

dx>  +  dy,  +  dz,=  (i  +  *+f)c¥+d<f 

il  faut  donc  que  ces  deux  expressions  de  dx2  ■+-  dy2  -+-  dz2  deviennent 
identiques  après  qu'on  aura  substitué  dans  la  dernière  les  valeurs  de  p 
et  q  en  /•. 
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Ces  substitutions  faites,  on  verra  que  l'identité  aura  lieu  en  effet,  en 
faisant 

(H)  *A=i      '(c/-ig)'-|-/'  +  g' 

a  r  ■+■  b2  -+-  c2 

C'est  l'équation  de  condition  cherchée. 

Si,  dans  l'expression  de  q  du  numéro  précédent,  on  substitue  la  valeur 
de  (c/—  bgY  -\-f-  -+-  g2  donnée  par  l'équation  (G),  que  nous  venons 
de  trouver,  et  qu'on  y  mette  de  plus  pour  p  sa  valeur  ih  —  r,  elle 
deviendra 


q  =  2  y/ h  (  i  -+-  b2  ■+-  c2  )  i/  r  — 


17.  Pour  pouvoir  appliquer  les  formules  précédentes  au  mouvement 
des  comètes,  il  faut  connaître  les  valeurs  des  constantes  que  ces  formules 
renferment. 

Pour  cet  effet,  je  remarque  d'abord  que  l'équation  (A)  est  celle  d'un 
plan  dont  la  position,  à  l'égard  du  plan  des  coordonnées  x  et  y,  dépend 
des  constantes  b  etc.  Ce  plan  sera  donc  celui  de  l'orbite  de  la  comète,  et 
qui  est  déterminé  par  les  observations. 

Soient  w  l'angle  que  l'intersection  des  deux  plans,  c'est-à-dire,  la  ligne 
des  nœuds  de  l'orbite  sur  le  plan  des  x  et  y,  fait  avec  l'axe  des  x,  et 
ij<  l'inclinaison  de  l'orbite  sur  ce  dernier  plan;  il  est  facile  de  prouver 

qu'on  aura 

c  =  tan  g  4*  cosw,     6=  —  tang^sino. 

L'équation  (E)  servira  ensuite  à  déterminer  la  ligure  de  l'orbite;  et  il 
est  aisé  de  conclure  de  la  forme  même  de  cette  équation  que  l'orbite  ne 
peut  être  qu'une  section  conique,  ayant  le  foyer  dans  l'origine  des  coor- 
données, en  sorte  que  r  sera  le  rayon  vecteur  de  l'orbite. 

Les  deux  apsides  seront  donc  aux  points  où  -y-  =  o;  or,  dans  ce  cas, 
l'équation  (D)  donne 

',2      / 
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équation  dont  les  deux  racines  sont 


2 

La  somme  de  ces  deux  racines  sera  le  grand  axe,  et  leur  différence, 
divisée  par  la  somme,  sera  l'excentricité.  Donc  le  grand  axe  de  l'orbite 

sera  a,  et  l'excentricité  sera  1/  i  —  —  *  que  je  désignerai  dans  la  suite 
par  e. 

Puis  donc  que 


a\Ji  —  e2  =  \f^ha=  au  petit  axe  de  l'orbite; 

par  conséquent,  l\h  sera  le  paramètre  du  grand  axe. 

Or  on  sait  que  le  rayon  vecteur  qui  répond  à  90  degrés  d'anomalie, 
c'est-à-dire,  qui  est  perpendiculaire  au  grand  axe,  est  égal  au  demi-pa- 
ramètre. Donc  on  aura  à  90  degrés  d'anomalie  r  =  ih,  et  l'équation  (E) 

donnera  fx -+- gy  =■  o;  d'où  l'on  tire  — =  —  —■>  égal  par  conséquent  à 

X  g 

la  tangente  de  l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  x,  dans  le  plan  des  x  et  y, 
la  projection  du  rayon  vecteur  qui  répond  à  90  degrés  d'anomalie  dans 
l'orbite. 

Soit  cet  angle  =90°  +  s,  on  aura  donc   ^  =  tangs;  donc,  faisant 

/=  \Jf2-+-  g2 .  on  aura  g  =  ls\nt,  f—lcose;  ces  valeurs  étant  substi- 
tuées dans  l'équation  (H)  du  n°  16,  ainsi  que  celles  de  b  et  c  trouvées 

ci-dessus,  et  mettant  e1  à  la  place  de  1  —  —  ■>  elle  deviendra 
r  a 

„  1  +  tang2A  cos2(w  —  g)       ,„.r         .  ..    .     ,  ,-. 

ei=l1 ^-\ ^i '-=:p\i  —  sin'iLsin2  w  —  s  1; 

d'où  l'on  tire 

y/i  —  sin2^  sin2(w  —  e) 
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de  sorle  qu'on  aura 


y/i  —  sin2^sin2(co —  e)  \J i  —  sin2^  sin2(co — e) 

18.  Si  l'on  fait  coïncider  le  plan  de  l'orbite  avec  celui  de  x  et  y,  on 
aura  <J<  =  o,  et  l'angle  s  sera  évidemment  celui  que  le  grand  axe  de  l'or- 
bite fait  avec  l'axe  des  x.  Donc,  si  l'on  suppose  de  plus  que  ces  deux 
axes  coïncident,  on  aura  aussi  £  =  o;  de  sorte  que,  dans  cette  hypothèse, 
b  =  o,  c  =  o,f=  e,  g  =  o,  et  les  formules  (G)  du  n°  15  donneront 

P  1 

x=—i     y=  -■>     2  =  0, 


Jh 


s/ ,-•;-,, 


Or  il  est  visible  que,  dans  ce  cas,  x  et  y  deviennent  les  coordonnées  de 
l'orbite  dans  le  plan  même  de  cette  orbite;  et  comme  ces  coordonnées  doi- 
vent être  indépendantes  de  la  position  du  plan  de  l'orbite,  il  s'ensuit  que 
les  valeurs  précédentes  de  a?  et  y  exprimeront  toujours,  l'une  l'abscisse 
prise  dans  le  grand  axe  depuis  le  foyer,  et  l'autre  l'ordonnée  rectangle 
dans  le  plan  même  de  l'orbite,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  position  de 
ce  plan.  .    . 

Donc,  si  l'on  nomme  o  l'angle  du  rayon  vecteur  r  avec  le  grand  axe, 
on  aura,  dans  la  supposition  précédente, 

.r  =  rcos<p,     j  =  rsin<p; 

savoir 

ih  —  r  .  2  JTi       I         r2       , 

r  cosç  = ?      rsmm  =  — —  i  /  r n: 

e  T  e      y  a 

d'où  l'on  tire 


2  A 


-,      Jr-rl-h  =  ^l 

io         y  fi  i  +  e 


cette  expression  de  r  fait  voir  que  <p  est  l'anomalie  vraie  de  l'orbite, 
comptée  de  son  périhélie. 

vi.  54 
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On  aura  donc,  en  général, 

ersincp 

p  =  ercosq>,     0  = r^-i 

r  t       i  cos^ 

et  l'on  pourra,  par  ces  substitutions,  dans  les  formules  (F)  et  (G),  avoir 
les  valeurs  de  t,  oc,  y,  z  exprimées  par  la  seule  anomalie  tp. 

19.  Dans  le  nœud,  ona;  =  o;  donc  (équation  G) 

(bf+cg)p-h(cf-bg)q  =  o, 

savoir,  en  substituant  les  valeurs  précédentes  de  p  et  q, 

.,,-  ,  -    -       ,    ,  sinœ 

(*/+  cg)  cos?  +  {cf—  bg)  -— ^  =  o, 

où  <p  est  l'anomalie  qui  répond  au  nœud. 

Dénotons  cette  anomalie  par  x,  on  aura  donc 

\bf-\-  cg)  cosa  cos^1  -t-  {cf—  bg)  sina  =  o; 

d'où  l'on  tire 

g  e  sin  a.  ■+■  b  cos  41  cbs  a 

f        èsina  —  c  cos^j/  cosa 

et,  en  mettant  pour  b  et  c  leurs  valeurs  (n°  17), 

g —  cosw  sina  -+-  cos^  sinw  cosa 

f  sinw  sina  -+-  cos<\i  cosw  cosa 

maison  a  trouvé  plus  haut  (n°  17)  ^  =  tangs;  ainsi  l'on  aura  l'équation 

—  cosw  sina  -4-  cosAi  sinw  cosa 

tang£=  — : : j— E ■■, 

sin  w  sin  a  -+-  cos 41  cos  w  cosa 

d'où  il  est  aisé  de  tirer 

—  cosw  sina  -t-  cosili  sinw  cosa  sinw  sina -+-  cos <1>  cos w  cosa 

sin£  = '      '•s     cose  = ====== ; 

y/i  —  sin2i]j  cos2a  \/i  —  sin2J>cos2a 
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et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de/et  g  du  n°  17,  on 
trouvera 

~         I  sinwsina 

J=e     cosco  cosa  -+- 


cos^     7  V  costj'      / 

par  là,  et  par  les  valeurs  de  b  et  c,  on  aura 

cf  —  bg=  élans ûi  cos a,      bf-hcg  = 5_!_ , 

j,  .  ~  ,  .  e(cos<u  cosa -H  sinw  sina  cos<L) 
/-f-  c(cf—  bg)  =  -i -j J-i, 

, ,   .     ,    ,       efsinwcoso: —  coswsinacosiM      ,„,<„,.                   eJ 
g  —  b(cf—bg}  —  — — n I-i,     (cf—bg)2-i-f'-\-e'= — ; 

de  sorte  que,  à  cause  de/>  =  ercoso,  q  = ^p»  les  formules  (G)  du 

n°  15  deviendront 

x  =  r  [cosw  cos(9  —  «)  — -  sinw  sin(<p  —  oc)  cos^], 
jrz=  r  [sinoo  cos(a>  —  oc)  -+-  cosw  sin(<p  —  oc)  cos^]» 
z=r    sirn|;sin(<j> —  oc), 

dans  lesquelles  ©  —  a  est  ce  qu'on  nomme  l'argument  de  latitude. 
20.  Si  l'on  fait 


\A-^- 


\/a  —  4^ 


li 

-  —  sin  u,     9.t 


/a(i  +  /n) 


et  qu'on  se  souvienne  que  i/  i—  —  =  e  (n°  17),  il  est  clair  que  l'équa- 
tion (F)  du  n°  15  prendra  cette  forme  très-simple 


u  —  esinw  =  0, 


dans  laquelle  u  sera  évidemment  ce  que  l'on  nomme,  d'après  Kepler, 
l'anomalie  excentrique,  mais  comptée  du  périhélie,  et  où  ô  sera,  par 
conséquent,  l'anomalie  moyenne. 

54. 
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Donc,  comme  6  =  i  lorsque  t  =  o,  on  voit  que  la  constante  i  n'est 
autre  chose  que  l'époque  de  l'anomalie  moyenne. 

En  appliquant  les  formules  au  mouvement  de  la  Terre  autour  du  Soleil, 

et  prenant  la  distance  moyenne  -  pour  l'unité,  on  aura,  en  négligeant 
vis-à-vis  de  i , 


3o4355 

t  -+■  i  =  0  =  l'anomalie  moyenne  du  Soleil  ; 

d'où  il  s'ensuit  que  t,  exprimé  en  angles,  représentera  proprement  le 
mouvement  moyen  du  Soleil  pendant  le  temps  écoulé  depuis  l'époque 
d'où  l'on  part;  et  qu'ainsi,  en  divisant  la  valeur  de  t  par  36o  degrés,  ou 
bien,  si  t  est  exprimé  en  nombres  (la  distance  moyenne  du  Soleil  étant 
l'unité),  en  divisant  la  valeur  de  t  par  le  rapport  de  la  circonférence  au 
rayon,  on  aura  le  temps  exprimé  en  années  sidérales,  puisque  nous  pou- 
vons faire  abstraction  ici  du  mouvement  de  l'apogée  du  Soleil. 
Or,  puisque 

a  \a       a2       a  J 

il  est  clair  qu'on  aura 

donc 

et  comme  (nos  15  et  1  6) 

p  =  ill  —  r,     q 


ir 

—  =  e cosm; 


2V/A(n-6a  +  c2)l/r-^ 


on  aura,  a  cause  de  h  =  — — ; — -] 

4 


p=  —  (cosw  — 


<7  =  —  y/(i  —  e')  [i  -t-  b'  -t-  c-)smu. 

De  sorte  que,  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (G),  on  aura 
aussi  x,y,  z  exprimées  en  u. 
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Dans  la  parabole,  le  grand  axe  a  devient  infini,  par  conséquent  l'angle  u 
estinfiniment  petit.  Dans  les  ellipses  très-allongées,  telles  que  sont  les  or- 
bites des  comètes,  la  quantité  a  est  seulement  très-grande  ;  donc  l'angle  u 
sera  très-petit,  du  moins  tant  que  r  n'est  pas  fort  grand 

Dans  ce  cas  donc  on  aura 

■    .  ,         3  5     . 

u  =  siriM  -t-  7:  sm3u  -+-  y—  sin'w  H sin'H  -+-. . . , 

0  4°  '  ' 2 

et  l'équation  entre  6  et  u  deviendra 

8  =  (1  —  e)  sinu  -4-  7  sin3w  ^-  7—  sin5M  H sin'w  -l-  . .  .  ; 

b  4°  1 1 2 


4  A 


1  -+-  e         a(i  +  e) 
donc,  si  l'on  met  pour  6  sa  valeur 


et  qu'on  fasse 

/<z3        .        .  w 

/a3 
on  aura,  après  avoir  tout  multiplié  par  I/ô-j 

, .      •«  2  A  1  3  5 

*  »/ 1  -f-  m  -h  /  =  w  -4-  77  w3  H cv5  -\ — â~ ; <v 

J        1  -f-  e  fa  20a  abrt' 

où  w  sera  une  quantité  finie,  puisqu'on  aura 


et,  substituant  pour  \/r—- — h  sa  valeur  en  <p  trouvée  ci-dessus,  il 
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viendra 


i  -t-  e  COS9 

Pour  la  parabole,  on  fera  a  =  00  ,  et  l'on  aura 


où  (à  cause  de  e=i) 


w  =  v'2l''—  h)  =  \J2.li  tang-: 
et  h  sera  pour  lors  égal  à  la  distance  périhélie. 

21.  Nous  remarquerons  encore  que,  si,  dans  l'équation  différentielle 

entre  dr  et  dt  du  n°  15,  on  substitue  pour  dr  et  pour  iA  ■  — h  leurs 

valeurs  en  cp  (n°  18),  on  trouve 


dt 


=  \  /    1 ,    r'  da  ; 

y  2«(i  -1-  m) 


et,  si  l'on  différentie  l'équation  qui  donne  la  relation  entre  t  et  m  (n°  20), 
et  qu'on  y  mette  —  pour  1  —  ecosu,  il  vient 


V7^ 


dt  =  i  / r  du  ; 


dans  la  première  formule,  <p  est  l'anomalie  vraie,  et  dans  la  seconde  u  est 
l'anomalie  excentrique. 


SECTION  TROISIEME. 

INTÉGRATION    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES    DES    PERTURBATIONS. 

22.  Nous  avons  vu,  dans  la  première  Section,  que  x,  j,  z  étant  les 
coordonnées  de  l'orbite  non  altérée,  et  x-h  8x,  y  +  fy,  s  -+-  §s  celles 
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de  l'orbite  troublée  par  l'action  d'une  planète  \x,  on  a  pour  la  détermi- 
nation des  quantités  Sx,  fy,  §z  les  équations  suivantes 


d>  -               d2-  d2- 

I"      s,                     r      s  r 

dt'                   ' ;  \  dx2               dx  dy  dx  dz 

d2  -  d2- 

dt2                   "'  \dyd.v""         df      *  dy  dz 


d2  dx 

r-  =  (i  +  m)  \    -r-    èx  +  -~-r-  dy  -+-  -r— j-  dz  /  -  pX, 


*&={i  +  m)\-r-jj-dx+   ~    ôJ+-7-^-ôz  ;_FY, 


d2  -  d1  -  d2  - 

df-  =(,  +  m)V^iô"  +  ^i:ôr+  ~sf  **)-& 

en  faisant,  pour  abréger  (n°  12), 

x   '(i-i)    Y   '(J-i)    z   '(j-i) 

A.  j 5  I    ; ;         L  ; • 

dx  dy  dz 

23.  C'est  donc  de  l'intégration  de  ces  équations  que  dépend  la  re- 
cherche des  perturbations  causées  par  l'action  d'une  planète  quelconque 
sur  la  comète.  Or  cette  intégration  dépend,  comme  l'on  sait,  de  celle  du 
cas  où  il  n'y  aurait  aucun  terme  tout  connu,  à  cause  que  les  variables 
inconnues  ftx,  dy,  dz  ne  paraissent  que  sous  la  forme  linéaire.  Ainsi 
toute  la  difficulté  se  réduit  à  intégrer  des  équations  de  la  forme  suivante 


d2àx 


d2  -  d2  -  d»  • 


df'  "'  \    dx2  dx  dy   ■  dx  dz 


,     d2  -  d2-  d2- 

d-f  =  (l  +  m)\dyix§X+    ip    èr+dyiz- 

„,  /  d2-  d2-  d2- 

d26z  _  I  r  r     .  r 

dt2  \dzdx  dzdy    J  dz2 

24.  Si  l'on  se  rappelle  les  calculs  du  n°  7,  on  doit  voir  que  les  équa- 
tions précédentes  résultent  des  équations  de  l'orbite  non  altérée,  en  y 
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faisant  varier  les  .quantités  x,  y,  z,  des  différences  âx,  By,  iïz  regardées 
comme  infiniment  petites.  Donc  les  intégrales  des  équations  dont  il  s'agit 
doivent  résulter  aussi  des  intégrales  des  mêmes  équations  de  l'orbite  non 
altérée,  en  y  faisant  varier  non-seulement  ces  mêmes  quantités,  mais 
encore  les  constantes  arbitraires  introduites  par  les  différentes  intégra- 
tions, et  qui,  n'existant  point  dans  les  équations  différentielles,  peu- 
vent, à  leur  égard,  être  aussi  regardées  comme  variables. 

Ainsi  donc,  pour  avoir  les  intégrales  des  trois  équations  différentielles 
du  numéro  précédent,  il  n'y  aura  qu'à  différentier  à  l'ordinaire  les  inté- 
grales de  l'orbite  non  altérée,  trouvées  dans  la  seconde  Section,  en  y  re- 
gardant les  trois  indéterminées  x,  y,  z  et  les  six  arbitraires  a,  b,  c,  f, 
g,  i,  comme  variables  à  la  fois,  et  marquant  leurs  différences  par  la  ca- 
ractéristique 5  [à  l'égard  de  A,  elle  doit  aussi  être  traitée  comme  variable, 
parce  que  c'est  une  fonction  de  a,  b,  c,  f,  g,  donnée  par  l'équation  (H) 
du  n°  16]  ;  les  différences  de  ces  arbitraires  seront  elles-mêmes  les  nou- 
velles constantes  arbitraires  que  les  intégrales  cherchées  doivent  con- 
tenir pour  être  complètes. 

25.  Comme  les  formules  (G)  du  n°  15  donnent  x,  y,  s  en  r,  et  que  la 
formule  (F)  du  n°  14  donne  r  en  t,  on  pourra  tirer  directement  de  la  diffé- 
rentiation  des  premières  les  valeurs  de  Sx,  By,  Bz  en  Br;  ensuite  on  aura 
Br  par  la  différentialion  de  la  dernière;  mais,  à  la  place  de  r,  il  sera  plus 
simple  d'introduire  l'angle  u,  au  moyen  des  formules  du  n°  20;  et,  pour 
donner  à  notre  calcul  toute  la  simplicité  dont  il  est  susceptible,  nous  re- 
marquerons de  plus  que,  la  position  du  plandesa;  ety,  auquel  nous  avons 
jusqu'ici  rapporté  l'orbite  de  la  comète,  étant  arbitraire,  on  peut,  sans 
nuire  à  la  généralité  du  Problème,  supposer  que  ce  plan  coïncide  avec 
celui  de  l'orbite  non  altérée  de  la  comète;  et  l'on  peut,  par  la  même  rai- 
son, supposer  aussi  que  l'axe  des  #  coïncide  avec  le  grand  axe  de  la  même 
orbite,  en  sorte  que  les  abscisses  x  soient  prises  depuis  le  foyer  et  soient 
positives  en  allant  vers  l'apside  inférieure. 

Ces  deux  suppositions  donneront  (nos  17  et  19) 

ijj  =  o,     a  =  u;     donc     b  =  o,     c  =  o,    /=  e,     g'  =  o, 
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ce  qui  simplifiera  beaucoup  les  expressions  finies  de  x,  y,  z;  mais,  comme 
les  différences  âb,  Se,  dg  ne  sont  pas  nulles,  il  ne  faudra  pas  faire  dispa- 
raître entièrement  les  quantités  b,  c,  g;  mais  il  en  faudra  conserver  les 
premières  dimensions  dans  les  expressions  de  ce,  y,  z,  afin  de  pouvoir  en 
tirer  par  la  différentiation  les  valeurs  complètes  de  Sx,  fty,  dz. 

26.  De  cette  manière,  on  aura  donc  (n°  15,  formule  G) 

_  _  fP  —  S<i        v.  _  SP  +/?        _  _  bP  +  ca 

f     '    r~~W~'    "~     f     ' 

et  par  les  formules  du  n°  20  on  aura,  à  cause  de  e  =/, 

af  „  af 


P  =  -r{cosu-f),     q  =  -J-yli-psmu, 


de  sorte  qu'en  substituant  il  viendra 


xz=  -  (cosu  —  f) j.  \j'i  —f'sitiu, 

y—  -  sj\  —  /2  sin  m  H ^  (oos**  —f), 

i  if 


z  =  —  (cosm  — /)  h \j\  —  p sinu. 

Différentiant  donc  suivant  la  caractéristique  5,  en  faisant  tout  varier,  et 
supposant  ensuite  les  constantes  b,  c,  g  nulles,  on  aura 


.         cosu  —  f.         a           aJi—f*.       ,         a    .       . 
6x  = —  oa of — ~—  sin  u  og sin  u  ou, 

2  2     J  2/  &  2 

»         Ji  —  f2    ■  ■       «             af                .-,      a(cos«— /)*         aJi  —  f2  . 

Sy  ==— —  sxniiûa J        sin?/:  oj  H ^ — —  og-\ —  cosu  ou, 

2  2^1-/'  V  2 


alcosu  —  f)  ..       aJi—f'    .        , 

;  =:  — - —  OD  H —  Sin  U  OC. 

1  2 

Mais,  par  le  n°  20,  on  a,  en  mettant/à  la  place  de  e, 

u-fsmu  =  Q  =  ztsJ*[l^m)+i; 
VI.  55 
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donc,  faisant  varier/,  a,  i  et  u,  on  en  tirera  la  valeur  de  du,  laquelle  sera 


/ad  -+-  m )  Sa         .        „„ 

-3(1/  — h  sinwo/  -4-  oi 

\         a?         a  J 

OU  = ' 7, 

I  — /  COSH 

Substituant  donc  cette  valeur  de  du  dans  les  expressions  précédentes 
de  dx,  dy,  dz,  on  aura  les  valeurs  cherchées,  lesquelles  seront  évidem- 
ment de  cette  forme 

Sx  =  A  Sa  -+-  B  â/-t-  C  Sg  -+-  D  Si, 
èr  =  E  oa  -t-  F  Sf  +  G  og  H-  H  Si, 
Sz  =Kô6  +  Ldc, 

en  supposant,  pour  abréger, 

A= ■J--\ \    — — - — '-  7 i 

2  2    y  a3  I  -r ,/  cos  u 


-  fcosu 


aJi—f'. 

C  = — ~^-  sin  u, 

2/ 


2  i  —  fcosu 


s/i- 


Lz£  sin.M_  H»/'t'+-»).<fIrf,T, 

2  2     Y  «3  I  —  /COS' M 

rt/'         .  di/i  —  f -  sinucos.u 


sir:  m 


■is/i—f  2  I— /COSM 


G=  — ?(COSM  —  /"), 


H  a\/l—J'  C0SU 

a.  = 7; 5 

2  I — /COSM 

K=  -  (cosw— /), 


— —  sinw. 


DES  PERTURBATIONS   DES  COMÈTES.  ^38 

Telles  sont  les  valeurs  complètes  des  quantités  8x,  8y,  8z,  en  tant 
qu'elles  résultent  des  trois  équations  différentielles  du  n°  23  ;  et  les  quan- 
tités 8a,  8b,  âc,  8f,  8g,  8i  sont  les  six  constantes  arbitraires  que  ces  va- 
leurs doivent  contenir  à  raison  des  six  intégrations  qu'elles  supposent. 

27.  Voyons  maintenant  comment  on  doit  déterminer  ces  nouvelles 

arbitraires;  il  est  clair  qu'elles  dépendent  des  valeurs  des  quantités 

«        «       »         .    ,     .  ,.„,,  .,  dèx     dèr     dèz 

8x,  oj,  8z,  et  de  leurs  diiierences  premières  —jj—>  —jj->  ~jf>  pour  un 

instant  quelconque  donné.  Il  faudra  donc  différentier  les  expressions 
de  8x,  8y,  8z  trouvées  ci-dessus,  en  y  regardant  les  arbitraires  8a. 
8b,  8c,  8f,  8g,  8i  comme  constantes,  c'est-à-dire,  en  y  faisant  varier  seu- 
lement les  quantités  qui  sont  des  fonctions  du  temps  t,  pour  avoir  les  va- 

,  ,     d  Sx    d  èy    d  èz     ,  , ,  ,         , ,  ,     ,      i 

leurs  de  —, — >  -y-i  -~r-->  lesquelles  seront  représentées,  en  gênerai,  par 

les  formules  suivantes 


dèx 

dt 

d\  .         </B  _      dC  ,         dD 

=  -.—  oa-i — t-  o  f  -t-  —  og  -4-  -j- 

dt              dt     J        dt     b        dt 

dôr 
dt 

r/E  s        f/F  s„      f/G  .         dE 

=  -r-  on  ■+-  ~r-  àt  ^ — tt  os  -+-  -j~r 
dt             dt     ■'        dt     &       dt 

dèz 
dt 

d\i  „       dh  . 

=z-T-Ôb  -h  -7-  OC. 

dt             dt 

Ces  trois  équations  étant  combinées  avec  les  trois  du  numéro  précédent, 
on  en  tirera,  par  la  méthode  ordinaire  d'élimination,  les  valeurs  des  six 
inconnues  8a,  8b,  8c,  8f,  8g,  8i;  et  il  est  aisé  de  voir  que  ces  valeurs  se- 
ront de  la  forme  suivante 

èa  =  A'  èx  -+-  B'  èy 

èf=E'èx  -i-F'ôr 

èg  =  A"  ox  -4-  B"  èy 

55. 


c 

dOX                  _: 

dt 

dè} 
dt 

G' 

dèx       ,., 

— h  H' 

fit 

dèj 
dt 

C 

,  d  èx 

—, h  I)'' 

dt 

■  de} 
dt 

436  RECHERCHES  SUR  LA  THÉORIE 


^udSx       ti„dày 


Si  =  E"  Sx  -+-  F"  Sx  +  G"  —rr-  +  H 
Sb  =  K'  Sz  -4-  L' 


dF  ^  a  IF' 

dèz 


dt   ' 

,dSz 


les  quantités  A',  B',  C',...  étant  des  fonctions  rationnelles  de  A,  B,  C,... 
,   ,    dk    f/B 

28.  Quoique  la  détermination  de  ces  quantités  A',  B',...  ne  soit,  pas 
difficile,  elle  pourrait  néanmoins  entraîner  dans  des  calculs  très-longs, 
si  on  l'entreprenait  par  la  méthode  ordinaire;  voici  un  moyen  de  la  sim- 
plifier beaucoup. 

Ce  moyen  consiste  à  chercher  d'abord  les  valeurs  des  constantes  a,  b, 

c,  f,  g,  i,  en  x,  y,  z,  t,  et  en  -j->  j>  »  77'  *  qum  on  parviendra  facilement 

par  le  moyen  des  formules  du  n°  14;  ensuite  à  différentier  ces  valeurs 
relativement  à  la  caractéristique  à,  c'est-à-dire,  en  faisant  varier  seule- 

cloc    c/v    cl  z 
ment  les  constantes  dont  il  s'aeit  et  les  indéterminées  x,  y,  z,  -j-,  -±-,  -j-, 

J         dt     dt     dt 

et  marquant  les  variations  par  c?;  et  comme  les  difïérentiations  relatives 
aux  deux  caractéristiques  différentes  cl  et  5  sont  totalement  indépen- 
dantes entre  elles,  on  voit  aisément  que  oc?  sera  la  même  chose  que  clîï, 
de  sorte  qu'on  aura  ainsi  directement  les  valeurs  de  iïa,  âb,  Se,...  en  ox, 
dSx    ^ 

Nous  allons  donner  ici  les  résultats  de  ce  calcul,  parce  qu'ils  nous  se- 
ront utiles  dans  la  suite. 

29.  On  voit  d'abord  (n°  14)  que  l'équation  (B)  donnera  la  valeur  de  a, 
et  que  l'équation  (D)  donnera  celle  de  h;  ensuite  l'équation  finie  (Ej, 
combinée  avec  sa  différentielle,  donnera  les  valeurs  de/et  g;  et  de  même 
l'équation  (A),  combinée  avec  sa  différentielle,  donnera  celle  de  b  etc; 
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enfin  l'équation  (F)  donnera  la  valeur  de  i;  on  aura  donc  d'abord 

i         i        dx-  +  dr2  -h  dz2        .                r2  (dr2)2 

-,      h  =  r 


a  ~  r  i(\-{-m)dl2     '  a        8{i -h  m)dt2' 

ensuite  on  trouvera 

j, (2/1  —  r)  dy  -4-  y  d r  ( 2 h  —  r)  dx  -4-  x  dr 

x  dy  —  y  dx  b  y  dx  —  x  dy 

.  z  dy  —  y  dz  z  dx  —  x  dz 

x  dy  —  y  dx  y  dx  —  xdy^ 

or,  si  dans  la  valeur  de  h  on  substitue  celle  de  -■>  et  qu'on  y  mette 
-x{x  dx  +  y  dy  -k-  zdz)  à  la  place  de  dr2,  on  a 

.  r2  (  dx2  -h  dy2  -+-  dz2  )  —  (x  dx  -h  y  dy  -+-  z  dz)2 

2(1  -t-  m)dt2 

ce  qui,  à  cause  de  r2  =  x2  -+- y'2  -+-  s2*  peut  se  réduire  à  cette  forme 

.  (xdr  —  ydx)2  -h  (z  dy  —  ydzf  -4-  (x  dz  —  z  dx)2 

2(1  +  m)  dï' 

mais  on  vient  de  trouver 

z  dy  —  y  dz  =  b(  x  dy  —  y  dx  ),     x  dz  —  z  dx  =  c(x  dy  —  y  dx  )  ; 

donc,  faisant  ces  substitutions,  extrayant  la  racine  carrée  et  supposant, 
pour  abréger, 


h 

= 

K\ 

I  -4- 

b2 

-4-  C2 

K  = 

x 

dy  — 

-r 

dx 

dt  ya ^  1  -4-  m ) 

et  les  autres  formules  deviendront,  étant  multipliées  par  K, 

(2/1  —  r)dy-\-  ydr  {ih  —  r)dx  -4-  x  dr 

K/=  ■      ,  = — ,      Kg-— — 


dt \J '2(1  -+-  m)  dt\]i{i  -4-  m) 

z  dy  —  y  dz  „  z  dx  —  x  dz 

'  KC—  —  —  • 

dt\Ji(i-\-  m)  dt\ji{i  -4-  m) 
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Enfin  on  aura  (formule  F), 


=-2V" 


\lr-rj-h  2\A-£-A 

\la  —  4  /'  \J<* 

30.  En  différentiant  ces  équations  par  rapport  à  la  caractéristique  5, 
et  changeant  partout  àd  en  ûtô,  on  trouvera  les  formules  suivantes 

(èr       dx  dèx  +  dy  de)  •  +  dz  dès 
—  a'     -H 


-5K  = 


(i'-4-  m)  dP 
dy  èx  —  d  v  èy  -+-  .x  d  èy  —  y  d  Sx 


«/  = 


dt\Ji{\-¥-  m) 
dy{ 2  èh  —  èr)  H-  cfr  ôy  -4-  (  2  A  -  <r)  d  èy  -+- y  dèr  _  fèk 

^37(2  cSA  —  3r)  -f-  A'  ôj  +  (2/1  —  r)dèx  -+-  xdèr       gôk 
^  _  K  rfï ^2(H-w)  k 

dy  èz  —  ^z  a  y  -+-  z  d  ày  —  y  d  èz  _  b  èk 
kdt^i<  i-i-  m)  K 

dx  èz  —  dz  èx  -h  z  d  èx  —  x  d  èz        c  ôK 
Kdtv>-2(i-±-  m)  K 

èh  =2(1  +  b2-h  c2)  K<5K  +  2K2(6ô6  -+-  côcj, 

dans  lesquelles  il  faudra  substituer  pour  iïrsa  valeur 

x  èx  -+-  y  èy  -f-  z  èz 
r 
et  pour  diïr 

xdèx  +  ydèy-\-  z  dèz         ,x  y  z 

± ■- h  </-  èx  ■+■  d  —  dr  -+-  a-  àz. 

r  r  r     -  r 

Quant  à  la  valeur  de  ch",  pour  la  trouver  plus  aisément,  on  supposera 


h              iJv  —  v1  —  n 
—  ç,      -  =  n,      — —  =  V, 

«  y/l— 4» 
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ce  qui  réduira  la  valeur  de  i  à  cette  forme 

li  (i  -+-  m) 


\J - h  arcsinV  —  Vy/i  —  4»; 


de  sorte  qu'on  aura,  en  différentiant  suivant  §  et  faisant  tout  varier, 
excepté  l, 


A  /2(i-t-/n)  Sa  SV  , r,„      iri  , -7— 

V  «3  «         v'i—  V2 


VI—  V2: 


-4; 


donc,  substituant  cette  valeur,  ainsi  que  celles  de  V  et  de  &V,  et  rédui- 
sant, il  viendra 


, .  / 1{  i  -+-  m  )  en 

oi=  '-t\/- - '■  — 

y  a3         a 


2i>  ôv  -t-  ■ j—  (e  —  2») 

i  —  4« 

===== 1 

\jv  —  v-  —  n 


,    ..     ,  f  ,,  ,  ,  r     h 

ou  il  n  v  aura  plus  qu  a  remettre  pour  v  et  n  leurs  valeurs  -,  —,  et  par 

-.,»,,                ,.    ,     aôi — rda    aèh  —  h  8a 
conséquent  pour  w  et  on  les  quantités ■>  -2 

Après  avoir  trouvé  cette  expression  de  ai,  j'ai  remarqué  qu'elle  avait 
l'inconvénient  de  contenir  au  dénominateur  le  radical  \]v  —  v-  —  n, 
savoir 


v< 


'--h 


\Ja 

lequel,  comme  on  l'a  vu  dans  le  n°  17,  devient  nul  dans  les  deux  apsides 
de  l'orbite;  de  sorte  que,  comme  ôV  ne  saurait  devenir  infini,  il  faut  né- 
cessairement que  le  numérateur  soit  alors  pareillement  nul  ;  d'où  il  s'en- 
suit que  la  formule  sera  en  défaut  dans  ces  deux  points. 

Pour  éviter  cet  inconvénient,  il  faut  tâcher  de  donner  une  autre  forme 
à  la  valeur  de  8i,  et  qui  soit  telle,  qu'il  n'y  ait  aucune  fonction  des  va- 
riables au  dénominateur;  voici  comment  je  suis  parvenu  à  ce  but. 
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Je  considère  que  la  quantité 

ÔV 


v/i-Vs 
est  la  même  chose  que  celle-ci 


y/ï  —  yiav  —  Vàsji  —  V», 
et  qu'ainsi  on  peut  réduire  la  première  expression  de  §i  à  celle-ci 


Ôl  = 

mais 


3/y/2(l^wl  ^  +  (/7^v^-v'7=r4^)av-va(v,.-v^  +  v'7^4^); 


i\Jv  —  V1  —  Il 


s/'-'i-* 


\Ji  —  4n  \fa\ji  —  4« 

et,  par  le  n°  16  et  à  cause  de  h  =  na, 


v=  -  .  *  =.    ^/.-v2  = 


ay/i — 4ft  v/re(r  +  ^2  ■+■ c2)  v^1  —  4n 

par  conséquent (n°  14) 

4« — 2(; 4^ —  2r  _       2/> 

y/i  —  4W       aV^J  —  4n       a\Ji  —  ^n 


v/T^V2-v/i-4«  = 


v/i  —  V2  -h  \/i  —  4«=  —  -h  2  v/i  —  4w; 

a^/i  —  4W 

donc,  faisant  ces  substitutions  dans  l'équation  précédente,  et  effaçant 
les  termes  qui  viendront  de  la  différentiation  de  la  quantité 


a\ji  —  4W> 

laquelle  divise/)  et  q,  parce  que  ces  termes  se  détruisent  mutuellement, 
on  aura 

, .            1/2(1  + m)  èa 
01  =  3t  - — i — 


2  ["    » £ 

a>(i—  4")L      v/n(T+l 


// 


62+c2)       v'M1  ■+"  *s  +  c2 


(  ôd  —  2  a  en  ) 
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Or  les  formules  (G)  du  n°  15  donnent 

p  =fx  +  gr> 

?-[/+  o\cf-  bg)]y-[g-b(cf-  bg)]x; 

donc,  substituant  ces  valeurs,  on  aura  pour  8i  une  expression  toute  ra- 
tionnelle et  entière,  et  qui  ne  sera  par  conséquent  sujette  à  aucun  incon- 
vénient. 

On  remarquera  encore,  à  l'égard  de  8/,  8g,  8b,  8c,  qu'on  peut  aussi 
les  exprimer  d'une  manière  -plus  simple  et  plus  commode  à  quelques 
égards,  en  les  déduisant  directement  des  équations  (A)  et  (Ej,  différen- 
tiées  d'abord  relativement  à  la  caractéristique  8,  et  ensuite  par  rapport 
à  la  caractéristique  ordinaire  d;  ce  qui,  dans  le  fond,  revient  au  même 
que  si  on  les  différentie  d'abord  par  rapport  à  cette  dernière  caractéris- 
tique, et  ensuite  par  rapport  à  la  première,  ainsi  que  nous  en  avons  usé 
plus  haut. 

De  cette  manière,  l'équation  (E)  donnera  ces  deux-ci 

2ÔA—  or  =  x§f-hyog-{-fèx-i-gôy,      —  dèr  =  dxèf-\-dyèg->r-fdb>x->rgdèy; 


d'où  l'on  tire,  en  mettant  pour  xdy  — ydx  sa  valeur  Kdt  \Za(i  +  m) , 

__       dy(2èh  —  or)  -+-  yddr  —f(dyèx  —  ydèx)  —  g{dyèy  —  ydèy) 
Kdt\Ji(i  H-  m) 

dx{  2<5/i —  dr)  -+-  xdâr — f(dxèx —  xdSx)  —  g(dxdy  — xd§y) 
Kdtji(i-+-m) 

De  même  l'équation  (A)  donnera  ces  deux-ci 

âz  =  x  $b  -+-  y  de  ■+■  b  ôx  ■+■  c  oj  ,     dèz  ==  dx  ôb  -+-  dyàc  -+-  bd  ôx  ■+■  cd  ôy; 

d'où  l'on  tire 

dràz  —  y  dèz  —  b(dyëx-ydèx)  —  c(dyôy  —  ydôy) 

du  =  — : : = — '■ — ? 

Kdt  <J-2(i  +  m) 

dxèz  —  xdàz  —  b(dxèx  —  xdèx)  —  c(dxêy  —  xddy)  _ 

àc  =  —  — • ■■ i 

Kdt  )/2{i  +  m) 

VI.  56 
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ce  sont  les  formules  que  nous  emploierons  dans  la  suite,  par  préférence 
aux  autres  trouvées  ci-dessus. 

Enfin  on  observera  que,  comme  n  =  -,  on  aura,  par  la  formule  <E  ) 
du  n°  16, 

*  i-hb2-h  c- 

de  sorte  que,  en  différentiant  suivant  â,  on  aura  la  valeur  de  iïn  expri- 
mée à  volonté  par  iïh  et  da,  ou  par  à/,  àg,  iïb,  Se. 

31.  Les  formules  précédentes  ont  toute  la  généralité  possible;  mais, 
pour  les  appliquer  à  notre  cas,  il  y  faut  supposer  (nu  25) 

b  =  o,     c  ==  o,     g-=o, 

ce  qui  donne  [équation  (G)] 

dz 
z  —  o,      -7-  =b: 
'      dt 

par  conséquent 

.  x  (x  dr  —  Y  dx  )  y        ,  y       \  x  dy  —  y  dx  )  x 

a  —  —  — ,     a  —  — : ; 

;■  r3  r  r* 

donc 

x  S  x  -+-  y  Sy        ,.   x  d§x  -i-yddy       (xày —yàx){x  dy — ydx) 

r  r  r3 

de  plus  on  aura 

rr        m,  Sh 

K=  dh,     ôK=  — =; 

donc,  faisant  ces  différents  réductions  dans  les  formules  ci-dessus, 
elles  deviendront 

. ,  ,  dy  èx  —  dx  oy  H-  x  dèy  —  ydèx 

on  =  2  h  - -—. — : 1 

dtJih(i  -+-  m) 

s  I  x  èx  -+-  ySy       dx  ddx  ■+■  dy  dô) 
^V  '  (i-t-  m)  dP 
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Ti     *  »    ,        //■      x\dr§x—yddx 

=  —3  (xôy  —  y  Sx)  —     ,/-+--    ' 


'  /  dtJah(i  -t-  m) 
y    dy  §y  —  ydèy  idy  ëh 

r  dl  Jih[i  -+-  m)       dt  \Jih{i  +  m) 

x\  dx  Sx  —  x  dèx 


{x  §r  —  r  àx )  -+-  [  f-h- 

r  ■   \         rj  dt  ^2/1(1 -h  m) 

y  dx  §y  —  x  dèy  i  dx  Sh 

r  dt\]?.ll(i  -+■  m)        dt  y/2/1  (1-4-  m) 

dy  ôz  —  y  dêz 


Se 


dt  y/  2  /<  (  i  +  m) 

—  dx  §z  -+-  x  d§z 
dtJih(i  -t-  m) 


=  3,^ 


-t-  m)  èa        i(pSq-qèp)        q(p—^an)Sn 


a      «2(i-4«)v/«      tft(?_4»)»-î 
mais,  à  cause  de  6  =  0,  c  =  o,  g  =  o,  on  aura 

p=fx,     q=fy,     dp=fdx  +  xàf+yàg,     àq  =  fdy  +■ yèf-  xèg; 

donc 

pàq  —  q  §p  =f7(x  dy  — y  Sx)  —  (x2  -hy')fôg; 

de  plus 

h        i-f*        ,  fôf 

n=-  =  — r*—,     àn=—-J-^-; 
a  4  3 

donc  la  dernière  formule  deviendra 


A^r-r^-^t      r(f*-ih)v 


ai  =  3fv/2(1  +  ,w)- 

V         «3  «  t/o'A  2y/aA3 

El  l'on  remarquera  que,  a  c:iuse  de  n=  -  et  de  àn  =  —  ^-^,  on  aura 
1  ^  a  2 

encore  cette  équation  entre  iïa,  SA  et  âf,  savoir 

«  ôh  —  h  èa  H : =  o, 

56. 
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laquelle  pourra  tenir  lieu  d'une  quelconque  des  trois  premières  for- 
mules. 

Telles  sont  donc  les  valeurs  des  quantités  5A,  Sa,  ïïf,  §g,  iïb,  Bc,  8i 

»        ~        .       dëx    dèv    liez  ,  ,       ■  ,,  ,    i  e 

en  &r,  §y,  èz,  —=—,  -7—)  —j—\  par  conséquent,  si  I  on  met  dans  ces  tor- 
■  J  dt       ai       dl      l  J 

mules  les  valeurs  de  x,  y,  dx,  dy  et  dt  en  u  et  du,  savoir 


„r  =  -(COSJ( — f),       >•=— y/l  —  /'2COSK, 

etfn°21) 


A: 


4/ —7  rdu  =  -ï/ —  li  —  fcosa)  du, 

V    211+111]  2    y    2  (  I  -t-  /n  )  ^ 


à  cause  de  e=/,  elles  doivent  devenir  identiques  avec  celles  du  nu  27; 
de  sorte  qu'on  pourra  trouver,  par  la  comparaison  des  coefficients  de 
àx,  dy,  àz,  dàx, . . .  dans  les  expressions  de  Sa,  §/....,  les  valeurs  des 
quantités  A',  B',  C',...  des  formules  de  ce  numéro;  lesquelles  valeurs 
seront  nécessairement  les  mêmes  que  si  on  les  avait  déduites  des  for- 
mules du  n°  26,  au  moyen  de  l'élimination. 

% 
32.  Revenons  maintenant  aux  expressions  de  à.r,  iSy,  dz,  trouvées 
dans  le  numéro  que  nous  venons  de  citer;  comme  ces  expressions  satis- 
font aux  équations  différentielles  du  n°  23,  les  quantités  Sa.  56,  àc,  à/, 
8g,  Si  demeurant  constantes  et  indéterminées,  il  s'ensuit  que,  par  la 
substitution  de  ces  valeurs  de  Sx,  &y,  ïïz  dans  les  mêmes  équations,  tous 
les  ternies  doivent  se  détruire  d'eux-mêmes,  indépendamment  des  quan- 
tités iïa,  db,...;  donc,  en  général,  les  termes  qui  renfermeront  les  quan- 
tités finies  Sa,  àb,...  se  détruiront  toujours  dans  les  équations  dont  il 
s'agit,  soit  que  ces  quantités  soient  constantes  ou  non. 

Donc,  si  l'on  suppose,  ce  qui  est  permis,  que  les  mêmes  expressions 
de  Sx,  ày,  8z  satisfassent  aux  équations  du  n°  22  (lesquelles  ne  dif- 
fèrent, comme  l'on  voit,  de  celles  du  n°  23  que  par  les  termes  —  p.X, 
—  f/.Y,  —  u.Z  ajoutés  à  leurs  seconds  membres),  mais  en  y  regardant 
les  six  quantités  Ba,  àb,  iïc,  §f,  âg,  Si  comme  des  variables  indétermi- 
nées, et  qu'on  en  fasse  la  substitution,  il  est  visible  que  les  termes  qui 
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renfermeront  ces  variables  finies  s'en  iront  aussi,  et  que  les  équations 
résultantes  seront  (n°  26) 

Ad'èa-hïid'êf+Cd'êg  ■+-  [)d2ài         dAd_èa-hdBdàf+  dCddg+  dPdèi  _ 
^~dP  "'  dP 

Kd'Sa  +  Fd*§f-hGd-ôg+Ed'êi         dEdèa-+-dFd§f+  dGddg  +  dlldài  _        y 
'  dP  '  dP 

Kd3ob-hLd2èc-{-2(dKddb-hdLdèc) 

,— =  —  u.L. 

dP 

33.  Comme  il  y  a  ici  six  variables  indéterminées,  et  qu'il  n'y  a  que 
trois  équations  pour  la  détermination  de  ces  variables,  il  est  clair  qu'on 
peut  supposer  à  volonté  trois  autres  équations  entre  ces  mêmes  varia- 
bles, et  il  sera  à  propos  de  prendre  ces  équations  en  sorte  que  les  diffé- 
rences secondes  des  variables  èa,  §b,...  disparaissent  d'elles-mêmes; 
c'est  de  quoi  on  viendra  à  bout  en  supposant 

A  dèa  +  B  dèf  -+-  Cdog-h  Ddèi  _ 
7ft 

E  dèa  -+-  F  dôf -h  Gdèg  -+-  H  dSi 

— ^— ï - —  =  o, 

dt 

Kdàb+Ldèc 


dt 

car,  en  retranchant  respectivement  des  équations  précédentes  les  diffé- 
rences de  celles-ci,  on  aura 

d\  dèa  -+-  dli  dôf '+  dC  dèg  -+-  d\)  dèi  _  _  ^ 

dt2  [J"  ' 

dEdèa-hdFdèf-h  dGdèg-h  dtidèi  „ 

—  =  —  f*  « , 


dp 

dK  dèb  ■+■  dL  doc 

~~~dT' 
Ayant  ainsi  six  équations  entre  les  six  quantités 


—  \xL. 


don       dôf      dèg       dài       dèb       ddc 
~~dt~'     'W     HT"      dt"      dt  '       dt 
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on  déterminera,  par  l'élimination,  la  valeur  de  chacune  de  ces  quan- 
tités; ensuite  il  n'y  aura  plus  qu'à  multiplier  ces  différentes  valeurs 
par  dt,  et  les  intégrer;  on  aura  de  cette  manière  les  valeurs  des  variables 
âa,  àb,  Bc,  âf,  ftg,  fo  qu'il  faudra  substituer  dans  les  expressions  de  for, 
fo/,  fo;;  et  les  équations  du  n°  22,  (|ui  expriment  les  perturbations  de  la 
comète,  seront  résolues. 

34.  Il  est  important  de  remarquer  que,  si  l'on  différentie  les  expres- 
sions de  for,  fo/,  âz,  on  aura,  en  vertu  des  équations  supposées  ci-dessus, 

dèx  —  d\  da  -+-  t/B  ôf -+-  </C  ôg  -t-  dl)  Si, 
dôy  =  dE  Sa  +  d¥  àf+  dG  dg  4-  dE  Si, 
dàz  =  dKSb  -+-  dL  Se, 

précisément  comme  si  les  quantités  fo/,  âf,  âg,  ai,  âb,  oc  étaient  con- 
stantes, parce  que  les  termes  dépendant  des  variations  de  ces  quantités 
sont  précisément  ceux  qui  forment  les  équalions  supposées.  D'où  il  est 
facile  de  conclure  que,  si  les  équations  différentielles  du  n°  22  conte- 
naient aussi  les  différences  premières  de  for,  fo/,  âz,  elles  s'intégreraient 
également  par  la  méthode  du  numéro  précédent,  el  l'on  parviendrait 
aux  mêmes  résultats. 

Il  y  a  plus,  et  c'est  ici  le  point  essentiel,  dans  l'orbite  non  altérée  on 
a  pour  coordonnées  x,  y,  z,  fonctions  du  temps  t  et  des  six  constantes 
arbitraires  a,  f,  g,  i,  b,  c,  lesquelles  déterminent  les  six  éléments  de 
l'orbite,  savoir,  le  grand  axe,  l'excentricité,  la  position  du  périhélie, 
l'époque  du  passage  par  le  périhélie,  le  lieu  du  nœud  et  l'inclinaison 
(nus  17,  19,  20).  Dans  l'orbite  troublée,  les  coordonnées  sont  x  -h  for, 
v+  fo/,  z  -t-  fo;,  les  quantités  àx,  fo/,  fo;  n'étant  autre  chose  que  les  va- 
riations de  x,  y,  z  provenant  des  variations  âa,  âf,  §g,  fo',  ïïb,  âc  des 
six  constantes  a,  f,  s,  i,  b,  c,  comme  on  l'a  vu  ci-dessus.  Ainsi,  dans 
l'orbite  troub'.ée,  les  coordonnées  sont  exprimées  de  la  même  manière 
que  dans  l'orbite  non  troublée,  c'est-à-dire,  qu'elles  sont  les  mêmes 
fonctions  de  t  et  de  a  -+-  foz,  /-t-  §/",  g  -+-  fo»',  i  +  ai,  b  -t-  §b,  c  -+-  âc, 
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qu'elles  le  sont  de  t,  a,  f,  g,  i,  b,  c  dans  l'orbite  non  troublée.  Par  con- 
séquent on  peut  à  chaque  instant  regarder  l'orbite  troublée  comme 
étant  de  la  même  forme  que  l'orbite  non  troublée,  mais  dont  les  élé- 
ments dépendent  des  quantités  a  +  da,f-\-  Sf,  g  +  èg,  i+  Si,  b  +  Sb, 
c  -+-  àc,  lesquelles  étant  variables,  il  s'ensuit  que  les  éléments  de  l'or- 
bite troublée  seront  variables  aussi,  et  que  les  quantités  Sa,  S/,  âg,  ai, 
Sb,  de  serviront  à  déterminer  leurs  variations.  Or,  comme  nous  venons 
de  voir  que  les  valeurs  de  ces  quantités  sont  telles,  que  les  différences 
prem  ères  dé  Sx,  Sy,  Sz  sont  les  mêmes  que  si  ces  quantités  étaient 
constantes,  il  est  aisé  d'en  conclure  que  les  éléments  de  l'orbite 
troublée,  quoique  essentiellement  variables,  peuvent  néanmoins  être 
regardés  et  traités  comme  constants  pendant  un  instant,  et  qu'ainsi 
non-seulement  le  lieu  de  la  comète  dans  l'orbite  troublée,  mais  encore 
son  mouvement  instantané,  c'est-à-dire,  sa  vitesse  et  sa  direction,  seront' 
dans,  chaque  instant  les  mêmes  que  l'on  trouverait  en  les  déterminant  à 
l'ordinaire  dans  une  orbite  fixe  dont  les  éléments  seraient  ceux  qui  ré- 
pondent à  ce  même  instant. 

35.  La  difficulté  est  donc  réduite  à  déterminer  les  valeurs  des  quan- 
tités Sa,  Sf  Sg,  Si,  Sb,  Se  au  moyen  des  six  équations  du  n°  33. 

Or,  en  examinant  ces  équations  et  en  les  comparant  avec  les  formules 

qui  donnent  les  valeurs  de  Sx,  ây,  Sz  et  de  leurs  différences —7—1  -j^> 

—j—  (n°5  26,  27),  il  est  aisé  de  voir  qu'elles  sont  semblables,  et  qu'elles 

peuvent  se  déduire  de  ces  mêmes  formules  en  y  changeant  seulement  les 

.    ,     ».        ^ /.    ■n  1  i-n».  dôa    dèf    dSg 

quantités  Sa,  of,  Sg en  leurs  dinerences  -j- ,  ~,  -^-.■■•)  et  en  y 

supposant  en  même  temps 

»  »  dàx      ■      „      jlèr  ,7       dôz  ' 

ùx  =  o,     or  =  o,      os  =  o,      — -, —  =  —  M.X,     .  —7—  =  —  liï,       —7—  =  —  u.L. 
dt  dt  '  dt 

Donc,  en  faisant  ces  mêmes  suppositions  dans  les  expressions  de  Sa,  Sf, 

Sg,...  en  Sx,  — ^   Sv,...,  on  aura  les  valeurs  des  différences  — ;— , 
o'  t/t        J  dt 


U8  RECHERCHES  SUR   LA  THÉORIE 

^C-.;  ainsi  l'on  aura  (n°  23) 
dt  x 

^=_MC'X  +  D'Y),     ^=-,y.(G'X  +  H'Y, 

^=-f,(C"X  +  D"Y),     ^i  =  _f,(G"X  +  H"Y), 

— = —  =  —  u.  L  A,  — ; —  =  —  u.L   A. 

<ft  r         '  dt  l 

36.  En  général,  il  est  visible  que  les  équations  du  n°  33  ne  sont  autre 
chose  que  les  différentielles  de  celles  qui  donnent  les  valeurs  de  &r, 

—r-,  oj,...  en  <$a,  àf,  §g,...,  en  y  faisant  varier  seulement  ces  dernières 

...        .  ,        .-rp,  .,  dèx     dày     dSz 

Quantités,  ainsi  que  les  ditierences  premières  »  ——-■,  — ,— ,  et  met- 

n  n  '  dt       dt       dt 

,  .    ,       ,         ,       ,-rp,  i      d2ôx     d2Sy    cPèz  , 

tant  a  la  place  des  ditierences  secondes  — j—  »  — h-'  -nr-  'es  quantités 
1  a/2        dP       dt2  1 

—  jjlX,  — |U.Y,  — p.Z;  de  sorte  qu'en  faisant  les  mêmes  opérations  sur 

les  équations  qui  donnent  directement  les  valeurs  de  8a,  §/",...  en  8x, 

dàx     «,  iiiiii-i    d  oa     dèf 

—r- ?  àv, ...,  on  aura  sur-le-champ  les  valeurs  cherchées  de-^— »  -7^-, 
dt        J  '  a/       <// 

-r^v-  C'est  ce  qu'on  peut  aussi  démontrer  à  priori  par  le  raisonnement 

suivant. 

Soit,  en  général, 


une  quelconque  des  équations  dont  il  s'agit,  A  étant  une  des  six  con- 
stantes arbitraires  8a,  8f,  8g,  &i,  8b,  de,  et  $  la  fonction  de  t  et  de  8x, 

8y,  àz,  —r-,  -j-,  -j—  qui  lui  est  égale,  il  est  clair  que  cette  équation 

considérée  en  elle-même  n'est  autre  chose  qu'une  intégrale  première, 
ou  du  premier  ordre,  des  équations  du  n°  23,  dans  laquelle  A  est  la  con- 
stante arbitraire  introduite  par  l'intégration;  donc,  en  différentiant,  on 
aura  cette  équation  du  second  ordre 

r/$  =  o, 
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laquelle,  ne  contenant  plus  de  constantes  arbitraires,  devra  être  iden- 
tique, c'est-à-dire,  avoir  lieu  en  même  temps  que  les  équations  du  nu- 
méro cité;  de  sorte  que  la  différentielle  d<S>  devra  être  telle  que,  si  l'on 

y  substitue  à  la  place  des  différences  secondes  —rr-i  — rr-»  —r—  leurs 
r  dt2        dt-        dP 

valeurs  données  par  ces  mêmes  équations,  tous  ses  termes  se  détruisent 

d'eux-mêmes;  c'est  aussi  de  quoi  on  pourra  se  convaincre  à  posteriori 

par  le  calcul. 

Or,  comme  les  équations  du  n°  22  ne  diffèrent  de  celles  du  n°  23  que 

,  ,  ,     d2èx    d2ôr    d2èz         .  ,  -r  _r 

parce  que  les  valeurs  de  —tt^j  -fj~->  —tjt  ont  les  termes  —  p.X,  —  p,Y, 

—  pi  de  plus,  il  s'ensuit  que  si,  au  lieu  de  substituer  dans  l'expression 

i       ;«  i  7  i     d2èx    d2§r    d2èz      , ,  ,    .  ,        ,  .  ,  „„ 

de  d<D  les  valeurs  de  -^rr»  -ji-->  -j^->  déduites  des  équations  du  n°  23, 

on  y  substituait  les  valeurs  de  ces  mêmes  quantités,  déduites  des  équa- 
tions du  n°  22,  on  aurait  nécessairement  le  même  résultat  que  si  l'on  y 

substituait  simplement  —  ,u.X,  —  f/.Y,  —  p.Z  à  la  place  de  —n^->  ~JT"1 

—rj-i  et  qu'on  y  effaçât  en  même  temps  tous  les  autres  termes.  Soit  dA 

ce  que  devient  alors  la  valeur  de  d$  (A  étant  ici  regardée  comme  va- 
riable); on  aura  donc,  pour  les  équations  du  n°  22, 

eM>  =  dA,     et  de  là     $  =  A, 

comme  pour  celles  du  n°  23,  mais  avec  cette  différence,  que  A  ne  sera 
plus  ici  constante,  mais  une  fonction  donnée  de  t;  et  cette  équation 
$  =  A  sera  par  conséquent  aussi  une  intégrale  première  des  équations 
du  n°  22. 

D'où  il  est  aisé  de  conclure,  en  général,  que,  pour  trouver  les  inté- 
grales de  ces  dernières  équations,  qui  sont  proprement  celles  qui  déter- 
minent les  perturbations  de  la  comète,  il  n'y  aura  qu'à  différentier  cha- 
cune des  formules  A  =  <ï>  trouvées  plus  haut  (nos  30,  31),  en  n'y  faisant 

,  .      .   ,        ,.„>,  .,  dèx     ddr      dôz 

varier  que  la  constante  A  et  les  ditlerences  premières  —r- ,  -jp,  —r-, 

.,     <   ,       ,  i     d2èx    d2ôr    d2èz  ,  ,.,,  ^ 

et  y  substituer  ensuite  a  la  place  de  -777-'  -7/yr'  "ff  'es  quantités  — [J.X, 
VI.  57 
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—  fiY,  — juiZ;  on  aura  par  ce  moyen  la  valeur  de  dA,  dont  l'intégrale 

sera  celle  de  A. 

Ayant  déterminé  ainsi  les  valeurs  des  différentes  quantités  A  qui 

étaient  auparavant  constantes,  et  qui  sont  devenues  maintenant  des 

fonctions  de  t,  on  aura  des  intégrales  premières  de  la  même  forme 

qu'auparavant;  par  conséquent  les  intégrales  secondes  ou  finies  qui 

résulteront  de   celles-là  par  l'élimination   des  différences  premières 

dèx     dêy     d§z  ,     ,         .         „  ,,    ,    .,     ,  ., 

—r-i  —jj-i  -y—  seront  encore  de  la  même  tonne;  d  ou  il  s  ensuit  que 

tant  ces  différences  que  les  variables  finies  Sx,  fy,  H>z  seront  aussi  de 
la  même  forme,  c'est-à-dire,  les  mêmes  fonctions  de  t  et  des  différentes 
quantités  A  que  dans  le  cas  où  ces  quantités  seraient  constantes. 

Et  il  est  facile  de  se  convaincre  qu'il  n'est  pas  nécessaire,  pour  l'exac- 
titude de  cette  méthode,  que  les  différentes  constantes  A  soient  dégagées 
tout  à  fait  des  variables  dans  les  intégrales  premières  des  équations  du 
n°  23,  ainsi  que  nous  l'avons  supposé  :  il  suffit  de  lès  imaginer  déga- 
gées, ce  qui  est  toujours  possible,  et  de  les  traiter  comme  toutes  va- 
riables à  la  fois  dans  la  différentiation  des  mêmes  équations  intégrales; 
on  éliminera  ensuite  successivement  les  différentielles  de  ces  différentes 
quantités  A,  pour  avoir  la  valeur  de  chacune  de  ces  différentielles. 

Voilà,  comme  l'on  voit,  un  moyen  aussi  simple  que  direct  pour  dé- 
duire les  intégrales  des  équations  du  n°  22  de  celles  des  équations  plus 
simples  du  n°  23,  et,  en  général,  pour  intégrer  toutes  sortes  d'équations 
linéaires,  en  supposant  qu'on  sache  déjà  intégrer  ces  mêmes  équations 
dans  le  cas  où  elles  ne  contiendraient  aucun  terme  tout  connu. 

37.  Qu'on  différentie  donc,  d'après  la  méthode  précédente,  les  for- 
mules du  n°  31,  en  y  faisant  varier  seulement  les  quantités  §h,  âa,  à/, 

âg,  ai,  8b,  de,  ainsi  que  les  trois  différences  premières  -jr->  —ff  ~jt~} 
et  qu'on  y  mette  ensuite,  à  la  place  des  différences  secondes  — y— >  —r±-i 
-jrj-r  les  quantités  —  p.X,  —  (J.Y,  —  fxZ,  c'est-à-dire,  —  pXdt,  —  (j.Ydf, 
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iôx      ,  d§r      jddz 
dt  dt  dt 


ri  i   -   î       î  î      jdov      ,  dêr      7doz  -,  .•         „   • 

\j.Ldt  a  la  place  de  d—r—,  d—j—,  a— r— ;  on  aura  les  équations  sui 


vantes 


dô/t  =  -  nJ?J!-(xY—  rX)  dt, 


doa  = —  a2(\dx  +  Ydr), 

i  -h  m  J 


ijrdt     [( ?  ,  ^\Yj  rvl  .      ^drdèh 


'dt       VI  „       x\  „        r  ,,H  2.dxd§h 


deg=         f^  X(/+£\x+r.Yn 

6  v/a/Ki+mlLV-7        'V  '•     J 


^2A(i+m)L\  '' /  ''     J       dt\jih(\-\-  m) 


dèb=  ^r Zt/l, 

Jzfi[i  -+-  m) 

d§c  = ***  Zrff, 


y/2A(l  -h/n) 

y(fx  —  ^li)dèf 


V         a3  a  fi/a'A 


./Va3  A  ay^3 

et  l'équation  entre  c?a,  <?A,  c?/-,  étant  différentiée  aussi,  donnera 

a  dèh  —  h  doa  -A L—J-  =  0, 

2 

qui  servira  à  déterminer,  si  l'on  veut,  diïf,  en  connaissant  dâh  et  dda. 
Or  je  remarque  qu'on  a  cette  combinaison 

x  dôf+  rddg=a    xdr-rdx    dôh  =  idôh; 
dt\/2./i(i  -H  m) 

de  sorte  qu'on  aura 

,.  zdôh —  xdàf 

dêg  = ^  ; 

°  ï 

ainsi,  comme 

i(hdèa  —  adèh) 
dàf=  - 


on  aura 

c/Ôg':=   —pr-       (af-i-x)  dSk  —  xll       ) 

b        afx  L  J     « 

valeurs  que  l'on  pourra  employer  à  la  place  des  précédentes. 


57. 
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Telles  sont  les  formules  par  l'intégration  desquelles  il  faudra  déter- 
miner les  valeurs  des  quantités  dh,  àa,  âb,  §c,  âf,  âg,  ai;  et  il  est  visible 
que  ces  intégrations  ne  demandent  que  de  simples  quadratures,  puisque 
les  quantités  x,  y  et  X,  Y,  Z  sont  censées  données  en  t  d'après  les  mou- 
vements supposés  connus  de  la  comète  dans  l'orbite  non  altérée,  et  de  la 
planète  perturbatrice  dans  son  orbite. 

38.  Connaissant  ces  différentes  quantités,  on  aura  les  éléments  de 
l'orbite  troublée,  au  moyen  desquels  on  pourra  calculer,  par  les  mé- 
thodes ordinaires,  tant  le  lieu  que  la  vitesse  et  la  direction  de  la  comète 
dans  un  instant  quelconque,  ainsi  que  nous  l'avons  démontré  plus 
haut  (n°  34J. 

Pour  cet  effet,  on  se  ressouviendra  que  a  est  le  grand  axe  de  l'orbite 

non  altérée,  l\h  le  paramètre  du  grand  axe.  et  e  =  w  i l'excen- 
tricité (n°  17). 

Ainsi  a  -+-  Sa  sera  le  grand  axe  de  l'orbite  troublée,  L\h  +  4^  le  pa- 

.                    .  .                       .                      hôa  —  a  dh  ,  .   . .  . 

rametre  de  cette  orbite,  ete  +  tfe  =  e  +  2 ; son  excentricité. 

ea- 

Ensuite,  en  différentiant  suivant  5  les  valeurs  de  b  et  de  c  de  ce  même 
n°  17,  et  faisant,  suivant  l'hypothèse  du  n°  25,  ty  =  o,  on  aura 

ô6  =  —  sinwâij;,     ôc  =  cos m  541  ; 

ainsi  cty  sera  l'inclinaison  du  plan  de  l'orbite  troublée  sur  le  plan  de 
l'orbite  non  troublée,  et  w  sera  l'angle  que  la  ligne  des  nœuds  de  ces 
deux  plans  fait  avec  l'axe  des  x,  lequel  est  en  même  temps  le  grand  axe 
de  l'orbite  non  altérée  (n°  25);  de  sorte  que  u  sera  proprement  la  longi- 
tude du  nœud  ascendant  de  l'orbite  troublée,  comptée  sur  le  plan  de 
l'orbite  non  troublée  depuis  le  périhélie  de  cette  dernière  orbite. 

En  différentiant  de  même  les  valeurs  de/et  de  g  du  n°  17,  et  faisant, 
d'après  le  n°  25,  <h  =  o  et  e  =  o,  on  aura 

Sf=  Se,     èg  =  e  <5e  ; 

et  il  est  clair,  par  les  dénominations  du  n°  13,  que  900-!-  as  sera  la  Ion- 
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gitude  du  point  de  l'orbite  troublée  qui  est  à  90  degrés  du  périhélie, 
comptée  sur  le  plan  de  l'orbite  non  troublée,  depuis  le  périhélie  de 
celle-ci;  mais,  à  cause  que  ces  deux  orbites  ne  font  entre  elles  qu'un 
très-petit  angle  &p,  et  que  nous  négligeons  ici  les  5<J'2,  il  est  très-facile 
de  prouver  que  5s  sera  la  longitude  même  du  périhélie  de  l'orbite  trou- 
hlée,  la  projection  d'un  arc  de  90  degrés  ne  pouvant  différer  de  90  de- 
grés que  par  des  quantités  de  l'ordre  de  5i|>2.  Ainsi  le  petit  angle  5é 
exprimera  proprement  le  mouvement  du  périhélie  en  longitude,  en 
vertu  des  perturbations. 

Enfin  on  se  rappellera  que  i  est  l'époque  de  l'anomalie  moyenne  dans 
l'orbite  non  troublée,  c'est-à-dire,  la  valeur  de  cette  anomalie  ldrsque 
/  =  o  (n°  20  J;  donc  i-i-  ai  sera  aussi  l'époque  de  la  même  anomalie  dans 
l'orbite  troublée;  en  sorte  qu'ajoutant  à  cette  époque  le  mouvement 
moyen  pendant  le  temps  t,  dans  une  orbite  dont  le  grand  axe  serait 
fl+(?fl,  on  aura  l'anomalie  moyenne  qui  servira  à  déterminer  le  lieu  de 
la  comète  dans  l'orbite  troublée. 

Ainsi 


/a(i 

,=a,v   . 


étant  (numéro  cité)  l'anomalie  moyenne  dans  l'orbite  non  troublée,  on 
aura  8  ■+-  53  pour  l'anomalie  moyenne  dans  l'orbite  troublée,  et  l'on 
trouvera  la  valeur  de  55  par  la  différentiation  de  l'équation  précédente, 
en  y  faisant  varier  a  et  «seulement,  en  sorte  qu'on  aura 


-•v^ 


m)  da 

— h 


Comme  5a  et  5t  sont  ici  des  quantités  variables,  si  l'on  différentie  à 
l'ordinaire  cette  valeur  de  55,  on  aura 

...  „.       /2(i  +  m)  da        _        li  (  1  -+-  m  )  d  ëa         ... 

dS0  =  —  3  dt  \  /    v       — 3m/- — '- hdài; 

y  a"         a  y  u3  a 

et  substituant  pour  dfti  sa  valeur  trouvée  dans  le  numéro  précédent, 
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on  aura 


d  Ô6  —  -  3  dt  4  h^z 

V         a3 


a  _  zr'ddg  +  r(xf-ïh)d3fi 
1         f\Ja3h  2  \Jah3 

dont  l'intégrale  donnera  directement  la  valeur  de  dd,  qui  est  l'altération 
de  l'anomalie  moyenne  causée  par  les  perturbations. 

39.  Nous  avons  donné,  dans  la  première  Section  (nos  10,  11),  une 
manière  de  transformer  les  équations  générales  des  perturbations,  en 
sorte  que  les  forces  perturbatrices  deviennent  très-petites  lorsque  la 
comète  est  à  une  grande  distance  du  Soleil;  comme  cette  transformation 
est  d'une  grande  utilité  pour  le  calcul  des  perturbations  dans  la  partie 
supérieure  de  l'orbite,  il  faut  voir  maintenant  comment  elle  peut  s'appli- 
quer aussi  aux  formules  que  nous  venons  de  trouver. 

La  transformation  dont  il  s'agit  consiste  en  ce  que,  si  l'on  fait 


et  de  plus 


X  =      x    ,        ',     Y' 


d{*--]  d    8-1         „.      d    S-t, 


dx  dy  dz 

on  aura  entre  Sx',  §y ,  dz'  et  X',  Y',  Z'  les  mêmes  équations  qu'entre  èx, 
§y,  dz  etX,  Y,  Z,  c'est-à-dire,  des  équations  de  la  même  forme  que  celles 
du  n°  22,  en  y  marquant  seulement  les  quantités  dx,  dy,  dz,  X,  Y,  Z, 
chacune  d'un  trait. 

On  peut  donc  appliquer  à  ces  équations  les  mêmes  raisonnements  et 
les  mêmes  opérations  que  nous  venons  de  faire  dans  cette  Section  sur  les 
équations  du  n°  22,  et  en  tirer  des  conclusions  semblables.  Ainsi,  si  l'on 
dénote  par  da',  db',  de',  df,  dg',  dh',  dï  des  quantités  analogues  aux 
quantités  da,  db,  de,...,  on  aura  des  formules  semblables  à  celles  des 
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nos  31  el  37  ci-dessus,  en  y  marquant  d'un  trait  les  quantités  8a,  8b,  8c, 
8f,  8g,  8h,  8i,  8x,  8y,  8z,  X,  Y,  Z.  Par  les  premières,  on  aura  les  valeurs 

de  8a',  8b',...  en  8x',  — -, — ,  8y  ,...,  et  par  les  autres  les  valeurs  de  d8à 

dW\...  enX',  Y',  Z'. 

Supposons  maintenant  qu'on  substitue  dans  les  formules  du  n°  31  les 
valeurs  précédentes  de  8x,  8y,  8z;  il  est  aisé  de  voir  (à  cause  que  ces  quan- 
tités n'entrent  dans  les  mêmes  formules  que  sous  une  forme  linéaire)  que 
les  valeurs  des  quantités  àh,  8a,  &/,...  deviendront 


ôh  = 

f/.H  +  ÔA', 

ôa  = 

f*A  -h  Sa', 

¥  = 

p.  F  -+-  if, 

ôg  = 

■fiG  +  àg', 

8b  = 

/jtB  -\-Sb', 

dc  = 

fj.C  +Sc', 

§i  = 

■■  fil  -t-  èi', 

en  dénotant  par  p.H,  p.A,  p.F,...  les  valeurs  de  8h,  8a,  8/,...  provenant 
de  la  simple  substitution  de  u.  (5- H — )  à  la  place  de  8x,  de 


3{i-h  m)        1  -+-  jj. 

u.  (  - — 1 —  )  à  la  place  de  8y,  et  de  u.  (  — H : — -  )  à  la 

r\3(i-t-m)        i-i-mj  '  J  ~\3(i-i-m)        »        » 

place  de  8z. 

De  sorte  qu'en  faisant 

dz  _ 


et  mettant  à  la  place  de  xdy—ydx  sa  valeur  dt\jnh{i-\-m)  (n°s29,  31  J, 
on  aura 

4 A  2 h     \dy  —  ndx  -+-  x d-n  —  y d\ 


A  — 


3(n-  m)        i-t-p  dtJvh(i-i-m) 

i         dx7  -+-  dy'1  \  a1      fx%  +yn       dx  d\  -+-  dy  dn 


3(H-m)\r        (\  +  m)dl7)        i-f-  p.  \        r>  {i-hm)dt7    /' 
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/+7     yM^-rl)    (/+*)(Erfr-r^)  +  7(««(r-r*i)         2Hrfr 


3(i  +  m)  i-j-f/.  {\  +  p.)dtsj'ïh[i+m)  dt\Jah{i-hm) 

£  —Ax-D  —  rl)  (/-+-—  \(&dx— xdl)+^-{-ndx— xdy)  „  . 

r  r3  '  "  y7        r  I  r  2  a  dx 

3(n-m)  1+//  (i-t-p)a7v/2A(i-t-m)  dtjih{i  +  m) 

Çdy  —  y  d'C, 


15  = 


(1  -l-  [j.)  dt\Jnh(\  -h  m) 
x  d'C  —  'C  dx 


(1  -+-  p.)dt<Jo.h{i  -hm) 


=ïv^ 


■  "»)  a  _,_  „  V    »  +  f*         /  /  _,_  y(/j?  — 4A)F- 


-t) 


a3  A  2  y/a»  A 


De  plus  on  aura,  par  les  formules  du  n°  37,  en  y  marquant  d'un  trait 
les  quantités  âh,  âa,...,  X,  Y,  Z, 

dàh'=  —  a-^-  {xY'-yX')dt, 

1  -+-  m  J 

\i.y  dt       Vif      x\\i      T  v~l  idydèh' 


^  i/aAd  +  in)  LV       ''/  r       J 


y/2A(n-m)L\         r  /  r       J       dtjih(i-h-m) 

dèg>=        v-xdt     [7/+gW+£Y'l-    2^âA' 

&  y/2A(i-t-m)  L\         '•/  »■       J       dt^h^+m) 

dôb'=  ^r         7.'Hi, 

y/2  A  (1  + m) 

rf  ôc'  = r  Z'a7, 

\Jih(i  ■+-  m ) 

V  «3  «  A/Ô^Â  2i/fl/l1 


/ya3  A  2  y/a  y 

Donc,  si  l'on  différentie  les  valeurs  de  <ih,  Sa, . . .  données  ei-dessus,  et 
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qu'on  y  substitue  ensuite  les  valeurs  précédentes  de  d$h',  dîia',...,  il 
viendra 

d àk  =  p. dH  -  {j.  Jl±-  (£Y'  —  yTL')  dt, 

dda=u.dA aHX' dx  -h  Y' dr), 

îzf  ix?  V-ydt       VI  ~      x\  y      "1  zdrdèh' 

dàf=[j.dF ;    '  /+  -    X'-H  -  Y'     H J  ,. 

^2A(n-m)L\         '' /  ''       J       dt\fzh(i-\-  m) 

,n  ii.xdt        V  I  x\v,       y  ,„"]  idxdèh' 

•;~  u.  dG  +        '  /-l-  -     X'  -t-  ^  Y' 

v/^fn-m)  LV  ''/  r       J       dt\l*h{i  +  m) 


dô 


dèb  =  (>.dB+  F'r         Z'  cfr, 

•      v/2/i(l  +  W) 

ddc=[xdC 1=^==Z'dt, 

\jih(i  -h  m) 


dèi=u.  dl  +  3a/2"  +  ffll  ^  -  ar'lfe'  +  r{f*-là)dift 
V         «3  «  /7«3/'  2V/aA3 

formules  qu'on  pourra  employer  à  la  place  de  celles  du  n°  37,  avec  les- 
quelles elles  sont  identiques  dans  le  fond. 

40.  En  comparant  les  formules  précédentes  avec  celles  du  n°  37,  il 
est  aisé  d'en  tirer  cette  conclusion  générale,  qu'il  est  permis  de  changer 
dans  ces  dernières  les  quantités  X,  Y,  Z  en  X',  Y',  Z',  pourvu  qu'on 
ajoute  en  même  temps  aux  valeurs  de  dùh,  diïa,  dâf, ...  les  quantités 
[xdE,  ii.dk,  \i.d¥ 

De  là  il  s'ensuit  que,  soit,  par  exemple,  ij.IT  dt  la  valeur  de  dùh  dans 
les  formules  du  n°  37,  on  aura,  en  intégrant, 


àh 


-  \  fj.Wdt, 


cette  intégrale  étant  supposée  commencer  au  point  où  dh  =  o.  Suppo- 
sons maintenant  qu'à  commencer  d'un  point  donné  de  l'orbite  on  veuille 
employer  les  quantités  X',  Y',  Z'  à  la  place  des  X,  Y,  Z,  et  qu'on  dénote 
VI.  58 
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par  Sh'  la  valeur  de  à  h  pour  ce  point,  c'est-a-dire,  la  valeur  de  l'inté- 
grale |/j.n  dl  étendue  jusqu'à  ce  point;  soit  n'  ce  que  devient  n  en  y 

changeant  X,  Y,  Z  en  X',  Y',  Z'  :  on  aura,  en  général,  par  les  formules  du 

numéro  précédent, 

ddh  =  (j.dE  +  y.Wdt: 

donc,  intégrant, 

dh  =  y. H  -+-  l  fj.ïï'dt  +  consi. 

Soit  H'  la  valeur  de  H  dans  le  même  point  de  l'orbite,  et  supposons  que 
l'intégrale  /  \j.ï\.'dt  commence  aussi  à  ce  point  dans  lequel  on  a  supposé 

que  finit  l'intégrale  I  (j.Udt;  on  aura  donc  dans  ce  point 

oh' =  pW -+-  const.,     donc     const.  =Sh' —  p. H'  ; 
donc  on  aura,  en  général, 

oh  =  f/H  —  fj.B'  -4-  dfi'  -+-  /  fj.n'  dt, 

savoir 

§h  —  p.H  —  y.  H'  +  !  f/.n  dt  +  /  f/H  dt. 

Supposons  ensuite  que,  dans  un  autre  point  quelconque  de  l'orbite,  on 
veuille  changer  de  nouveau  les  quantités  X',  Y',  Z'  en  X,  Y,  Z,  et  soient 
dénotées  par  àh"  et  par  H"  les  valeurs  de  iïh  et  de  H  pour  ce  second  point: 
on  aura  donc  dans  ce  point 

è/l"  =  y.U"  —  u.H' -h   fu.U(/l-h  j  y.U'dt, 

l'intégrale  j  (j.U'dt  étant  supposée  étendue  jusqu'à  ce  second  point.  Or, 
lorsqu'on  emploie  les  quantités  X,  Y,  Z,  on  a,  en  général, 

dèh  =  plldt,     donc     dh  =  /  pH  dt -h  const.  ; 
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supposons  que  l'intégrale  /  p.Ildt  commence  à  ce  second  point  dans  le- 
quel âh  devient  âh",  et  l'on  aura  dh"  =  const.;  donc,  en  général, 

oh  —  j  [j.B  dt  ■+  oh" , 

et,  substituant  la  valeur  de  âh", 

oh 


.H"-  [j-  11'  -+-  Cuîl  dt  +  f [j.Tl'd/.  +  f fj.Ildi; 


dans  cette  formule,  la  première  intégrale  j  fj.ïldt  est  supposée  com- 
mencer au  point  de  l'orbite  où  âh  est  nul  et  s'étendre  seulement  jusqu'au 
point  où  les  quantités  X,  Y,  Z  se  changent  en  X',  Y',  Z';  la  seconde  inté- 
grale /  [iW dt  est  supposée  commencer  à  ce  point  et  s'étendre  jusqu'à 
l'autre  point  où  les  quantités  X',  Y',  Z'  redeviennent  X,  Y,  Z;  enfin  la 
troisième  intégrale  I  fi II  dt  commence  à  ce  dernier  point  et  s'étend  indé- 
finiment; de  sorte  que  ces  différentes  intégrales  ne  forment  proprement 
qu'une  seule  intégrale,  qui  commence  au  point  où  âh  est  nul  et  qui 
s'étend  indéfiniment,  mais  avec  cette  condition  que  la  quantité  II  se 
change  en  II'  dans  une  certaine  étendue. 

On  voit  par  là  que,  dans  l'intégration  de  la  valeur  de  dâh  du  n°  37, 
on  peut  changer  à  volonté  les  quantités  X,  Y,  Z  en  leurs  analogues  X', 
Y',  Z',  et  rétablir  ensuite  celles-là  à  la  place  de  celles-ci,  pourvu  qu'on 
ajoute  en  même  temps  à  la  valeur  finie  de  âh  la  quantité  p.H"  —  /xH',  qui 
est  la  différence  des  deux  valeurs  de  p.H,  dont  l'une  (j.H'  se  rapporte  au 
point  où  X,  Y,  Z  se  changent  en  X',  Y',  Z',  et  dont  l'autre  ;xH"  se  rap- 
porte au  point  où  X',  Y',  Z'  redeviennent  X,  Y,  Z. 

On  fera  le  même  raisonnement  sur  chacune  des  autres  formules  du 
n°  37,  et  l'on  tirera  des  conclusions  semblables.  Ainsi,  dans  l'intégration 
de  la  valeur  de  dàa,  on  pourra,  pour  un  certain  espace  à  volonté,  chan- 
ger X,  Y,  Z  en  X',  Y',  Z',  pourvu  qu'on  ajoute  ensuite  à  la  valeur  finie 

58. 
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de  àa  l'excès  de  la  valeur  de  p. A  qui  répond  à  la  fin  de  cet  espace  sur  la 
valeur  de  jjlA  qui  répond  au  commencement  du  même  espace,  etc. 

Et,  si  l'on  voulait  substituer  à  plusieurs  reprises  les  quantités  X', 
Y',  Z'  à  la  place  de  X,  Y,  Z,  on  ferait  la  même  opération  pour  chaque 
nouvelle  substitution. 

41.  Une  des  déterminations  les  plus  importantes  de  la  Théorie  des 
perturbations  des  comètes  est  celle  de  l'altération  du  temps  périodique. 
Rien  n'est  plus  facile  que  de  trouver  cette  altération  par  le  moyen  de  la 
formule  que  nous  avons  donnée  (n°  38)  pour  l'anomalie  moyenne  dans 
l'orbite  troublée.  En  effet,  6  exprimant,  en  général,  l'anomalie  moyenne 
dans  l'orbite  non  altérée,  et  6 -h  <$Q  l'anomalie  moyenne  qui  a  lieu  en 
même  temps  dans  l'orbite  troublée,  on  aura,  pour  l'instant  du  périhélie 
dans  l'orbite  troublée,  Ô-)-d5  =  o;  d'où  5  = — 5$,  ou  (ce  qui  revient  au 
même),  6  =  36o°—  §6.  D'où  l'on  voit  que,  lorsque  la  comète  passera  au 
périhélie  dans  son  orbite  troublée,  une  comète  fictive,  qu'on  suppose- 
rait se  mouvoir  dans  l'orbite  non  altérée,  serait  encore  éloignée  de  son 
périhélie  de  la  quantité  qui  répond  à  l'anomalie  moyenne  §(5  dans  cette 
même  orbite.  Donc,  comme  on  a,  en  général  (n°  20), 


,=MV/îSi+5l 


i  étant  une  constante  dans  l'orbite  non  altérée,  si  l'on  dénote  par  Si  le 
temps  qui  répond  à  l'anomalie  âô  dans  cette  orbite,  on  aura 


•=>»>\TÏ. 


donc 


c'est  le  temps  dont  le  passage  au  périhélie  de  l'orbite  troublée  précé- 
dera le  passage  au  périhélie  de  l'orbite  non  altérée,  ce  temps  étant  ex- 
primé par  le  mouvement  moyen  du  Soleil  qui  y  répond  (numéro  cité). 
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Dénotons  par  86'  et  â6"  les  valeurs  de  86  qui  répondent  à  deux  péri- 
hélies consécutifs,  et  par  &t',  8f  les  valeurs  correspondantes  de  8t,  en 
sorte  que  l'on  ait 


/        n3         ...        ...  là? 

df=\/Tr. -00',      ôl"=\/ë-, 

y  8(i  -+-  m)  y  8(i  + 


soient  de  plus  t'  et  t"  les  temps  des  passages  par  les  deux  périhélies  con- 
sécutifs dans  l'orbite  non  altérée  :  on  aura,  pour  les  temps  de  ces  pas- 
sages dans  l'orbite  troublée,  t'—8t',  f—àf;  donc  la  différence  de  ces 
temps,  c'est-à-dire,  l'intervalle  de  temps  entre  deux  passages  consécu- 
tifs au  périhélie  de  l'orbite  troublée,  sera  t"  —  t' -\- âl' —  8t",  où  t"  —  ï 
est  le  même  intervalle  pour  l'orbite  non  altérée.  D'où  il  s'ensuit  que  la 
durée  de  la  révolution  anomalistique  dans  l'orbite  troublée  surpassera 
la  même  durée,  dans  l'orbite  non  altérée,  du  temps  exprimé  par 


ou  par 

■(30'- 


s/ 


8(i -h  m) 

c'est  l'altération  produite  par  les  perturbations. 

Il  faut  remarquer  que,  pour  avoir  les  valeurs  de  è6'  et  86",  il  fau- 
drait à  la  rigueur  supposer,  dans  86,  t  =  f—  8t',  t  =  t"  —  èt"\  mais, 
comme  nous  négligeons  les  carrés  et  les  produits  des  forces  perturba- 
trices, et  par  conséquent  aussi  de  toutes  les  quantités  résultant  de  ces 
forces,  il  suffira  d'y  faire  l  =  t'  et  t  =  t". 

Nous  venons  de  déterminer  l'altération  de  la  révolution  anomalis- 
tique de  la  comète;  si  l'on  voulait  avoir  l'altération  de  sa  révolution 
périodique,  il  faudrait  défalquer  de  l'altération  précédente  le  temps  dû 
au  changement  du  périhélie.  Or  nous  avons  vu  (n°  38)  que  le  périhélie 
de  l'orbite  troublée  est  plus  avancé  que  celui  de  l'orbite  non  altérée  de 

l'angle  8e  =  ^-\  donc,  si  l'on  dénote  par  8e'  et  8b"  les  valeurs  de  8s  qui 

répondent  à  l  =  t'  et  t  =  t",  on  aura  de"  —  8e  pour  l'angle  dont  le  péri- 
hélie de  l'orbite  troublée  aura  avancé  pendant  une  révolution;  ainsi  la 
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quantité  à  défalquer  de  l'altération  de  la  révolution  anomalistique, 
pour  avoir  celle  de  la  révolution  périodique,  sera  le  temps  qui  répond  à 
l'angle  ou  a  l'anomalie  vraie  de"—  8-.'. 

Pour  trouver  ce   temps,  on  pourra  employer  la  formule  différen- 
tielle (n°2t) 

,   r-do 

\fu.h{  i  -+-  m) 

en  taisant  dcp  =  as" —  8s'  et  r  égal  à  la  dislance  périhélie  dans  l'orbite 
non  altérée,  laquelle  est 


de  sorte  qu'on  aura,  pour  le  temps  cherché,  la  quantité 
I  ih   \  *     èe"  —  es' 

V  +  e)       V3.A(I-hW) 

Donc  la  durée  de  la  révolution  périodique  de  la  comète  dans  l'orbite 
troublée,  c'est-à-dire,  le  temps  qu'elle  mettra  à  faire  une  révolution 
entière  depuis  son  départ  du  périhélie  jusqu'à  ce  qu'elle  revienne  sur 
la  ligne  du  même  périhélie,  surpassera  le  temps  de  la  révolution  entière, 
dans  l'orbite  non  altérée,  de  la  quantité 


s/ 


ièd'-W)     '  2/l  v    oV'-ôV 


8(i+m  Vu-*/    Jih{i-^m) 

laquelle,  en  substituant  pour  âô'  et  89"  leurs  valeurs  déduites  de  la  for- 
mule du  n°  38,  et  dénotant  par  &a',  8i'  et  par  8a",  8i"  les  valeurs  de 
8a,  ai,  qui  répondent  à  t  =  l'  et  t  =  t",  se  réduit  à  celle-ci 


'   t"  oa" — I' 6a'  /       a3  ..„       , .,  /   2  fi   \s      ôê" — Se' 

ia  y  8[i-h  m) 


\jih(i 
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SECTION  QUATRIÈME. 

APPLICATION  DES  THÉORIES  PRÉCÉDENT  ES  AU  CALCUL  DES  PERTURBATIONS  DES 
COMÈTES,  ET  EN  PARTICULIER  AU  CALCUL  DES  PERTURBATIONS  DE  LA  COMÈTE 
DE  l532  ET  DE  l66l. 

42.  Cette  application  se  présente  d'elle-même;  il  ne  s'agit  que  de  trou- 
ver les  valeurs  des  quantités  fth,  Sa,  Bf,  $g,  iïb,  àc,  ai,  par  l'intégration 
des  formules  du  n°  37,  et  l'on  aura  immédiatement  les  altérations  des 
éléments  de  l'orbite  de  la  comète  dues  aux  perturbations  (n°  38);  mais 
la  grande  difficulté  consiste  dans  ces  intégrations,  lesquelles,  à  cause  de 
la  grande  excentricité  de  l'orbite  des  comètes,  ne  peuvent  s'exécuter, 
en  général,  par  aucune  méthode  connue  et  demandent  nécessairement 
des  quadratures  de  courbes  mécaniques. 

Nous  allons  proposer  les  moyens  qui  nous  paraissent  les  plus  propres 
pour  arriver  à  ce  but. 

Je  commence  par  substituer,  dans  les  équations  du  n°  37,  les  valeurs 
de  X,  Y,  Z  (n°  22),  lesquelles,  en  effectuant  les  différentiations  indi- 
quées, deviennent 

X  _  P3  +     R3    '  -      _  p3  +      R3     '  p3  +     R3    ' 

je  substitue  de  plus,  à  la  place  des  quantités  ce,  y,  z,  r,  dt,  leurs  valeurs 
exprimées  par  l'anomalie  excentrique  u,  parce  que  l'emploi  de  cette 
anomalie  rend  tout  à  la  fois  les  formules  plus  simples  et  plus  faciles  à 
calculer;  ces  valeurs  sont  (en  faisant  b  =  o,  c  =  o,  /=  e,  g  =  o,  par 
l'hypothèse  du  n°  25) 

x=-(cosm — f),    y=\fahsinu,     z  =  o     (n"26), 


r  —  -(i  —  fcosu),     dt=i/ —     — -relu     (nos20,  21). 
av        J  V  2(H-  m) 

Ces  substitutions  faites,  si  l'on  suppose,  pour  plus  de  simplicité, 


p3        R3  R3 
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on  aura  des  équations  de  la  forme  suivante 

[(,H)n-f-(/i)sT]f/«, 

[(A)II  -h{a)jn]clu, 

[(F)  n +  (/)»]  du, 

[(G)n  +  (g)o]'.rfB, 

[(B)n  +  (6)rô]d«, 

[(C)H  +(c)cj]dM, 

[(I)  II  -t-  (O  rajefo, 

dans  lesquelles  on  aura  les  valeurs  suivantes  des  quantités  (H),  (h), 
(A),  (a),... 

;H)=v/«/'(j^  —  #*))'",     (A)  =  o, 

.  / a  y    ■              f—r              \       ,    s             a*f. 
=  a  I  -  £  sin  m  —  ^/«A  v)  cos  m  I ,     (a)  = —  r  sin  «, 

=  —  l/jj[(fr  +  x)£,-i-yn]y-h2\/ah  (y£  —  xin)cosu,     (/)=—  sjahry, 

=  \J  jj  [(/r+  ■r)  £  -+- jv)]^  -+■  a(j£  —  #»)  sin  m,      (g)  =  y'aA  rx, 


dàh  = 

f*       r 

H-  m  L 

dèa  = 

f*      r 

i  +  m  L 

dèf= 

i  +  »i  L 

dèg  = 

'"    r 

i  -+-  m  L 

dèb  = 

f*    r 

I+BiL 

dàc  —  - 

^     17 

.  -+-  m  L( 

rfâz  = 

p'    r 

i  -I-  m  L 

(F 


I)=3^/2(l-Hm)(A)-g4Gi+^(/"ZL4A)(F), 


fj*h  *y/ 


/yVA 
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Dans  ces  expressions,  j'ai  conservé,  pour  plus  de  simplicité,  les  lettres 
x,  y,  r  à  la  place  de  leurs  valeurs  en  sinw  et  cosm;  il  est  facile  de  les  y 
substituer  si  on  le  juge  à  propos. 

43.  Il  est  visible,  par  les  formules  précédentes,  que  les  quantités  (H), 
(h),  (A),  (a),...  sont  toutes  exprimées  par  des  fonctions  rationnelles  et 
entières  de  s'mu,  cosu,  |,  y,  Ç;  de  sorte  que,  si  l'on  pouvait  exprimer 

de  même  les  quantités  |,  vj,  Ç,  —  et  -^  par  des  fonctions  rationnelles  et 

entières  de  s'mu  et  cosw,  l'intégration  des  équations  différentielles  dont 
•il  s'agit  n'aurait  aucune  difficulté.  Voyons  quels  sont  les  obstacles  qui 
s'opposent  à  cette  réduction  dans  la  Théorie  des  comètes. 

On  se  rappellera  d'abord  que  les  quantités  Ç,  tj,  Ç  sont  les  trois  coor- 
données rectangles  du  lieu  de  la  planète  perturbatrice,  dont  la  masse 
est  fi,  que  p  est  son  rayon  vecteur,  et  R  la  distance  reetiligne  entre  le 
lieu  de  la  planète  et  le  lieu  de  la  comète  dans  l'orbite  non  altérée 
(n"s  2,  7);  on  se  rappellera  ensuite  que  nous  prenons  pour  le  plan  de 
projection  celui  de  l'orbite  non  altérée  de  la  comète,  et  pour  l'axe  des 
abscisses  la  ligne  du  périhélie  de  cette  orbite  (n°  25). 

Nommons  W  l'inclinaison  du  plan  de  l'orbite  de  la  planète  sur  le  plan 
de  l'orbite  non  altérée  de  la  comète,  et  12  la  longitude  du  nœud  ascen- 
dant de  l'orbite  de  la  planète,  comptée  sur  le  plan  de  l'orbite  de  la  co- 
mète depuis  le  périhélie  de  cette  orbite. 

Soit,  de  plus,  X  l'argument  de  latitude  de  la  planète,  c'est-à-dire,  la 
longitude  dans  son  orbite,  moins  la  longitude  de  son  nœud  avec  l'orbite 
de  la  comète. 

Il  est  facile  de  comprendre  que  l'on  aura  pour  if,  vj,  Ç  des  expressions 
semblables  à  celles  de  x,  y,  z  du  n°  19,  en  y  changeant  r  en  p,  w  en  12, 
ty  en  W  et  <p  —  a  en  X;  on  aura  donc  ainsi 

\  =  p(coslî  cos>.  —  sinQ  cosYsinX), 

ï)  =  p(sinlî  cosX  -f-cosQ  cos^FsinV), 

Ç  =  p  sinYsinX. 
VI  59 
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Or  on  sait  que  dans  les  orbites  des  planètes,  à  cause  de  la  petitesse  de 
leur  excentricité,  on  peut  exprimer  tant  l'équation  du  centre  que  le 
rayon  vecteur  par  des  suites  très-convergentes,  qui  procèdent  suivant 
les  sinus  et  cosinus  de  l'anomalie  moyenne  et  de  ses  multiples  (on  trouve 
ces  suites  développées  d'après  les  principales  Tables  astronomiques , 
dans  le  premier  volume  du  Recueil  des  Tables,  publié  par  l'Académie  de 
Berlin];  on  pourra  donc  représenter  par  de  semblables  séries  les  valeurs 

de  S,,  vj,  Ç  et  de  —  pour  chaque  planète,  et  il  n'y  aura  plus  qu'à  expri- 
mer l'anomalie  moyenne  de  la  planète  par  l'anomalie  excentrique  u  de 
la  comète. 

Pour  faire  cette  réduction,  soient  a.  le  grand  axe  de  l'orbite  de  la  pla- 
nète, et  M  son  anomalie  moyenne  comptée  à  l'ordinaire  depuis  l'aphé- 
lie; soit,  de  plus,  T  la  valeur  de  l'anomalie  moyenne  9  de  la  comète  pour 
l'instant  du  passage  de  la  planète  par  l'aphélie;  il  est  visible  que  M  et 
9  —  T  seront  les  anomalies  contemporaines  de  la  planète  et  de  la  comète, 
lesquelles  doivent  être  entre  elles  en  raison  réciproque  de  la  durée  de 
leurs  révolutions,  et  par  conséquent,  par  les  Théorèmes  connus,  en  raison 
de  \/a*  :  sja*  ;  d'où  il  suit  qu'on  aura 


M  = 


la? 


où  il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  pour  9  sa  valeur  u  —  esinw  (n°  20). 
Comme,  dans  l'orbite  des  comètes,  l'excentricité  e  est  peu  différente 
de  l'unité,  il  est  clair  que  les  sinus  et  cosinus  de  M  et  de  ses  multiples  ne 
sauraient  s'exprimer  par  de  simples  sinus  et  cosinus  de  u  et  de  ses  mul- 
tiples; par  conséquent,  il  est  impossible  d'exprimer,  en  général,  g,  >j,  Ç 

et  —  par  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  sinw  et  de  cosu.  C'est 

p3      1 

la  première  difficulté  qui  s'oppose  à  l'intégration  des  équations  du  nu- 
méro précédent. 

La  seconde  difficulté  vient  du  dénominateur  irrationnel  R3;  en  effet  il 
est  d'abord  impossible,  par  la  raison  précédente,  de  réduire  l'expression 
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rationnelle  de  R2,  laquelle  est  (nu  2),  z  étant  =  o, 

R2=  r2—  2  (.ri;  -hyn)  +  p2, 

à  une  fonction  rationnelle  de  sinu  et  cosw;  à  plus  forte  raison  le  sera-t-il 
d'y  réduire  la  quantité  irrationnelle  et  rompue  -r— 

44.  On  est  donc  forcé,  dans  la  Théorie  des  comètes,  de  renoncer  à 
l'avantage  de  parvenir  à  des  formules  analytiques  qui  expriment  les  iné- 
galités de  leur  mouvement  pour  un  temps  quelconque,  telles  que  celles 
que  l'on  trouve  pour  les  inégalités  îles  planètes,  et  la  seule  ressource 
qui  reste  est  de  déterminer  ces  inégalités  par  parties,  en  partageant 
l'orbite  de  la  comète  en  différentes  portions,  et  calculant  séparément 
l'effet  des  perturbations  pour  chacune  de  ces  portions. 

En  effet,  tant  que  l'angle  6  \f —3  ne  sera  pas  trop  grand,  on  pourra 

exprimer  son  sinus  et  son  cosinus  par  les  séries  connues  qui  procèdent 
suivant  les  puissances  de  l'arc,  et  par  là  on  remédiera  au  premier  incon- 
vénient. 

Ensuite  on  observera  que,  tant  que  le  rayon  r  de  la  comète  sera  beau- 
coup moindre  que  le  rayon  p  de  la  planète  perturbatrice,  et  que,  par 
conséquent,  x  et  y  seront  moindres  que  p,  on  pourra  réduire  la  quan- 
tité -^  en  une  série  convergente,  en  prenant  —  pour  le  premier  terme. 

De  cette  manière,  on  pourra  donc  intégrer  les  valeurs  de  ddh,  diïa,... 
du  n°  42,  depuis  le  périhélie  de  l'orbite  de  la  comète  jusqu'à  un  point 

de  cette  orbite  dans  lequel    6  i/  —3  et  -  soient  des  quantités  encore 

assez  petites. 

Soit  maintenant  u!  l'anomalie  excentrique  qui  répond  à  ce  point;  on 
fera,  en  général,  u  =  u'-\-.v,  et,  tant  que  l'angle  v  sera  assez  petit,  on 
pourra  mettre  les  quantités  à  intégrer  sous  la  forme  rationnelle 

(L  +  Mu  +  Nu-+...)A; 

59. 
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on  intégrera  donc  derechef  depuis  u  =  u!  jusqu'à  u  =  u",  en  supposant 
l'arc  u" —  u'  assez  petit,  et  ainsi  de  suite. 

45.  On  peut  faciliter  beaucoup  ce  calcul  par  la  méthode  connue  des 
courbes  paraboliques;  mais,  pour  pouvoir  employer  cette  méthode  en 
toute  sûreté,  il  faut  que  les  quantités  qu'on  veut  exprimer  par  des  for- 
mules paraboliques  ne  souffrent  pas  de  trop  grandes  ni  de  trop  fré- 
quentes irrégularités;  autrement  il  arriverait  que,  parmi  les  coefficients 
de  la  série  parabolique,  il  s'en  trouverait  de  très-grands,  ce  qui  dimi- 
nuerait la  convergence  de  la  série  et  obligerait  à  la  pousser  à  un  grand 
nombre  de  termes.  Il  est  donc  nécessaire  d'examiner  à  priori  la  nature 
des  quantités  auxquelles  on  veut  appliquer  la  méthode  des  courbes  pa- 
raboliques. 

De  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  n°  43,  il  s'ensuit  que  les  différentes 

quantités  (H),  (h),  (A),  (a),...,  ainsi  que  les  quantités  —  etR2,  peuvent 

r 

être  exprimées  par  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  sinus  et  de 
cosinus  des  angles  u  et  ôy— >  c'est-à-dire,  de  l'anomalie  excentrique 

de  la  comète  et  du  mouvement  moyen  correspondant  de  la  planète; 
donc,  si  l'on  suppose  que  ces  deux  angles  varient  en  même  temps  des 
angles  contemporains  fi  et  y,  chacune  des  quantités  dont  il  s'agit  pourra 
être  représentée,  pendant  ces  variations,  par  une  formule  algébrique  de 

!a  forme 

L  +  M(3  +  Ny  +  0(3'+  P(3y  +  Qy2  +  . . ., 

dans  laquelle  les  quantités  L,  M,  N,...  seront  toutes  aussi  des  fonctions 
rationnelles  et  entières  de  sinw,  cosw,    s'mO  \/—  ■>     cos(5  \/ —  ■     Or 

V    a  Va 

6  —  u  —  e  s\nu;  donc,  faisant  croître  u  de  ]3  et  6  de  y  \/—: ;'  on  aura 
/«3  Y ,  ^  n       e  sinw  „„  j 

Si  donc  on  substitue  cette  valeur  de  y  dans  la  formule  précédente,  elle 
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prendra  cette  forme  plus  simple 

L-t-M(3-*-N[32+..., 

dans  laquelle  les  quantités  L,  M,  N,...  seront  pareillement  des  fonctions 

toutes  rationnelles  et  entières  de  sinu,  cosa,  sinS  \J —, ;•   cosS  w  —  ; 

en  sorte  que  ces  quantités  ne  pourront  jamais  augmenter  au  delà  d'un 
certain  terme.  Et  il  est  clair  que  la  formule  précédente,  n'étant  poussée 
que  jusqu'au  second  degré,  sera  exacte,  aux  quantités  près  des  ordres  de 
|33  et  de  y3. 

Il  semble  qu'il  faudrait  faire  une  exception  à  l'égard  des  quantités  (I) 
et  (i)  qui  contiennent  des  termes  multipliés  par  t,  et  qui  par  conséquent 

ne  sont  pas  uniquement  des  fonctions  de  sinus  et  cosinus  de  u  et  de  0  i/  — , 

mais  renferment  aussi  l'angle  même  u;  mais  il  est  facile  de  se  convaincre 
que  cette  circonstance  ne  peut  apporter  aucun  changement  à  la  conclu- 
sion précédente. 

Si  donc  on  dénoie,  en  général,  par  V  une  quelconque  des  quantités 
dont  il  s'agit,  et  que  V0,  V,,  V2  soient  les  valeurs  de  V  qui  répondent  à 

U  =  M0,       U  =  M,  =  u„  +  (3,       Il  =  «2  =  U,  -4-  (3, 

il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  démontrer  que,  pour  u  =  u,  -+-  nfi 
(n  étant  un  nombre  quelconque  compris  entre  zéro  et  i),  on  aura,  aux 
quantités  près  des  ordres  de  jS:l  et  de  y3, 

V=V, +V,n+V>,f 

formule  qui  pourra  servir  aussi  par  la  même  raison,  en  faisant  n  négatif 
depuis  zéro  jusqu'à  —  i . 

Or,  comme  V= V0  lorsque  n  =  —  i ,  et  V=V2  lorsque  n  =  i ,  on  aura 

V,  =  V,  —  V,  +  V" ,     V,  =  V,  -+■  V,  -l-  V"  ; 

d'où  l'on  tire 

v V„  V,  —  2  V,  -4-  v„ 

Y  _  12 il ,      y"  = 


46.  Cela  posé,  séparons,  dans  les  équations  différentielles  du  n°  42, 
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les  termes  divisés  par  R3  des  autres,  et  représentons,  en  général,  cha- 
cune de  ces  équations  par 

,  +  '"V      »v 

fi  étant  égal  à  i?2,  A  étant  une  des  quantités  §A,  $a,...,  V  étant  respec- 
tivement £51,  ^,.-.,  etU  étant  (A)  -  (H),  (a)  -  (A) 

Qu'on  calcule  les  valeurs  des  quantités  V,  U  et  fi  pour  trois  anomalies 
excentriques  u  =  u0,  «,,  u2,  dont  la  commune  différence  soit  j3,  et  qu'on 
marque  ces  valeurs  respectivement  par  V„,  U0»  #o;  V,,U(,  i?,;  V2,  U2,  fi2; 
qu'on  en  déduise  ensuite,  par  les  dernières  formules  du  numéro  précé- 
dent, les  valeurs  de  V\,  Y't,  ainsi  que  celles  de  \]\,  U",  R\,  i?",,  et  qu'on 
substitue  partout  dans  l'équation  précédente  u,  -+-  ]3n  à  la  place  de  a, 
on  aura  donc,  en  regardant  maintenant  «  comme  variable,  la  trans- 
formée 

JA  =  -J-f—  I  V,  +  V,  n  +  V,  ;i2  H ' ! — j  \  dn, 

l  +  m\  (iJ, +  #,«  +  /*>>)  V 

qui,  étant  intégrée  depuis  n  =  —  i  jusqu'à  n  =  i,  donnera,  aux  quan- 
tités près  de  l'ordre  de  f/.j33  et  de  uy3,  la  valeur  de  A  ou  plutôt  l'accrois- 
sement de  A,  depuis  l'anomalie  excentrique  u0  jusqu'à  l'anomalie 
u.2  —  u0-\-  2j3;  en  sorte  que,  désignant  par  A0  et  A2  les  valeurs  de  A  qui 
répondent  à  ces  deux  anomalies,  on  aura  A2  —  A0  égale  à  l'intégrale  du 
second  membre  de  cette  équation,  prise  depuis  «  =  —  i  jusqu'à  n  —  i. 
L'intégration  de  la  partie 

(V,  +  Yin  +  Yln')dn 

n'a  aucune  difficulté,  et  l'on  trouve  sur-le-champ  pour  l'intégrale  totale 

aV,  +}Y[. 

A  l'égard  de  l'autre  partie 

(J,  -+-  U.  n  -t-  U"  n2      . 

ï"  "n< 

(R,  -h  R',n-h  k'\n2)- 
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elle  dépend  de  la  quadrature  de  l'hyperbole  ou  du  cercle,  suivant  que 
R"t  est  une  quantité  positive  ou  négative. 

Pour  en  trouver  l'intégrale,  on  supposera  cette  différentielle  égale  à 

,  K  +  L/i  Md/i 


JE,  -+-  /T,  n  -h  R!\  n>       y/if,  -+-  if,  n  -+-  R'\  n- 

et  l'on  trouvera  par  la  comparaison  des  termes,  après  avoir  réduit  au 
même  dénominateur, 


iR" 


R.R'\—\R\2 
U,  R"  -  |U',  R\  -  U",  (r,  -  -^ 


M=5; 


if,  R",  -    \ ;R\2 

K 

or  l'intégrale  de  la  première  partie  est  évidemment 

K  +  Lre 


y/if,  -t-  R\  n  +  R'\  n' 


et  celle  de  la  seconde  est,  en  faisant,  pour  abréarer,  ^    ',  ,v  '    ,.„ — - —  =  N, 


M     ,      i  +  N  s/R\ 
Ios- 


t.s[R\      °i  — Ny/i?; 
si  if",  est  positif;  mais  si  R\  est  négatif,  cette  intégrale  devient 
M 


if, 


arc  tang(N  \J—  R\  ). 


On  fera  maintenant  dans  ces  formules  n  =  i  et  «  =  —  i ,  et  l'on  retran- 
chera la  seconde  valeur  de  la  première  pour  avoir  l'intégrale  complète  ;  or, 
en  faisant  n=i,  la  quantité  sous  le  signe  \f  devient  R,-t-R'1  +  .fl"1  =  i?2, 
et,  en  faisant  n  = — i,  elle  devient  R, —  R"^  R"t  =  R0.  Donc  la  valeur 
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complète  de  l'intégrale  de  la  différentielle  dont  il  s'agit  sera  représentée 

par 

K+L        K-L  M 


\M2  \Jfio  2  y'rt  if, 

en  faisant 

P  =  lOg  - — ! ' Y  —  log  ^— ! ' V,  ': 

ÏK,  ■+-  R[  -  JR,  R'[  fi?,  -f-  R",  -  s/Ro  R", 

si  R'\  est  positif,  ou  bien 


J—  R,  R\  J—  fl„  A" 

P  =  arc  tang  \      +  ^„'  —  arc  tang  1^  +iy>  ' 

si  if,  est  négatif. 

Donc  enfin  on  aura,  aux  quantités  près  des  ordres  de  p.p3  et  |xy3, 

«S     /   ,„       .,„       K  +  L        K-L  MP 


47.   Il  n'y  a  que  deux  cas  où  la  formule  précédente  ne  puisse  pas 
servir  :  l'un  est  celui  de  R"i  =  o,  et  l'autre  celui  de  R,  /?"  —  \R'?  =  o. 
Soit  :  i°  R\  =  o;  on  aura  à  intégrer  cette  différentielle 

U,  -+-  U',  n  -i  U"  n-    , 

3 ""> 

et,  supposant  son  intégrale  de  la  forme 

K  +  Ljh-Mw2 


on  trouvera  par  la  différentiation  et  par  la  comparaison  des  termes 

aU,       4\1\R,        iBU",^2 

TÔT' 


k  = 

#, 

-4-  J 

A",2 

L  = 

aU, 

8U" 
3/î 

■fi, 

M  = 

air; 

Complétant  donc  cette  intégrale  de  la  manière  que  nous  l'avons  dit, 
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on  aura,  à  la  place  cfe  la  dernière  équation  du  numéro  précédent,  celle-ci 

a,    x-  ^  (~y  ■  2r  ■  K+L+M    k-l  +  m 

Soit  :  20  R,  R'\  —  \R'f  —  o;  dans  ce  cas,  la  quantité  R,  -+-  U^  ■+■  R\n- 

deviendra  - — ' — ~ — —  >  et  l'on  aura  à  intégrer  cette  différentielle  ration- 
nelle 

(U,  +  U>-f-  U>*)fif  . 
(fi.+  ffi»3 **' 

qu'on  supposera  égale  à 

ni/  i      K  +  Ln  Mrf/i 


(i?,  -+-  |fi»2        fi.+i-fi',  «/' 

ce  qui  donnera,  en  réduisant  au  même  dénominateur  et  comparant  les 
termes, 


U, 

ail, 

fi, 

K  — 

K 

fi' 

3 

L  = 

-fi', 

-t- 

su'; 

R', 

iJ, 

M  = 

4U", 

iî', 


Intégrant  donc  et  complétant  dûment  l'intégrale,  on  trouvera,  pour  le 
cas  dont  il  s'agit,  l'équation 

a        a  f-P     r   xr        >u>       /K  +  L       K-L\     ,—       frLfff,      /U 

48.  Ayant  trouvé  ainsi  la  valeur  de  A2— A0  pour  une  portion  d'ano- 
malie excentrique  u3  —  u0,  on  trouvera  de  même  la  valeur  de  A4  —  A, 
pour  une  portion  suivante  d'anomalie  ut  —  u2,  et  ainsi  de  suite;  et  ces 
différentes  valeurs  seront  exactes,  aux  quantités  près  de  l'ordre  de  p./33 

et  fJty  ,  p  étant  = ?   — - — >  •  •  •  »   et  y  étant  la  partie  correspon- 
dante de  l'anomalie  moyenne  de  la  planète.  Ajoutant  donc  successive- 
VI.  6o 
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ment  ces  valeurs  ensemble,  on  aura  la  valeur  totale  de  Aç  —  A0  répon- 
dant à  une  anomalie  excentrique  quelconque  u^  —  u0;  et,  faisant 
Mç  —  u0  =  .%o°,  on  aura  la  valeur  de  Az  —  A0,  c'est-à-dire,  l'accroisse- 
ment de  la  quantité  A  pour  une  révolution  entière  de  la  comète. 

Au  reste  il  est  bon  de  remarquer  que  les  formules  précédentes  ne 
doivent  proprement  être  employées  que  pour  les  parties  de  l'anomalie 
excentrique  relativement  auxquelles  la  quantité  R  sera  assez  petite  et 
du  même  ordre  que  les  différences  finies  R',  R",  ce  qui  arrivera  vers  les 
minimum  de  distance  entre  la  comète  et  la  planète;  dans  ces  cas,  les 
formules  dont  il  s'agit  ne  sont  sujettes  à  aucun  inconvénient,  et  résol- 
vent le  Problème  avec  toute  l'exactitude  qu'on  peut  désirer;  au  lieu  que 
la  méthode  ordinaire  des  quadratures  par  les  lignes  paraboliques  serait 

trop  inexacte,  a  cause  que  les  valeurs  de  — r  seront  fort  grandes  et  que 

R* 
leurs  différences  seront  fort  inégales. 

Dans  tout  autre  cas,  c'est-à-dire,  lorsque  la  distance  entre  la  comète 

et  la  planète  sera  assez  grande  et  que  les  variations  de  cette  dislance 

seront  fort  régulières,  on  emploiera  avec  succès  la  méthode  ordinaire, 

tant  pour  intégrer  la  partie  Ydu  que  pour  intégrer  l'autre  partie  — —  ; 

R1 
et,  comme  cette  méthode  est  très-connue  et  très  en  usage  parmi  les 
Géomètres,  nous  ne  croyons  pas  devoir  nous  arrêter  ici  à  l'expliquer; 
les  Ouvrages  de  Cotes  et  de  Stirling  renferment  tout  ce  que  l'on  peut 
désirer  sur  ce  sujet. 

49.  Quoiqu'on  puisse,  au  moyen  de  ces  différentes  méthodes,  calculer 
les  variations  des  quantités  A  pour  telles  portions  de  l'orbite  qu'on  vou- 
dra, il  ne  sera  cependant  nécessaire  de  les  employer  que  pour  la  partie 
inférieure  de  l'orbite,  dans  laquelle  la  distance  de  la  comète  au  Soleil 
sera  moindre  ou  ne  sera  pas  beaucoup  plus  grande  que  la  distance  de  la 
planète  au  Soleil;  car  pour  la  partie  supérieure  de  l'orbite,  dans  laquelle 
la  distance  de  la  comète  au  Soleil  surpassera  de  beaucoup  la  distance  de 
la  planète  au  Soleil,  il  sera  bien  plus  avantageux  d'employer  la  méthode 
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des  nos  39  et  suivants,  laquelle  abrège  et  simplifie  considérablement  le 
calcul  des  perturbations  dans  cette  partie. 

Pour  faire  usage  de  cette  méthode,  il  ne  s'agit  que  de  substituer  dans 
les  équations  du  n°  37,  à  la  place  des  valeurs  de  X,  Y,  Z  qu'on  a  em- 
ployées dans  le  n°  4-2,  celles  de  X',  Y',  Z  (n°  39);  or  nous  avons  déjà 

remarqué  dans  le  n°  13  que  la  quantité  ^  n'est  autre  chose  que  les  deux 
premiers  termes  de  la  quantité  -^  réduite  en  série  ascendante  par  rap- 
port aux  quantités  §,  vj,  Ç;  donc,  comme  (n°  2) 

R2=  r2  —  2  (.ri;  -f-  yt\  -+-  z'Ç)  -+-  p2, 

p2  étant  égal  àf +i52  +  Ç2,  on  aura,  par  la  formule  connue, 

i    _  i        .r%-\-m-t-z'Ç         p2         3{x£-hyy^-z'Ç)3       'i[.v^,-i-yri-hz'C,)p2       5(JcZ,-t-fri-t-zZ,y 
R       r  r'  ir3  2/-s  iri  ir1 

donc 

i         i        x\  +  rri  -+-  z'Ç 
S        r  r3 

et  par  conséquent 

l i_  _   f_ 3(,rg  +/71  +  z'Ç)1       3(.rg-t-jy)  +  zg)p2  _  5(x£-+-fn  -J-z'Ç)s 

S        R        2r3  2r5  2fs  ar' 

On  différentiera  maintenant  cette  quantité  en  faisant  varier  seule- 
ment x,  y,  z,  et  les  coefficients  de  dx,  dy,  dz  seront  les  valeurs  de  X', 
Y',  Z';  donc,  en  supposant,  pour  abréger, 

3p2        i^[x\^-yr,^-z'Ç)-        i5(x'£,-±-yin  -+-z'Ç)  p2        35(x%  -4-  yrt  -+-  z'Ç)3 

2/,5  2r7  2r7  2r9 

_  _  3{x'£-hyn  +  z'Ç)  +  V  _  i5(x'E,+yy-hzÇ)2  + 
/•5  2fs  2r' 

on  trouvera 

X' =  IT  £  +  cj' #,      Y'  =  1I'ï) +ro'j,     Z' =  ïl'Ç -h  rz' z. 

6o. 
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En  comparant  ces  expressions  de  X',  Y',  Z'  avec  celles  de  X,  Y,  Z  du 
n°  42,  il  est  visible  qu'elles  n'en  diffèrent  qu'en  ce  que  les  quantités  II 
et  5T  se  trouvent  changées  en  II'  et  zs1 .  D'où  il  est  aisé  de  conclure  que, 
par  la  substitution  dont  il  s'agit,  on  aura  les  mêmes  équations  différen- 
tielles que  dans  le  n°  4-2,  en  y  changeant  seulement  II  et  zs  en  II'  et  zs' '. 
Il  n'y  aura  donc  qu'à  employer  dans  les  équations  du  n°  42,  à  la  place 
de  II  et  zs,  les  quantités  n'  et  zs';  et  l'on  pourra  continuer  à  les  employer 
pour  telle  portion  de  l'orbite  qu'on  voudra  et  reprendre  ensuite  les  pre- 
mières quantités,  pourvu  qu'on  ajoute  aux  valeurs  totales  de  àh,  Sa,... 
les  quantités  respectives  |x(H"  —  H'),  jx(A"  —  A'),...;  H',  A',...  étant  les 
valeurs  de  H,  A,...  du  n°  39  qui  répondent  au  point  de  l'orbite  où  l'on 
change  n,  zs  en  II',  zs';  et  H",  A", .  . .  étant  les  valeurs  des  mêmes  quan- 
tités pour  le  point  où  l'on  reprendra  II  et  zs  à  la  place  de  II'  etzs'  (n°  40). 

50.  Le  grand  avantage  de  la  transformation  précédente  consiste  en 
ce  que  les  quantités  n'  et  zs' ,  qu'on  substitue  à  la  place  de  II  et  zs,  de- 
viennent très-petites  lorsque  la  distance  r  de  la  comète  au  Soleil  est 
beaucoup  plus  grande  que  la  distance  p  de  la  planète  au  Soleil,  ce  qui  est 
visible  par  les  expressions  des  quantités  1T  et  zs'  (numéro  précédent); 
tandis  que  la  valeur  de  n  (n°  42)  demeure  toujours  finie,  quel  que  soit 

l'éloignement  de  la  comète,  à  cause  du  terme  — >  qui  ne  dépend  que  de 

la  distance  de  la  planète  au  Soleil,  et  qui  est  l'effet  de  l'action  de  la  pla- 
nète sur  le  Soleil. 

Or,  si  l'on  considère  que  l'on  a,  en  général, 

(x-  -+-  j2  +  z')  [l2  -+-  ï]!  -+-  'C) 

=  (xl+yn-h  z'Ç)2  +  (xn  —  j£)2  ■+(#?  —  z£)2-+-  (jÇ—  z-i\'f, 

et  que,  par  conséquent,  sc'£,  -+-  y  y  -+-  sÇ  est  toujours  nécessairement  renr 
fermé  entre  -+-  rp  et  —  rp,  on  verra  que  le  premier  terme  de  la  quan- 
tité II'  sera  de  l'ordre  de  —^  et  les  deux  autres  de  l'ordre  de  —  ;  et  que 

les  deux  premiers  termes  de  zs'  seront  de  l'ordre  de  —  »  et  les  deux  sui- 
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vants  de  l'ordre  de  —e,  et  ainsi  de  suite.  Donc,  lorsque  r  est  assez  grand 
vis-à-vis  de  p,  en  sorte  que  -j^  diffère  peu  de  —  ■>  le  rapport  de  II'  à  II  sera 
de  l'ordre  de  —■>  et  celui  de  zs'  à  zs  de  l'ordre  de  —,■>  la  quantité  zs  étant 
déjà  elle-même  très-petite  de  l'ordre  de  —  • 

Donc,  lorsque  £  sera  devenu  ,  ou  -,•>  on  pourra,  du  moins  dans  la 

première  approximation,  négliger  les  quantités  II'  et  et'  comme  nulles: 
ou,  si  l'on  veut  absolument  y  avoir  égard,  il  suffira  d'y  tenir  compte  des 
premiers  termes.  Dans  ce  cas,  on  pourra  en  toute  sûreté  employer  la 
méthode  ordinaire  des  quadratures  mécaniques  pour  intégrer  les  quan- 
tités ddh,  diïa,. ..;  mais  on  pourra  aussi  les  intégrer  analytiquement, 
du  moins  par  approximation;  c'est  ce  que  nous  allons  faire  voir. 

51.  Pour  cet  effet,  on  commencera  par  remettre  dans  les  expressions 
des  quantités  (H),  (A),  (A),  (a),...  du  n°  42,  à  la  place  de  cosw  et  sinw, 
leurs  valeurs  en  x  et  y,  savoir 

cosm= h  f ,     sin  «=-==; 

moyennant  quoi  ces  quantités  deviendront  des  fonctions  rationnelles  et 
entières  de  ce, y,  r  et  de  £,  ri,  'Ç,  dans  lesquelles  les  quantités  x,  y,  r  ne 
passeront  pas  la  seconde  dimension,  excepté  les  expressions  de  (I)  et 
de  (i),  où  ces  quantités  monteront  à  la  quatrième  dimension;  mais  je 
remarque,  à  l'égard  de  l'expression  de(I),  qu'on  y  peut  réduire  les 
dimensions  de  x,y,  r  à  la  troisième.  En  effet  il  est  visible  que  les  termes 
qui,  dans  cette  expression,  peuvent  donner  des  dimensions  de  x,  y,  r 
plus  hautes  que  la  troisième,  sont  ceux-ci 

o  ii  2  /  VIT 

;(G)  +  -^=(F), 


fs/a3h  i  \j 'ah3 

autant  que  les  valeurs  de  (F)  et  (G)  contiennent  x,  y,  r,  élevées  à  la 
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seconde  dimension.  Or,  en  faisant,  pour  un  moment, 


S/: 


h  L(fr  +  x)  l  ■+- .'"ïl )]  =  s>  ^ —  x'n  —  Y' 

on  a 


donc  les  termes  en  question  seront 

ir^x         fr"-x\-,       l      ir2  y       Q.fyx'\ 

Maintenant,  à  cause  que  nous  prenons  le  grand  axe  de  l'orbite  pour 
celui  des  abscisses  a?,  et  que  e=/(n°  25),  on  aura  (n°  18) 


donc,  substituant  cette  valeur  de  j  dans  le  coefficient  de  H,  il  deviendra 
2i'-x  -2X     I         r-        .  \ w(r — II) 

et,  substituant  la  valeur  de  x2  dans  le  coefficient  de  Y,  il  deviendra 

a/*2r       2/-2j       8(/i  —  r)y 8{à —  r)y 

~  Jàh    +  Jah  fa  fa 

Donc,  puisque  S  et  Y  ne  contiennent  que  la  première  dimension 
de  x,  y,  r,  il  s'ensuit  que  les  termes  dont  il  s'agit  de  l'expression  de  (I), 
lesquels  paraissent,  au  premier  aspect,  devoir  contenir  la  quatrième 
dimension  de  ces  quantités,  n'en  contiendront  réellement  que  la  troi- 
sième. 

Cela  supposé,  on  mettra,  tant  dans  les  expressions  de  (H),  (h),  (A), 
(a),...  du  numéro  cité  que  dans  celles  de  II'  et  ts'  du  n°48,  à  la  place 
de  a?  et  y.  les  valeurs  rcosy,  rsin<p  (n°  18),  <p  étant  l'anomalie  vraie  de 
la  comète  dans  son  orbite  non  altérée;  on  verra  : 

itP  Que  les  expressions  de  (H),  (A),  (A),  (a),...  deviendront  des  fonc- 
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lions  rationnelles  et  entières  de  £,  n,  Ç  et  de  sin<p,  cos<p  et  r,  dans  les- 
quelles r  ne  montera  au  plus  qu'au  second  degré,  à  l'exception  des 
quantités  (I)  et  (i),  dont  la  première  contiendra  r3,  et  dont  la  seconde 
contiendra  r'; 

20  Que  les  expressions  de  W  et  ts'  deviendront,  à  cause  de  z  =  o, 

_  3 ( H  cos o  -+-  r,  sin o )       3p2— 2(Hcos's +  r,  sintp )2 


i5(?cos«  -i-ïisin^)2       —  i5(£cos<o  -+-  *i  sintp) p2-i-  35(?cos»  -t-  «sin») 


On  substituera  maintenant  ces  valeurs  de  (H),  (h),  (A),  (a),...  dans  les 
expressions  des  différentielles  d<Hh,  dda,  dâf,. ..  du  n°  42,  et  l'on  y  met- 
tra, à  la  place  de  IT  et  -a,  les  valeurs  précédentes  de  II'  et  -m'  ;  enfin  on 

mettra  pour  du  sa  valeur  '-==z  déduite  de  l'équation  (n°  21  ) 


,               r2d(D                  /        a  , 

dt  —  '    —  =  \  /  —. r  /'  du. 

\jili{i  +  rn)        V  ai1"1-  m) 

52.  11  est  aisé  de  voir  que,  par  ces  différentes  substitutions,  les  va- 
leurs des  différentielles  d iïh,  d8a,  dâf,.,.  du  n°  42  se  trouveront  com- 
posées de  différents  termes  de  la  forme 

2  cos"' <p  sin"<p  dy 


m,  n,  p  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  zéro,  et  I  étant  une  fonc- 
tion rationnelle  et  entière  de  5,  vj,  Ç;  j'en  excepte  seulement  les  termes 
de  la  valeur  de  ddi,  qui  seront  multipliés  par  l'angle  t,  et  que  nous  exami- 
nerons plus  bas.  Et  il  n'est  pas  difficile  de  prouver  que  m  -+-  n  -\-p  ne 
sera  pas  >  5  pour  les  premiers  termes  de  ts'  et  IT,  ni  >  7  pour  les  termes 
suivants,  et  ainsi  du  reste. 
Or  (n°18) 

2,  h 
r= 7i 5 

I  -h/COSq* 

à  cause  de  e  =/;  donc,  si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  la  formule 
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précédente,  on  n'aura  dans  les  valeurs  de  dàh,  dàa,  dâf,...  que  des 
termes  de  cette  forme  2  cos^ip  sinv  d<p,  y.  et  v  étant  des  nombres  entiers 
positifs,  tels  que  ji  +  v  non  >  5  pour  les  premiers  termes  de  W  etts', 
ni  >  7  pour  les  termes  suivants;  j'excepte  toujours  les  termes  affectés 
de  t  dans  la  valeur  de  dài  (voir  ci-après  le  n°  56). 

Qu'on  substitue  maintenant  dans  2,  à  la  place  de^,  yj,  Ç,  leurs  valeurs 

en  sinus  et  cosinus  de  6  y—,  (n°  43);  et  pour  cela  on  remarquera  que, 

à  cause  de  la  petitesse  des  quantités  II'  et  zs',  on  peut  sans  scrupule  né- 
gliger l'effet  de  l'excentricité  de  la  planète,  et  faire  simplement 


p=-,      X  =  M-A  =  (0  — TH/--A, 
1  2  y    a3 

en  dénotant  par  A  l'anomalie  vraie  de  la  planète  qui  répond  au  nœud 
ascendant  de  son  orbite  sur  l'orbite  non  altérée  de  la  comète;  mais,  si 
l'on  voulait  absolument  avoir  égard  à  l'excentricité  de  l'orbite  de  la  pla- 
nète, il  n'y  aurait  qu'à  ajouter  aux  valeurs  moyennes  de  p  et  de  X  les  iné- 
galités du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude  de  la  planète,  inégalités  dont 
les  premières  sont  représentées  par  une  suite  très-convergente  de  termes 
qui  procèdent  suivant  les  cosinus  de  M,  2M,...,  et  dont  les  autres  sont 
représentées  par  une  semblable  suite,  mais  qui  procède  suivant  les 
sinus  des  mêmes  angles.  (Voir\es  pages 6  et  8  des  Tables  astronomiques 
de  Berlin,  où  a  dénote  l'anomalie  moyenne  que  nous  désignons  ici 
par  M.) 

Ces  substitutions  rendront  la  quantité  2  de  la  forme 

A  -4-  R  sinu  -l-  Ccosu  -+-  Dsinau  ■+-..., 

les  coefficients  A,  B,  C,...  étant  constants,  et  l'angle  u  étant  =  0  y  —  • 

Ainsi  les  valeurs  des  différentielles  dèh,  dâa,...  se  trouveront  com- 
posées de  deux  sortes  de  termes:  les  uns  indépendants  de  l'angle  u,  c'est- 
à-dire,  du  mouvement  moyen  de  la  planète,  les  autres  affectés  des  sinus 
ou  cosinus  de  cet  angle  ou  de  ses  multiples. 
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53.  A  l'égard  des  termes  de  la  première  espèce,  il  est  clair  qu'ils  se- 
ront de  la  forme 

cos^ç  sin'cp  d<p, 

et  par  conséquent  tous  intégrables,  \j.  et  y  étant,  par  l'hypothèse,  des 
nombres  entiers  positifs. 

Quant  à  ceux  de  l'autre  espèce,  ils  seront  évidemment  de  la  forme 

cos^cpsin^  sinNu  e?<p,     ou     oos^<p  sin'cp  cosNu  ety, 

N  étant  un  nombre  entier.  Ces  termes  ne  sont  intégrables  par  aucune 
méthode  connue;  mais  nous  allons  faire  voir  que,  dans  la  partie  supé- 
rieure de  l'orbite  de  la  comète,  à  laquelle  est  destinée  la  méthode  que 
nous  exposons,  ces  termes  seront  considérablement  plus  petits  que  les 
précédents;  en  sorte  qu'on  pourra  le  plus  souvent  les  négliger  sans 
scrupule. 

Pour  cet  effet,  je  remarque  que 


du  =  de 


\A 


mais  (n°  20: 


et  (n°21 


donc 


.,  /8(i-t-m)    , 

d9=y-Lir-ldt' 

dt-    r'd*  -. 

\^2h{i  ■+■  m) 


2r2dcp  du\Ja.3h 

du  = -i     et  de  la     acp  =  — — — 


y'a'A 


Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  rf<p  dans  les  termes  dont  il  s'agit,  et 
qu'on  fasse,  pour  abréger, 

, — r  cos^co  sinvs        , 

ils  deviendront 

—  Oe/cosNu,     $rfsinNv, 

dont  l'intégrale  est 

—  $cosNu+  /  cosNucfà»,     OsinNu—  /  sinNu</<!>. 
VI.  6i 
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Les  expressions  I  cosNu  cfà>  et  I  sinNuc?$  représentent,  comme  l'on 

voit,  les  aires  des  courbes  qui  auraient  $  pour  abscisse  et  cosNu  ou 
sinNy  pour  ordonnée;  et  il  est  facile  de  concevoir  que  l'aire  totale  de 
chacune  de  ces  courbes  sera  toujours  moindre  (abstraction  faite  du  signe) 
que  le  produit  de  l'abscisse  totale  par  la  plus  grande  ordonnée,  laquelle 
est  égale  à  i  ;  de  sorte  que,  dénotant  par  ($)  cette  abscisse  totale,  on 
aura  ±  (0)  pour  les  deux  limites  entre  lesquelles  seront  nécessairement 

renfermées  les  aires  /  cosNu  c?$  et    I  sinNuefâ>. 

Or,  dans  la  partie  supérieure  de  l'orbite,  la  distance  ràe  la  comète  au 

Soleil  est  supposée  beaucoup  plus  grande  que  la  distance  moyenne  -  de 

la  planète  au  Soleil;  de  plus  la  distance  périhélie ,  égale  à  A  à  très- 
peu  près,  est  dans  la  plupart  des  comètes,  et  surtout  dans  celles  dont  on 
attend  le  retour,  moindre  que  l'unité,  distance  moyenne  de  la  Terre  au 

Soleil;  de  sorte  que  la  quantité  ^  2  sera  nécessairement  fort  petite.  Par 
conséquent  les  quantités  $  et  (0)  seront  beaucoup  plus  petites,  généra- 
lement parlant,  que  la  valeur  de  I  cos^y  sinv©  dtp. 

Il  faut  remarquer  au  reste  que,  pour  avoir  la  valeur  de  ($)  pour  toute 
la  partie  supérieure  de  l'orbite,  c'est-à-dire,  la  valeur  totale  de  l'intégrale 
de  d<&  pour  cet  espace,  il  faut  prendre  les  éléments  rfO  toujours  avec  le 
même  signe.  Si  donc  dans  tout  cet  espace  la  quantité  $  n'a  ni  maximum 
ni  minimum,  on  prendra  l'intégrale  à  la  manière  ordinaire,  et  l'on  aura 
pour  ($)  la  différence  entre  les  deux  valeurs  extrêmes  de  $.  Mais  si  entre 
ces  valeurs  extrêmes  il  se  trouve  des  maximum  et  des  minimum,  alors 
la  valeur  exacte  de  (0)  sera  égale  au  double  de  la  différence  entre  la 
somme  de  toutes  les  plus  grandes  valeurs  de  $  et  la  somme  de  toutes  les 
plus  petites,  en  regardant  les  maximum  négatifs  comme  des  minimum  et 
les  minimum  négatifs  comme  des  maximum,  et  comptant  les  deux  valeurs 
extrêmes  de  $  parmi  les  maximum  ou  minimum,  suivant  que  $  va  en 
diminuant  ou  en  augmentant,  mais  en  ne  prenant  que  la  moitié  de  cha- 
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eune  de  ces  valeurs.  C'est  de  quoi  l'on  peut  se  convaincre  aisément  par 
l'inspection  d'une  figure  parabolique  quelconque  qui  aurait  différents 
maximum  et  minimum. 

Or  je  dis  que,  si  r  >  (2  -\-p.)h,  la  quantité  <ï>  n'aura  ni  maximum  ni 
minimum  lorsque  v  sera  impair,  et  qu'elle  aura  un  seul  minimum  au 
périhélie  où  es  =  1800  lorsque  ,a  sera  pair.  En  effet,  à  cause  de 


cosep 


feose? 
h 


f 


en  sorte  que,  si  r  >  (  2  +  \x)  h,  cosy  sera  négatif  et  ne  changera  point  de 
signe,  mais  siny  sera  positif  en  deçà  de  l'aphélie  et  deviendra  négatif  au 
delà.  Or 


.         ,•-— r  cos11©  sin'o  Joe3 h       1         2/i\fsin"(p 

$  =  dot*  Il Jr— =   ï-p ^T       I ~  i 

v  2Nr2  (  —  ff  2N  \         r  }       r' 

mais  la  quantité 

1    /         2 /Ai» 

diminue  à  mesure  que  r  augmente,  et  vice  versa,  du  moins  tant  que 
/■>  (ju,+  2)h,  puisque  sa  différentielle  est 

donc,  si  r  est  impair,  la  quantité 

a /i\  e  sinvffl 


ira  en  diminuant  jusqu'à  l'aphélie  où  elle  sera  nulle,  et  continuera  à 
diminuer  au  delà  de  l'aphélie  où  elle  sera  négative;  mais,  si  v  est  pair, 
la  même  quantité,  après  avoir  diminué  jusqu'à  l'aphélie,  augmentera 
de  nouveau  au  delà  de  l'aphélie,  en  demeurant  toujours  positive. 

Donc,  si  l'on  suppose  que  la  partie  supérieure  de  l'orbite  commence 

61. 
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au  point  où  p  =  y',  r  =  r',  et  finisse  au  point  semblablement  situé  au 
delà  de  l'aphélie  où  a  =  36o°  —  9'  et  /•=/■',  on  aura,  pourvu  que 
r'  >  (2  -+-  fx)A, 


si  v  est  impair,  et 


,-,         , — r  cos1'(p'sinvo' 


[cos^ç'sin'cp'       cos11  i8o°sinv  i8o°T 


si  v  est  pair,  — étant  la  valeur  de  r  dans  l'aphélie. 

A  l'égard  de  la  condition  de  r'>  (2  +  p.)  A,  comme  nous,  avons  vu 
(n°  51  )  que  p.  ne  peut  être  >  5  pour  les  premiers  termes  de  W  et  zs' , 
auxquels  il  suffira  le  plus  souvent  d'avoir  égard,  il  est  clair  que  cette 
condition  aura  toujours  lieu  dans  la  partie  supérieure  de  l'orbite  où  l'on 

suppose  r  beaucoup  plus  grand  que  ->  puisque  pour  Jupiter  et  Saturne, 

qui  sont  les  seules  planètes  qu'on  ait  à  considérer  dans  la  Théorie  des 

perturbations  des  comètes,  on  a  à  peu  près  -  =  5  ou  9^. 

54.  Si  les  limites  ±  ($)  n'étaient  pas  assez  petites,  en  sorte  qu'on  ne 
crût  pas  pouvoir  négliger  les  quantités  renfermées  entre  ces  limites,  on 
pourrait  les  resserrer  davantage  de  la  manière  suivante. 

Les  deux  différentielles 

cosNu  </<!>,     sinNur/<ï>, 
étant  mises  sous  la  forme 

-j—  cosNutfcp,     -y-  sinNucfy, 

se  changent,  par  la  substitution  de    '"^     à  ch,  et  par  la  supposition  de 

~r-.  -r-  =  $  >  en  celles-ci 

2Nr-  cl® 

—  $'(/cosN-j,     <I>'rfsinNu, 
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dont  l'intégrale  est 

—  $cosNu+  I  cosNu  e?0',     «Ê'sinNu  —  I  sjn N v  d<&'  ; 

et  l'on  pourra  appliquer  aux  quantités 

/  cosNurf<ï>',       JsinNueM»' 

les  mêmes  raisonnements  que  nous  avons  faits  dans  le  numéro  précé- 
dent; ainsi,  dénotant  par  (<£>')  la  valeur  totale  de  l'intégrale  de  rf$',  prise 
comme  nous  l'avons  dit  dans  ce  numéro,  on  aura  de  nouveau  ±  ($')  pour 
les  limites  entre  lesquelles  seront  renfermées  les' valeurs  des  quantités 
dont  il  s'agit. 

Or  il  est  facile  de  se  convaincre  que  la  quantité  $'  est  nécessairement 
beaucoup  plus  petite  que  la  quantité  $  lorsque  r2  est  assez  grand  vis-à-vis 
de  y«3A;  ainsi,  en  négligeant  les  intégrales  renfermées  entre  ces  der- 
nières limites,  on  commettra  une  erreur  bien  plus  petite  que  celle  qui 
pourrait  résulter  de  l'omission  des  intégrales  renfermées  dans  les  limites 
du  numéro  précédent. 

On  voit  par  là  comment  on  pourrait  s'y  prendre  pour  pousser  cette 
approximation  plus  loin,  et  diminuer  à  volonté  l'erreur  résultant  des 
intégrales  qu'on  négligerait;  mais  il  suffira,  dans  la  plupart  des  cas,  de 
s'en  tenir  à  l'approximation  du  numéro  précédent. 

55.  Il  nous  reste  encore  à  examiner  les  termes  multipliés  par  l'angle  t 
dans  la  différentielle  d$i,  termes  que  nous  avons  expressément  excep- 
tés (n°  51  ).  Or  on  voit,  par  la  valeur  générale  de  dâi  du  n°  37  (Section 
précédente),  que  les  termes  dont  il  s'agit  ne  peuvent  venir  que  du 
terme 


/2(i4-m)rfjg 
y  a?  a 


il  suffit  donc  de  considérer  ce  terme  et  d'en  chercher  l'intégrale,  en  sup- 
posant que  l'on  mette  dans  la  valeur  de  dàa  les  quantités  X',  Y',  Z'  à  la 
place  des  quantités  X,  Y,  Z  (n°  48). 
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Je  reprends  pour  cela  l'expression  générale  de  la  différentielle  diïa  du 
même  n°  37,  laquelle  est 

dêa  = ^—  fl'(X&  +  Y(fr), 

i  -+-  m  J 

et,  pour  embrasser  en  même  temps  toute  la  généralité  possible,  je  re- 

•  i>         ?  .  .  dz  , 

marque  que,  si  l.on  n  avait  pas  suppose  z  =  o  et  -r-  =  o,  et  qu  on  eut 

par  conséquent  employé  dans  les  calculs  de  ce  numéro  la  valeur  complète 
de  âa  du  n°  30  à  la  place  de  celle  du  n°  31,  on  eût  trouvé  cette  expres- 
sion plus  générale  de  dèa,  savoir 

dàa= ^—  a2(X  dx  +  Y  dy  -hZdz). 

Qu'on  change  maintenant,  dans  cette  expression,  les  quantités  X,  Y,  Z 
en  X',  Y',  Z\  et  qu'on  y  substitue  ensuite,  à  la  place  de  ces  dernières 

quantités,  leurs  valeurs,  lesquelles  (en  faisant,  pour  abréger,^  —  k  =  P) 

sont  exprimées  ainsi  (n°  39) 

X,_^P       Y'=dP       Z'  —  — 
dx  dy  dz 

il  est  visible  que  la  différentielle 

X'  dx  +  Y'  dy  -h  Z'  dz 

ne  sera  autre  chose  que  la  différence  de  P  prise  en  faisant  varier  seule- 
ment les  quantités  x,  y,  z,  qui  appartiennent  à  l'orbite  de  la  comète,  et 
en  regardant  comme  constantes  les  coordonnées  £,  ïj,  Ç  de  l'orbite  de  la 
planète. 

De  sorte  que,  si  l'on  désigne  par  la  caractéristique  D  cette  différence 
partielle,  on  aura,  en  général, 

dSa  = ^~a2DP. 

i  -t-  m 
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Or  on  a,  par  le  n°  48, 

2  r3  ar1  2rs  2/*7 

Et  si  l'on  substitue,  dans  cette  expression  de  P,  les  valeurs  de  |,  n,  Ç,  p 

en  sinus  et  cosinus  de  v  (n°  51  ),  il  est  visible  qu'elle  deviendra  de  cette 

forme 

R  -f-  Rsinu  -+-  Scosu  +  Tsinau  +  Vcos2u  ■+-..., 

dans  laquelle  R,  R,  S,...  seront  des  fonctions  rationnelles  et  entières 
de  x,  y,  z,  et  dont  chaque  terme  sera  de  plus  divisé  par  une  puissance 
de  r,  dont  l'exposant  surpassera  de  trois  unités  ou  davantage  la  somme 
des  dimensions  de  x,  y,  z  clans  le  numérateur. 

Or,  comme  l'angle  v  dépend  uniquement  des  quantités  £,,  vj,  Ç  qui 
doivent  être  regardées  comme  constantes  dans  la  différence  partielle  DP, 
et  qu'au  contraire  les  quantités  R,  R,  S,...  dépendent  uniquement  des 
quantités  x,  y,  z  qui  sont  les  seules  variables  dans  cette  différentielle,  il 
est  clair  qu'on  aura 

DP  =  (IR  -+-  sin  v  dR  +  cos  v  dS  -+-  sin  i  v  dT  -+-  cos  i  v  d\  -t- .  . . , 

dR,  c?R,  d$>,...  étant  des  différences  ordinaires  et  totales  des  quantités  R, 
R,  S,.... 
Donc  on  aura,  en  général, 

c?ôa= (dR  -t-  sinu  dl\  -+-  cosu  dS  -+-  siii2u  d'ï  -+- .  . .  ); 

i  -+-  m 

et  cette  valeur  de  dda,  en  y  faisant  x  =  r  cosip,  y  =  rsm<p,  et  z  =  o,  de- 
viendra identique  avec  celle  du  n°  50,  mais  elle  sera  toujours  d'une  forme 
plus  simple  et  plus  commode  pour  l'intégration. 

56.  En  effet  on  voit  d'abord,  par  l'expression  précédente  de  dàa,  que 
la  partie  indépendante  de  l'angle  v  est  intégrable,  son  intégrale  étant 

— R,  où  R  est  la  partie  indépendante  de  v  dans  la  valeur  de  P, 
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laquelle  sera  par  conséquent  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  sin< 
et  cos<p,  en  faisant 

ih 

.r  =  /'COS<p,     j-=/-sincp,     z  =  o,     r  = 


i  +/cos<p 


De  là  on  tire  cette  conclusion  importante,  que  la  valeur  de  âa,  c'est- 
à-dire,  l'altération  du  grand  axe  de  l'orbite  de  la  comète,  en  tant  qu'elle 
vient  des  perturbations  de  la  partie  supérieure  de  l'orbite,  ne  contient 
aucun  terme  proportionnel  à  l'angle  a>,  et  qui  puisse  par  conséquent  aug- 
menter continuellement. 

A  l'égard  des  autres  termes  de  la  valeur  de  dèa,  il  est  clair  qu'après 
la  substitution  des  valeurs  de  x,  y,  r  en  <p  ils  deviendront  de  la  forme 

cos^tp  sin'tp  sinNu  efy,     ou     eos^cp  sinv<j>  cosNu  dy, 

et  pourront  être  traités  par  la  méihode  des  nos  52  et  suivants. 

57.  Venons  maintenant  au  terme 


_        /a(i  -+-  m)  d  §a 
V       ~â3  7T 


de  la  valeur  de  diïi.  En  y  substituant  d'abord  pour  d 5a  la  quantité 
■ — a2  dR  indépendante  de  v,  on  aura  la  différentielle 

i   -4-  m  l 


tdR, 

m) 


dl= , 

\Jik(i  -+-  m) 

donc,  comme  dans  l'expression  de  R  les  exposants  négatifs  de  usurpas- 
sent de  trois  unités  ou  davantage  la  somme  des  exposants  positifs  de  x, 
y,  z  (n°  54),  il  est  visible  qu'en  mettant  dans  Rr2,  pour  x  et  y,  rcosip 
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et  rsh\(p  (z  étant  égal  à  zéro),  la  quantité  rne  s'y  trouvera  encore  qu'au 

dénominateur;  en  sorte  que,  substituant  ensuite  -? pour  r,  la 

1  i  -f-/coscp  r 

quantité  Rr2  deviendra  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  siny  et 

cosçî;  d'où  il  s'ensuit  que 

Kdt=    iRrld<f    - 

^aA(n-iW') 

sera  tout  à  fait  intégrable. 

Quant  à  l'autre  partie  de  la  valeur  de  dèa,  elle  sera  composée,  comme 
nous  l'avons  vu  ci-dessus,  de  termes  de  la  forme 


— — cos<*<psinïcp  sinNu  dy,     ou - cos^cp  sin"<p  cosNudcp; 


donc  les  termes  qui  en  résulteront  dans  la  valeur  de  dhi  seront  de  la 
forme 

~M/T~ — -?cos^<psinvcpsinNuc?cp,  ou—  Zu\    — — fcos^cpsin'œcosNuc?©. 

V  a[i-\-m)  T  rV  a(i-hm)  T        T 

Ainsi  il  suffira  de  considérer  les  différentielles 

tcosv-y  sinv<p  sinNuû?<p     et     fcos^cp  sinvcp  cosNu^<p. 

A  l'imitation  de  ce  qu'on  a  fait  plus  haut  (n°  52),  on  substituera,  dans 
ces  différentielles,  f      *  -  au  lieu  de  dcp,  et  faisant,  pour  abréger  (  à  cause 


de  dt=\    777—^ dv  1 , 

V  8(1  + m)       J' 


V=  Ci  sinNu. Nrfu  =- f  cosNuh-  i/rrr^- ^ïï_^, 

J  V  8(1-1- m)       N 


:  /  <cosNu.Nrfu=      tsin'Hv—i/^- 


cosNi 


-h  m)       N 


on  aura  ces  transformées  $rfV  et  <\>dW,  en  conservant  la  valeur  de  $  du 
numéro  cité. 

VI.  62 
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Intégrant  par  parties,  on  aura 

OV—  fvd<S>     et     $W—  /  Wrf$, 


—  f  Vtf$     et     OW-f 


et  l'on  démontrera,  par  un  raisonnement  analogue  à  celui  de  ce  numéro, 

que  les  valeurs  des  intégrales  I  Yd<£>  et  /  W  d$  seront  renfermées  entre 

les  limites  ±(V)($)  et  ±  (W)($),  en  désignant  par  (V)  et  (W)  les  plus 
grandes  valeurs  de  (V)  et  (VV)  dans  la  partie  supérieure  de  l'orbite,  et 
conservant  la  vaieur  de  (0)  de  l'endroit  cilé.  Or  les  maximum  de  V  et  W 
ayant  lieu  lorsque  dV  =  oou  dW  =  o,  c'est-à-dire,  lorsque  sinNu  =  o 
ou  cosNu  =  o,  il  s'ensuit  que  les  plus  grandes  valeurs  des  quantités  V 
et  W  seront  égales  à  t  (abstraction  faite  du  signe).  Si  donc  on  désigne 
par  (t)  la  valeur  de  t  qui  répond  à  toute  la  partie  supérieure  de  l'orbite, 
c'est-à-dire,  la  valeur  de  t  pour  le  point  où  finit  cette  partie  de  l'orbite,  on 

aura  (V)  =  (t)  et  (W)  =  (t);  et  les  valeurs  des  intégrales  JYd<P,  j  Wd<&, 

pour  toute  la  partie  supérieure  de  l'orbite,  seront  renfermées  entre  ces 
limites  ±  (t)  ($). 

58.  Si  l'on  ne  jugeait  pas  lès  limites  assez  approchées,  surtout  à  cause 
que  la  valeur  de  (t)  peut  être  assez  considérable,  on  pourrait  les  res- 
serrer davantage  par  une  méthode  analogue  à  celle  du  n°  53. 

En  effet,  en  conservant  la  valeur  de  <ï>'  de  ce  numéro,  et  faisant,  pour 

abréger, 

cosNu 


m)       N 
sinNi 


m)       N 


on  transformera  les  différentielles  Vrf$  et  W  d<S>  en  celles-ci  <b'dY,  et 
fy'dW,,  dont  l'intégrale,  prise  par  parties,  sera 

<E>'V,  -  fv,</<ï>'     et     $'W,  -  fw,d$'; 
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et  l'on  démontrera  de  la  même  manière  que,  si  (V,)  et  (W,)  sont  les 
plus  grandes  valeurs  de  V,  et  deW,  dans  la  partie  supérieure  de  l'orbite, 

on  aura,  pour  les  valeurs  des  intégrales  /  V,  d<5>'  et  /  W(  e?0'  dans  cette 

partie,  les  limites  ±  (V,)  ($')  et  ±(W,)($').  Or,  sans  chercher  les  valeurs 
exactes  de  (V,)  et  (W,),  il  suffira  de  considérer  que,  les  plus  grandes  va- 
leurs de  V  et  W  étant  égales  à  t  (abstraction  faite  du  signe),  et  les  plus 
grandes  valeurs  de  sinNu  et  cosN-j  étant  i,  les  plus  grandes  valeurs  de  V, 

i        /         a? 

et  de  W,  ne  pourront  jamais  être  plus  grandes  que  t-h  ^Vr? \'i  en 

sorte  qu'on  pourra  prendre  dans  les  limites  précédentes  (V,)  et  (W,) 

éeales  à  (t)  -+-  ^\/n, Et  comme  la  quantité  <ï>'  est  nécessairement 

s  w      N  V  o  (  !  •+  wt  )  ^ 

moindre  que  $  dans  la  partie  supérieure  de  l'orbite,  il  est  clair  que  ces 
nouvelles  limites  seront  plus  approchées  que  les  premières,  et  qu'ainsi 

l'erreur  qu'on  commet  trait  en  négligeant  les  intégrales  /  V,cfà>'et  /  W,di>' 
sera  beaucoup  moindre  que  celle  qui  résulterait  de  l'omission  des  pre- 
mières intégrales  /  Yd<&,   j  W#;  et  ainsi  de  suite. 

59.  De  ce  que  nous  venons  de  démontrer  depuis  le  n°  48  jusqu'ici,  il 
est  aisé  de  conclure  que  les  perturbations  que  la  comète  doit  éprouver 
dans  la  partie  supérieure  de  son  orhite  peuvent  être  déterminées  analy- 
tiquement  sans  avoir  recours  aux  quadratures  mécaniques,  sinon  par 
des  formules  rigoureuses,  du  moins  par  des  formules  très-approchées  et. 
dont  on  peut  pousser  l'approximation  aussi  loin  que  l'on  veut.  Si  ce  Mé- 
moire n'était  peut-être  pas  déjà  trop  long,  je  présenterais  ici  ces  formules 
toutes  développées,  en  sorte  qu'il  n'y  eût  plus  que  les  substitutions  nu- 
mériques à  faire;  mais,  comme  cela  ne  demande  plus  qu'un  travail  mé- 
canique et  de  calcul,  nous  croyons  pouvoir  nous  en  dispenser  et  nous 
contenter  d'avoir  exposé  les  principes  de  cette  analyse  avec  tout  le  détail 
et  la  clarté  nécessaires. 

Nous  allons  donner  maintenant  une  idée  de  la  manière  dont  on  doit 
faire  usage  des  Théories  précédentes,  en  montrant  comment  on  doit  les 

62. 
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appliquer  à  la  comète  des  années  i532  et  1661,  que  les  Astronomes  atten- 
dent vers  1789  ou  1790. 

60.  La  comète  de  l'année  i532  a  été  observée  par  Appien,  et  calculée 
par  Halley;  ses  éléments  sont  (la  distance  moyenne  du  ©  étant  =  1)  : 

Temps  moyen  du  périhélie,  à  Paris,  19  octobre 22b29mos 

Longitude  du  périhélie 3s?.i°7'o" 

Distance  périhélie 0,50910 

Longitude  du  nœud  ascendant 2s2o°37'o" 

Inclinaison  de  l'orbite 3a°36'o" 

Sens  du  mouvement ; direct. 

Celle  de  l'année  1661  a  été  observée  par  Hevelius  et  calculée  par 
Halley;  ses  éléments  sont: 

Temps  moyen  du  périhélie,  à  Paris,  26  janvier 23h42mo5 

Longitude  du  périhélie 3s25°58'4o" 

Distance  périhélie  . o,44§5i 

Longitude  du  nœud  ascendant '. 2s22°3o'  3o" 

Inclinaison  de  l'orbite 32°35'5o" 

Sens  du  mouvement direct. 

Comme  les  éléments  de  ces  deux  comètes  sont  à  très-peu  près  les 
mêmes,  on  est  fondé  à  prendre  ces  astres  pour  une  même  comète,  dont 
la  révolution  serait  d'environ  128  ans,  et  qui  devrait,  par  conséquent, 
reparaître  en  1789.  Dans  cette  hypothèse,  on  peut  attribuer  les  diffé- 
rences qui  se  trouvent  entre  les  éléments  de  i532  et  de  1661  en  partie 
à  l'inexactitude  des  observations,  du  moins  de  celles  de  i532,  et  en 
partie  à  l'effet  des  perturbations  que  la  comète  a  dû  éprouver  pendant 
la  révolution  de  i532  à  1661  par  l'action  des  planètes;  et  l'on  ne  saurait 
fixer  au  juste  le  retour  de  cette  comète  qu'en  calculant  d'avance  l'effet 
des  perturbations  qu'elle  doit  éprouver  dans  la  révolution  de  1661  à 
1789. 

61.  Comme  les  observations  de  1661  ont  été  faites  par  Hevelius,  on 
peut  les  prendre  pour  exactes,  ainsi  que  les  éléments  que  Halley  en  a 
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déduits.  On  peut  supposer  de  plus  que  ces  éléments  soient  ceux  de  l'orbite 
non  altérée,  puisque,  en  faisant  abstraction  des  perturbations  qui  ont 
précédé  et  suivi  l'apparition  de  cette  comète  en  1661,  elle  aurait  dû  se 
mouvoir  toujours  dans  le  même  plan  et  avoir  le  périhélie  placé  dans  le 
même  lieu  du  ciel. 

Nous  prendrons  donc,  pour  plus  de  simplicité,  le  temps  du  passage 
par  le  périhélie  en  1661,  c'est-à-dire,  le  21  janvier  23b5om,  temps  moyen 
de  Paris,  pour  l'époque  du  temps  t,  en  supposant  t  positif  après  cette 
époque  et  négatif  avant  elle,  et  en  se  souvenant  que  t  exprime  l'angle 
du  mouvement  moyen  du  Soleil  (n°  20). 

Nous  prendrons  de  plus  le  plan  qui  coupe  l'écliptique  à  2s22°3o'32", 
et  sous  un  angle  égal  à  32°35'5o"  (cet  angle  doit  être  du  côté  du  Nord 
et  sur  la  partie  de  l'écliptique  comprise  entre  2s22°3o'32"  et 
8s22°3o'32")  pour  le  plan  fixe  des  coordonnées  x  et  y;  et  nous  pren- 
drons l'axe  des  x  dans  la  ligne  menée  du  Soleil  au  point  de  ce  plan  qui 
répond  à  3s25°58'4o"  de  longitude  comptée  depuis  le  lieu  de  l'équinoxe 
en  1661.  Nous  rapporterons  ensuite  à  ce  même  plan  et  à- ce  même  axe 
les  lieux  des  planètes  perturbatrices  au  moyen  des  coordonnées  rectan- 
gles ç,  yj,  Ç.  Ces  déterminations  s'accordent  avec  les  suppositions  des 
nos  2  et  25. 

62.  Cela  posé,  soient,  comme  dans  la  Section  deuxième,  a  le  grand  axe 
de  l'orbite  non  altérée,  l\h  le  paramètre  de  ce  grand  axe,  et  e  l'excentri- 
cité de  l'orbite,  égale  à  y  1  —  —  -,  la  distance  périhélie  sera 

a  —  ae a  a  (  1  —  e1) nh 

2       —  2  ^  2(1  -4-  e)         i-t-  e 

Or,  par  les  observations  de  1661,  on  a  conclu  la  distance  périhélie 
=  o,4485i  (la  distance  moyenne  du  Soleil  à  la  Terre  étant  =  1);  on 

aura  donc 

2  A 
-iiL  =  o,4485i. 

i  +  e 

Mais  j'observe  que,  comme  les  éléments  de  1661  ont  été  calculés  dans 
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l'hypothèse  de  l'orbite  parabolique,  il  paraît  naturel  d'adopter  aussi 
cette  hypothèse  dans  la  détermination  de  h;  or,  dans  la  parabole,  on  a 
a  =  co  ,  donc  e  =  i,  par  conséquent  h  =  o,4485i. 

Au  reste,  nous  verrons  ci-après  que  cette  valeur  de  h  ne  serait  tout 
au  plus  diminuée  que  d'un  centième,  si  l'on  voulait  la  déterminer  dans 
l'hypothèse  elliptique  (n°  64). 

63.  Il  faut  déterminer  maintenant  le  grand  axe  a;  ce  qu'on  fera  par 
le  principe  connu  que,  dans  les  orbites  elliptiques  décrites  par  une 
même  force  tendant  au  foyer  et  variant  dans  la  raison  inverse  des  carrés 
des  distances,  les  temps  des  révolutions  sont  comme  les  racines  carrées 
des  cubes  des  moyennes  distances.  Or  l'intervalle  entre  le  passage  par 
le  périhélie  en  i532  et  le  passage  par  le  périhélie  en  1661  est  de 
128  années  99J  ih2im;  mais  il  faut  remarquer  que,  comme  en  1682  on  a 
retranché  10  jours,  il  faut  aussi  les  retrancher  du  nombre  précédent,  ce 
qui  réduira  le  vrai  intervalle  entre  tes  deux  passages  par  le  périhélie  à 
128  années  89J  rh2im,  parmi  lesquelles  années  il  y  en  a  32  de  bissextiles. 

Réduisant  ce  temps  en  jours  et  en  décimales  de  jour,  on  aura  donc, 
pour  l'intervalle  dont  il  s'agit,  46841^05626. 

Si  les  deux  périhélies  étaient  placés  dans  le  même  lieu  du  ciel,  il  est 
clair  que  l'intervalle  qu'on  vient  de  trouver  serait  en  même  temps  la 
durée  de  la  révolution  de  la  comète;  mais,  comme  les  lieux  des  deux 
périhélies  diffèrent  un  peu  entre  eux,  il  faut  défalquer  de  l'intervalle 
trouvé  le  temps  que  la  comète  a  mis  à  aller  du  lieu  du  périhélie  de  i532 
à  celui  du  périhélie  de  166 1 . 

Pour  cela,  j'observe  que  le  périhélie  de  1661  est  plus  avancé  en  lon- 
gitude que  celui  de  i532  de  3°5i'4o";  mais  l'équinoxe  a  reculé,  dans 
l'espace  de  i2.8a89J,  de  i°45'36";  donc,  retranchant  cette  quantité  de  la 
précédente,  on  aura  2°4i'42"  pour  le  vrai  espace  dont  le  périhélie  de 
1661  était  plus  avancé  par  rapport  aux  étoiles  fixes  que  celui  de  i532; 
donc  la  comète,  après  avoir  atteint  en  i532  son  périhélie,  a  dû  parcou- 
rir encore  autour  du  Soleil  un  angle  de  2"4i'4"  pour  arriver  au  lieu  du 
périhélie  de  1661,  parce  que  le  mouvement  de  cette  comète  se  fait  sui- 
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vant  l'ordre  des  signes;  ce  serait  le  contraire  si  la  comète  était  rétro- 
grade. 

Il  faut  donc  chercher  le  temps  qui  répond  à  l'anomalie  vraie  2°4i'4" 
dans  une  parabole  dont  la  distance  périhélie  est  0,50910.  Or,  dans  la 
Table  générale  du  mouvement  des  comètes  (cette  Table,  calculée  d'abord 
par  Halley,  rendue  ensuite  plus  commode  par  l'abbé  de  la  Caille,  a  été 
étendue  davantage  dans  le  Recueil  des  Tables  publié  par  l'Académie  de 
Berlin,  t.  III,  p.  2  et  suiv.),  on  trouve  que  pour  l'orbite,  dont  la  dis- 
tance périhélie  serait  1,  ce  temps  serait  de  ij,  93;  il  faut  donc  multiplier 
ce  nombre  par  la  racine  carrée  du  cube  de  0,509m,  et  l'on  aura 
oJ,  70107  pour  le  nombre  qu'il  faudra  retrancher  du  nombre  de  jours 
trouvé  plus  haut,  pour  avoir  la  durée  de  la  révolution  de  la  comète  par 
rapport  aux  étoiles  fixes,  laquelle  durée  sera  donc  468/joJ,  355i5. 

Or  la  durée  de  la  révolution  périodique  de  la  Terre,  c'est-à-dire, 
l'année  sidérale,  est  de  365J6h9mio%  ou,  en  décimales  de  jour,  de 
365j,  25636.  Donc,  puisque  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil 
est  prise  pour  l'unité,  et  que  la  distance  moyenne  de  la  comète  est  -■> 
on  fera  cette  proportion 


d'où  l'on  lire 


365,25636:  46840, 355 1 5  =  : 


a        I 46840, 355 i5\3         „  ,„     . 
1=1   365,  ,5636  )    =25>43o.3. 


C'est  la  distance  moyenne  ou  le  demi-grand  axe  de  l'orbite  elliptique 
de  la  comète. 

64.  Il  est  aisé  de  conclure  de  l'équation  précédente  que,  si  le  temps 
périodique  de   la  comète   élait  plus  long   ou   plus  court  d'un    petit 

nombre  n  d'années  sidérales,  la  distance  moyenne  -  serait  augmentée 
ou  diminuée  à  très-peu  près  de  la  quantité 


v7! 


o,  i3?.2o  n; 
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de  sorte  qu'il  faudrait  que  n  fût  plus  grand  que  7,  pour  que  la  distance 
moyenne  fût  changée  d'une  unité. 

Or,  quoique  les  observations  de  1 53a  faites  par  Appien  ne  soient  peut- 
être  pas  tout  à  fait  exactes,  cependant,  comme  la  comète  dont  il  s'agit 
n'a  été  observée  que  pendant  un  mois,  dans  lequel  temps  elle  a  passé  par 
le  périhélie,  il  est  visible  qu'on  ne  saurait  admettre  une  erreur  de  1 5  jours 
dans  le  passage  au  périhélie,  et  qu'ainsi,  à  cet  égard,  on  est  assuré  que 

la  valeur  de-  est  exacte  à  o,o5  près. 

Mais  il  y  a  une  autre  source  d'erreur  qui  est  bien  plus  considérable  : 
je  veux  parler  de  l'effet  des  perturbations  que  la  comète  a  dû  éprouver 
dans  la  période  de  i532  à  1661,  et  qui  ont  pu  allonger  ou  diminuer  cette 
période  de  quelques  années.  En  effet,  la  détermination  précédente  du 
grand  axe  étant  fondée  sur  l'hypothèse  que  la  comète  a  décrit  une  orbite 
régulière  autour  du  Soleil  en  vertu  de  la  seule  attraction  de  cet  astre, 
cette  détermination  cesse  d'être  exacte  dès  qu'on  admet  l'action  des  pla- 
nètes sur  la  comète;  dans  ce  cas,  il  est  clair  qu'on  ne  saurait  chercher  le 
grand  axe  de  la  véritable  orbite  décrite  par  la  comète,  puisque  cette  or- 
bite n'est  plus  une  ellipse;  mais  on  doit  chercher  plutôt  le  grand  axe 
de  l'orbite  que  la  comète  aurait  décrite  sans  les  perturbations,  et  que 
nous  avons  nommée,  dans  le  cours  de  ce  Mémoire,  orbite  non  altérée;  et 
pour  cela  il  est  visible  qu'on  ne  doit  pas  employer  la  durée  observée  de 
la  révolution,  mais  cette  durée  corrigée  de  l'effet  des  perturbations. 

Supposons  que  cet  effet  consiste  à  allonger  ou  à  raccourcir  le  temps 
périodique  de  l'orbite  non  altérée  d'un  petit  nombre  n  d'années  sidérales 
pendant  la  période  de  i53a  à  1661  ;  il  est  clair  que  ce  temps  périodique 
sera  plus  court  ou  plus  long  de  n  années  que  la  durée  observée  de  la 
révolution  de  la  comète;  par  conséquent  la  distance  moyenne  de  l'orbite 
non  altérée  sera  à  très-peu  près  2D,43oi3  rp  o,i322orc. 

Or  on  ne  peut  déterminer  la  valeur  de  n  que  par  le  calcul  même  des 
perturbations,  calcul  dans  lequel  la  quantité  a  entre  comme  élément; 
mais,  comme  la  valeur  de  n  ne  peut  être  que  de  quelques  unités,  il  sera 
permis  de  prendre  pour  la  valeur  de  a  la  quantité  25,43oi3  qui  aurait 
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lieu  sans  les  perturbations,  du  moins  dans  le  calcul  de  ces  perturbations. 
L'erreur  qu'on  pourra  commettre  par  cette  supposition  ne  sera  que  de 
l'ordre  des  carrés  des  forces  perturbatrices,  quantités  que  nous  avons 
toujours  supposées  qu'on  néglige  dans  la  Théorie  des  perturbations  des 
comètes. 

65.  En  faisant  donc  -=  25,43oi3,  et  prenant  pour  h  la  valeur  dé- 
terminée ci-dessus  (n°  62),  savoir  /*  =  o,4485i,  on  trouvera  d'abord 
l'excentricité  (n°  25) 


^/i-^  =  o,98222=/. 


Employant  cette  valeur  de  e  dans  l'équation 

^-=o,4485i 
H-  e 

du  numéro  cité,  on  trouvera  h  =  0,444^2  :  c'est  la  valeur  de  h  dans  la 
supposition  que  la  distance  périhélie,  déduite  des  observations,  soit  la 
véritable  distance  périhélie  dans  l'ellipse;  et  l'on  voit  que  cette  valeur 

diffère  à  peine  de  — —  de  celle  que  donne  la  supposition  de  l'orbite  pa- 
r  îooo  1  rr  r 

rabolique;  c'est  pourquoi  on  pourra  sans  crainte  employer  la  première 

valeur  de  h  dans  le  calcul  des  perturbations. 

Comme  le  demi-petit  axe  de  l'ellipse  est  s/ah,  on  trouvera  pour  ce 
demi-petit  axe  4»  77612. 

Et,  si  l'on  cherche  l'angle  dont  le  cosinus  sera  e,  on  trouvera  io°49'io": 
c'est  la  valeur  de  l'anomalie  excentrique  qui  répond  à  90  degrés  d'ano- 
malie vraie,  à  compter  du  périhélie,  et  c'est  aussi  la  valeur  de  l'ano- 
malie vraie  comptée  de  l'aphélie  pour  les  points  de  la  distance  moyenne. 

Enfin,  comme  nous  prenons  le  périhélie  de  1661  pour  l'époque  d'où 
l'on  doit  compter  le  temps  t,  et  que  nous  supposons  que,  dans  ce  péri- 
hélie, l'orbite  troublée  coïncide  avec  l'orbite  non  troublée  (n"  60),  il 
s'ensuit  qu'on  aura  non-seulement  e  =  o,  <f»  =  o,  i=  o,  mais  aussi  §e  =  o, 
5^  =  o,  Si  —  o,  et  de  plus  M  =  o  dans  le  même  périhélie  (n°  38);  donc 
VI.  63 
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les  cinq  variables  dh,  ftg,  âb,  <?c,  ai  devront  être  nulles  lorsque  t  =  o, 
de  sorte  que,  en  faisant  commencer  dans  ce  point  les  intégrations  des  dif- 
férentielles dâk,  dàg,  dâb,  dâc  et  d &i  (n°  42),  il  n'y  aura  point  de 
constantes  à  y  ajouter. 

Nous  remarquerons  encore  que,  à  cause  fie  «  =  o,  on  aura  simple- 
ment (n°  20) 


„            Â   Aii  +  rn)                           ,                       „,  /8(n-/n) 
9  =  2/1/ î      et  par  conséquent     t  =  6i/ > 

et  les  angles  t,  0,  u,  <p  seront  tous  nuls  à  la  fois  dans  le  périhélie  de  1 66 1  ; 
ils  seront  positifs  après  ce  périhélie,  et  négatifs  avant. 

A  l'égard  de  la  quantité  âa,  elle  devrait  aussi  être  nulle  lorsque  t  =  o, 
si  la  valeur  de  a  était  exactement  égale  au  grand  axe  de  l'orbite  non 

altérée  de  la  comète;  mais,  ayant  supposé  ci-dessus  -  =  25,43oi3,  on 

aura  (n°  63),  pour  la  vraie  distance  moyenne  de  l'orbite  non  altérée, 

25,43oi3qr  o,i3220/i, 

laquelle  doit  être,  par  l'hypothèse,  la  même  que  celle  de  l'orbite  trou- 
blée dans  le  périhélie  de  1661,  où  t  =  o.  Or  le  grand  axe  de  l'orbite  trou- 
blée étant,  en  général,  a-^-§a  (n°38),  on  aura  donc,  lorsque  f  =  o, 

a  -+-  ôa         _,„,,  „ 

=  20.4301 5  +  0,1  5220/1; 

2 

donc 

Sa  . 

—  =  zn  o,  \iiion. 
2 

D'où  l'on  voit  que  cette  valeur  de  §a  dépend  du  nombre  n  qui  est  l'effet 
des  perturbations  dans  la  période  précédente. 

66.  Considérons  maintenant  le  retour  de  la  comète  au  périhélie;  il 
est  visible  que,  en  faisant  abstraction  des  perturbations,  il  n'y  aura 
qu'à  ajouter  l'intervalle  trouvé  ci-dessus  (n°  62)  de  ia8a89fiil'2im,  à 
l'époque  du  passage  par  le  périhélie  de  1661,  pour  avoir  le  temps  du  re- 
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tour  au  périhélie;  et  il  viendra  (en  se  souvenant  que  l'année  1700  n'a 
pas  été  bissextile)  le  26  avril  1789  ihiïm,  temps  moyen  au  méridien  de 
Paris.  Mais,  pour  avoir  exactement  le  temps  du  retour  de  la  comète  au 
périhélie  dans  l'orbite  elliptique  dont  le  demi-grand  axe  serait  25,43oi3, 
tel  qu'on  l'a  déterminé  dans  le  numéro  cité,  il  faudra  retrancher  du 
temps  qu'on  vient  de  trouver  0^,70107,  c'est-à-dire,  i6h49mf,  par  la 
raison  expliquée  dans  ce  même  numéro,  ce  qui  donnera  le  25  avril  1789 

8b2Im{. 

Cette  détermination  serait  entièrement  exacte,  même  en  ayant  égard 
aux  perturbations,  si  les  deux  révolutions  consécutives  de  i532  à  1661, 
et  de  1661  à  1789,  étaient  parfaitement  égales,  et  par  conséquent  si  l'effet 
des  perturbations  était  le  même  dans  ces  deux  périodes.  Donc,  si  l'alté- 
ration de  ces  deux  périodes  n'est  pas  la  même,  il  est  clair  qu'il  ne  faudra 
qu'ajouter,  au  temps  déterminé  ci-dessus,  l'excès  de  l'altération  de  la 
seconde  période  sur  l'altération  de  la  première. 

Or  nous  avons  donné,  dans  le  n°  41,  la  formule  qui  exprime,  en  gé- 
néral, l'altération  de  la  révolution  périodique  de  la  comète;  appliquant 
donc  ici  cette  formule,  et  marquant  par  un,  deux,  trois  traits  les  quan- 
tités qui  répondent  aux  trois  périhélies  consécutifs  de  i532,  1661,  1789, 
on  aura  cette  quantité,  dans  laquelle  j'ai  substitué  au  lieu  de  as  sa  va- 
leur ^  (n°  38), 


e  \Ji  h  (  1 


c'est  la  correction  du  temps,  c'est-à-dire,  le  temps  qu'il  faudra  ajouter 
au  s5  avril  1789  8h2im±  pour  avoir  l'instant  du  passage  de  la  comète 
par  la  ligne  du  périhélie  de  1661,  dont  la  longitude  était  alors  de 
3s25°58'4o",  et  sera,  en  1789  (à  cause  de  la  précession  des  équinoxes), 
de  3s27°46'i6". 

II  est  bon  de  remarquer  que  la  dernière  partie  de  la  quantité  précé- 
dente, celle  qui  contient  les  quantités  âg',  âg",  âg'",  dépend  uniquement 
du  déplacement  du  périhélie,  comme  on  peut  le  voir  par  le  n°41;  de 

63. 
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sorte  qu'en  rejetant  cette  partie  la  quantité  restante  sera  la  correction 
du  temps  pour  le  passage  de  la  comète  par  le  vrai  périhélie  de  1789; 
mais  il  faudra  alors  ajouter  cette  correction  au  26  avril  1789  ihu"\ 
temps  du  passage  par  le  périhélie,  dans  le  cas  où  la  révolution  anoma- 
listique  de  1661  à  1789  serait  égale  à  celle  de  i532  à  1661. 

Pour  réduire  ces  quantités  en  temps,  on  se  souviendra  que  nous  expri- 
mons le  temps  par  le  mouvement  moyen  du  Soleil  (n°  20);  de  sorte 
que,  si  la  quantité  à  réduire  en  temps  est  exprimée  en  angles,  en  la 
divisant  par  36o  degrés,  on  aura  des  années  sidérales  de  365-i,  25636; 
et,  si  elle  est  exprimée  en  nombres  absolus  (la  moyenne  distance  du 
Soleil  étant  l'unité),  il  faudra  la  diviser  par  le  rapport  de  la  circonfé- 
rence au  rayon,  c'est-à-dire,  par  6,283i85...,  pour  la  réduire  de  même 
en  années  sidérales. 

67.  La  formule  précédente  est  générale;  mais,  dans  notre  cas,  on 
aura,  par  ce  qu'on  a  établi  dans  le  n°  64, 

t"  =  o,      èi"  =  o,     dg"  =  o  ; 

de  plus,  à  cause  de  t  =  Q  V/07 \  (0  étant  l'anomalie  moyenne  de 

la  comète),  on  aura 


/       a3  /       a? 

t"'  =  36o°\/7r; -)         /'  =  —    36o°  t  /  3- ri 

y8(i  +  m)  V  8(1  +  m)' 

de  sorte  que  la  première  partie  de  la  formule  dont  il  s'agit  se  réduira  à 


3 .  36o°     /        a         , .  „,       .  , . 
; —  S.  /  —, :  (àa"  —  da'  ), 

où  àa'"  sera  l'intégrale  totale  de  la  différentielle  dâa  pour  la  période 
entière  de  1661  à  1789,  en  faisant  t  positif,  et  où  âa'  sera  de  même  l'in- 
tégrale totale  de  diïa  pour  la  période  de  1661  à  i532,  en  faisant  t  néga- 
tif; de  sorte  que,  comme  il  n'y  a  que  la  différence  de  ces  deux  intégrales 
qui  entre  en  ligne  de  compte,  il  n'y  aura  point  de  constantes  à  y  ajou- 
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ter,  et  l'on  pourra  prendre  chaque  intégrale  en  sorte  qu'elle  commence 
au  périhélie  de  1661,  où  t  =  o. 

Les  deux  autres  parties  de  la  même  formule  deviendront 


8(1  + m)  \n-e/   ev/2A(i  +  in) 

où  (à  cause  de  âi"  =  o  et  àg"  =  o)  il  faudra  prendre  pour  8iM  et  âg'"  les 
intégrales  des  quantités  d&i  et  rfc?g-  depuis  le  périhélie  de  1661  jusqu'à 
celui  de  1789,  et  pour  ai'  et  8g'  les  intégrales  des  mêmes  quantités, 
mais  depuis  le  périhélie  de  166 1  jusqu'à  celui  de  i  532,  en  supposant 
t  négatif. 

L'altération  du  temps  périodique  est  celle  qu'il  est  le  plus  important 
de  déterminer  dans  la  Théorie  des  perturbations  des  comètes. 

Quant  aux  altérations  des  autres  éléments  de  l'orbite,  on  les  détermi- 
nera directement  par  l'intégration  des  quantités  dèh,  dèa,  dèg,  diïb, 
ddc  (nos  38,  42  et  suivants),  en  faisant  commencer  les  intégrales  au  pé- 
rihélie de  1661,  et  les  étendant  jusqu'au  périhélie  de  1789  ou  de  i532, 
suivant  qu'on  voudra  déterminer  ces  altérations  pour  la  dernière  pé- 
riode de  la  comète  ou  pour  la  période  précédente. 

68.  Voilà  toutes  les  données  et  les  formules  nécessaires  pour  calculer 
les  perturbations  causées  à  l'orbite  de  la  comète  dont  il  s'agit  par  l'action 
des  planètes.  Or,  parmi  toutes  les  planètes,  il  n'y  a  que  Jupiter  et  Sa- 
turne dont  l'action  sur  la  comète  puisse  être  sensible,  tant  parce  que  les 
masses  des  autres  planètes  sont  trop  petites,  que  parce  qu'elles  sont 
trop  proches  du  Soleil.  Ainsi  l'on  prendra  successivement  Jupiter  et 
Saturne  pour  la  planète  perturbatrice  dont  on  a  supposé  la  masse  p.,  et 
dont  le  rayon  vecteur  est  p,  et  les  coordonnées  rectangles  g,  yj,  Ç.  Les 
Tables  astronomiques  de  Halley  donneront  toutes  les  valeurs  des  quan- 
tités qui  dépen  ientdes  lieux  de  ces  planètes  dans  un  temps  quelconque; 
et  nous  ne  croyons  pas  qu'il  soit  nécessaire  d'entrer  là-dessus  dans  aucun 
détail. 

Comme  la  distance  de  Jupiter  au  Soleil  est  environ  5,  et  celle  de  Sa- 
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turne  environ  ç>|,  il  est  clair  que,  si  l'on  fait  commencer  la  partie  supé- 
rieure de  l'orbite  de  la  comète  aux  points  de  la  moyenne  distance,  c'est- 
à-dire,  aux  extrémités  du  petit  axe,  alors  r  sera  toujours  beaucoup  plus 
grand  que  p,  et  la  méthode  des  nos  48  et  suivants  aura  toute  l'exactitude 
qu'on  peut  désirer,  en  négligeant  même  tout  à  fait  les  termes  qui  dé- 
pendent du  mouvement  moyen  de  la  planète  perturbatrice  dans  les  for- 
mules des  quantités  différentielles  d§h,  dâa,...,  et  en  ne  tenant  compte 
que  des  termes  indépendants  de  l'angle  v,  que  nous  avons  vus  être  tou- 
jours intégrables  (nos  52  et  56). 

Il  y  aura  encore  un  autre  avantage  à  prendre  ainsi  la  moitié  supé- 
rieure de  l'orbite  pour  ce  que  nous  appelons  la  partie  supérieure,  car 
on  aura  alors,  pour  le  commencement  de  cette  partie,  «  =  ±90,  et, 
pour  la  fin,  u  =  ±  270;  de  sorte  que,  à  cause  de 


x  =  -(cosu  —  e),    y  =  \jaksmu,     r=  -  (1  —  e  cosu),     dt  =  l/2( 


—  rdu 

m) 


(u  étant  l'anomalie  excentrique  comptée  depuis  le  périhélie),  on  aura, 
pour  le  commencement  de  la  partie  supérieure, 


ae 


X  =  ±Jah,     r=~> 

dx  .  /2(i  +  /n)        dy  dr  .  A(i  + 


,  A(i  +  m)  dy  dr 

et  pour  la  fin 

ae  :—-r  a 

x  = 1  j  =  rpy'rt/i,      r=-> 


dx  Ain-  m)       dy  dr  l%{\  -f-  m) 

Tt=±\/—^—'  di=°>  dï  =  +  e\/-^r- 

(les  signes  supérieurs  étant  pour  le  cas  où  l'on  prendra  les  angles  t  et  u 
positifs,  c'est-à-dire,  pour  la  période  qui  suit  le  périhélie  de  1661 ,  et  les 
signes  inférieurs  étant  pour  le  cas  où  t  et  u  seront  négatifs,  c'est-à-dire, 
pour  la  période  qui  précède  ce  périhélie),  ce  qui  simplifiera  beaucoup 
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les  valeurs  des  quantités  H',  H",  A',  A", . . . ,  c'est-à-dire,  les  valeurs  de 
H,  A,...  pour  le  commencement  et  pour  la  fin  de  la  partie  supérieure 
de  l'orbite  (n°48). 

Quant  à  la  masse  m  de  la  comète,  que  nous  avons  conservée,  pour  plus 
d'exactitude  et  de  généralité,  dans  les  formules  de  ce  Mémoire,  elle  est 
inconnue,  et  rien  ne  saurait  conduire  à  la  déterminer;  mais  il  est  natu- 
rel de  la  supposer  très-petite  vis-à-vis  de  la  masse  du  Soleil;  de  sorte 
qu'on  pourra  négliger  partout  la  quantité  m  vis-à-vis  de  l'unité. 
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DE  FORMER  DES  TABLES  DES  PLANÈTES 

D'APRÈS  LES   SEULES  OBSERVATIONS. 


(Mémoires  de  l'Académie  Royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1772.) 


On  s'occupe  depuis  longtemps  à  rechercher  à  priori  les  inégalités  des 
mouvements  des  planètes  d'après  les  principes  de  la  gravitation  univer- 
selle; mais  personne,  que  je  sache,  n'a  encore  entrepris  de  donner  des 
méthodes  directes  et  générales  pour  trouver  ces  mêmes  inégalités  à  pos- 
teriori, c'est-à-dire,  d'après  les  observations  seules.  C'est  à  remplir  ce 
dernier  objet  dans  toute  son  étendue  qu'est  destiné  le  Mémoire  que  j'ai 
l'honneur  de  présenter  à  l'Académie  Royale  des  Sciences;  heureux  si 
cette  illustre  Compagnie  daigne  recevoir  avec  indulgence  ce  fruit  de  mon 
travail  sur  une  matière  qui  a,  à  la  vérité,  plus  d'utilité  que  de  difficulté, 
mais  qui  ne  me  paraît  par  là  que  plus  digne  de  son  attention. 

HYPOTHÈSE. 

1 .  Les  inégalités  des  mouvements  des  planètes  peuvent  être  représen- 
tées par  une  suite  de  termes  de  la  forme  A  sin<p,  A  étant  un  coefficient 
constant,  et  <p  un  angle  qui  augmente  uniformément. 

64. 
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Remarque  I. 

2.  C'est  sur  ce  principe  que  sont  fondées  toutes  les  Tables  des  pla- 
nètes; chaque  ternie  tel  que  Asin<p  s'appelle  une  équation,  dont  A  est  le 
coefficient  ou  la  plus  grande  valeur,  et  <?  l'argument. 

Les  Anciens,  qui  ne  voulaient  admettre  dans  le  Système  du  monde 
que  des  mouvements  circulaires  et  uniformes,  représentaient  toutes  les 
irrégularités  des  mouvements  des  Corps  célestes  par  des  cercles  excen- 
triques et  par  des  épicycles;  or  il  est  facile  de  prouver  que,  tant  que  l'ex- 
centricité est  assez  petite  et  que  les  rayons  des  épicycles  sont  aussi  assez 
petits  par  rapport  à  celui  du  cercle  principal,  les  irrégularités  que  l'on 
trouve  par  ce  moyen  peuvent  toujours  s'exprimer  par  une  suite  de  termes 
de  la  forme  Asino. 

En  effet,  si  l'on  considère  un  cercle  dont  le  rayon  soit  a,  et  qui  soit 
chargé  d'un  épicycle  dont  le  rayon  soit  ma,  et  qu'on  suppose  que,  tan- 
dis que  le  centre  de  cet  épicycle  se  meut  sur  la  circonférence  du  cercle 
principal  en  décrivant  autour  de  son  centre  l'angle  t ,  un  corps  se  meuve 
sur  la  circonférence  de  l'épicycle  en  décrivant  autour  de  son  centre 
l'angle  y,  on  trouvera  que  ce  corps  décrira  autour  du  centre  du  cercle 
principal  un  angle  t-\-x,  où  x  sera  tel  que 


tangx 


en  sorte  que  l'angle  x  exprimera  l'inégalité  du  mouvement  provenant 

de  l'épicycle.  Or,  si  l'on  suppose  le  rayon  ma  fort  petit  par  rapport  au 

rayon  a,  on  aura  pour  m  une  fraction  fort  petite,  et  l'on  aura  par  les 

séries 

tangx  =  msin?  (i  —  m  cos<p  -+-  m2  cos2cp  —  ...),; 

mais 

tane3.r 
x  =  lang  x ~ h  .  .  .  . 

Donc,  substituant  la  valeur  de  tango;,  et  réduisant  les  puissances  et  les 
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produits  de  sin<p  et  de  cosy  en  sinus  et  cosinus  d'angles  multiples  de  <p, 
on  aura  pour  x  cette  série  assez  simple 

m'sinaa)       m3sin3cp       w4sin4cp 

x  =  m  sin  © h - — -  — .         -(-.... 

234 

Si  l'on  imaginait  un  second  épicycle  dont  le  rayon  fût  na,  et  dont  le 
centre  décrivît  la  circonférence  du  premier  épicycle,  tandis  que  le  mo- 
bile décrit  la  circonférence  de  ce  second  épicycle,  en  parcourant  autour 
de  son  centre  des  angles  ty  dans  le  même  temps  que  sont  parcourus  les 
angles  t  et  y,  on  trouverait  que  l'angle  parcouru  par  le  mobile  autour 
du  cercle  principal  serait  t-\-x,  où  l'angle  x,  qui  représente  l'inégalité 
du  mouvement,  sera  tel  que 

m  sino  -+-  nsinfcp  -4-  <b) 
tariez  = - — T     , 

1  -+-  m  cos  9  -t-  »  cos  (9  -1-  40 

d'où,  en  supposant  m  et  n  fort  petits,  il  est  facile  de  tirer  la  valeur  de  x 
exprimée  par  une  suite  de  sinus. 

S'il  y  avait  un  troisième  épicycle  dont  le  rayon  fût  pa,  et  sur  la  cir- 
conférence duquel  le  mobile  fût  mû  en  parcourant  autour  de  son  centre 
des  angles  §,  on  trouverait  que  l'inégalité  x  serait  déterminée  par  l'é- 
quation 

m  sin9  -4-  nsin  (9  -4-  4)  -4-/>sin(9  +  4  -+-  X) 
~  1  ■+-  /ncos9  +  «cos(9  -4-  4)  +/>  cos(9  -4-  4  -+-  i) 

et  ainsi  de  suite. 

Si  l'on  suppose  un  cercle  excentrique  dont  le  rayon  soit  a  et  l'excen- 
tricité ma,  on  trouvera  que,  tandis  que  le  mobile  parcourt  autour  du 
centre  du  cercle  l'angle  t,  il  parcourra  autour  du  point  qui  est  pris  pour 
le  centre  du  mouvement  apparent  un  angle  t-hx,  en  sorte  que 

m  sini 
tana^  = 


1  -t-  m  cost 


d'où  l'on  voit  que  c'est  la  même  chose  que  si  le  cercle  était  supposé 
homocenlrique,  et  qu'il  portât  un  épicycle  dont  le  rayon  fût  ma,  et  dont 
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la  circonférence  fût  parcourue  par  le  mobile  d'un  mouvement  angulaire 
égal  à  celui  dont  le  centre  de  cet  épicycle  parcourt  la  circonférence  du 
cercle  principal;  c'est  ce  qui  a  déjà  été  remarqué  par  Ptolémée. 

De  là  on  voit  aussi  que  le  cas  d'un  épicycle  porté  par  un  excentrique 
sera  le  même  que  celui  d'un  homocentrique  qui  portera  deux  épicycles, 
et  ainsi  de  suite. 

Remarque  II. 

3.  Dans  l'Astronomie  moderne,  on  explique  les  principales  inégalités 
des  planètes  par  la  figure  elliptique  de  leurs  orbites  et  par  la  loi  des 
aires  proportionnelles  au  temps,  d'où  résulte  l'inégalité  qu'on  appelle 
équation  du  centre,  et  qui  est,  comme  l'on  sait,  exprimée  par  la  série 

—  2ê  sino  h — y-  sinaa  +  -=■  sinm sin3<p  -)-. . ., 

4  4  12 

s  étant  l'excentricité,  et  <p  l'angle  de  l'anomalie  moyenne  qui  est  pro- 
portionnelle au  temps.  La  loi  de  cette  série  n'est  pas  facile  à  trouver, 
surtout  en  employant  la  méthode  ordinaire,  suivant  laquelle  on  cherche 
d'abord  l'anomalie  moyenne  par  la  vraie,  et  ensuite  on  déduit  celle-ci 
de  celle-là  par  le  retour  de  la  série;  mais  on  peut  y  parvenir  par  la  mé- 
thode que  j'ai  donnée  ailleurs  [Mémoires  de  Berlin,  1769  (*)]. 

Quant  aux  autres  inégalités  des  planètes,  c'est  par  le  principe  de  la 
gravitation  universelle  qu'on  tâche  de  les  déterminer,  et  les  calculs  faits 
d'après  ce  principe  donnent  toujours  des  équations  dont  les  arguments 
dépendent  des  lieux  moyens  des  planètes,  de  ceux  de  leurs  aphélies  et 
de  leurs  nœuds. 

En  général,  la  figure  presque  circulaire  des  orbites  des  planètes  fait 
que  les  forces  perturbatrices  qui  viennent  de  leur  attraction  réciproque 
peuvent  être  exprimées  par  des  séries  plus  ou  moins  convergentes  et 
composées  uniquement  de  sinus  ou  cosinus;  circonstance  sans  laquelle 
il  serait  comme  impossible  de  déterminer  d'une  manière  générale  l'effet 
de  ces  perturbations. 

(')   OEiwres  de  Lns,rj:mge,  t.  III,  p.  n3. 
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Remarque  III. 

4.  Il  y  a  cependant  une  espèce  d'inégalités  qui  paraît  faire  une  excep- 
tion à  la  règle  générale  :  je  parle  des  inégalités  séculaires  qui  aug- 
mentent comme  les  carrés  des  temps;  mais,  d'un  côté,  il  paraît  très-pro- 
bable que  ces  sortes  d'inégalités  ne  sont  qu'apparentes  et  ne  viennent 
que  de  quelques  équations  dont  les  arguments  ne  varient  que  très-peu, 
en  sorte  que  leur  période  est  très-longue;  de  l'autre,  elles  ne  sont,  à 
proprement  parler,  que  des  cas  particuliers  de  la  formule  générale, 
comme  nous  le  ferons  voir  dans  la  suite  de  ce  Mémoire.  D'ailleurs  il  est 
toujours  possible  de  se  débarrasser  d'avance  de  ces  sortes  d'inégalités, 
et  nous  fournirons  pour  cela  des  moyens  aussi  simples  que  commodes. 

PROPOSITION  I. 

Théorème. 

5.  Toute  série  dont  un  terme  quelconque  est  représente  par  la  formule 

Asin(a  •+-  ma)  -+-  Bsin(6  -i-  /w(3)  +  C  sin(c  +  my)  -+-. . ., 

m  étant  le  nombre  des  termes  précédents,  est  une  série  récurrente  dont 
l'échelle  de  relation  dépend  uniquement  des  angles  a,  ]3,  •/, 

Dénotons,  en  général,  par 

T,  T,  T",  T'", ...,     T(m),  T(m+",... 

les  termes  de  la  série  proposée,  en  sorte  que  l'on  ait 

T(M)  =  A  sin  (<*•+-  m«)  -t-B  sin(6  -4-m|3)  -hCsin(c-t-  my)  -t-.  .  ., 

et  examinons  la  nature  de  la  suite  infinie 

T  +  Tx  -h  V'x*  -+-  T"'.r3  +  .-..+  T^xm  +  T(-n+nxm+,  + 
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On  sait  que 

ev^-'  —  e-îV-' 
sin<j>  = 


2^ —  I 

e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité;  donc, 
faisant,  pour  abréger, 

kea^-r'        .            Ae—V-'  ,—  /— 

K=  =5      L= =^>     p  =  eaV",     q  =  e-*\/->, 

1\j — I  2^/— I 

on  aura 

Asin(a  +  ma)  =  Kpm  -4-  Lqm; 

de  même,  si  l'on  fait 

M=  Be*g        N.  Be-4^  _„.,-  „_„.,- 


2y/— I  2y/— I 

Ce^3'  A_       Ce-«v/: 

— ='     U  — 7= 

2^/  — I  2y/ — 1 


P  =  ^±L,      Q  =  -Ce~±\      t  =  e<^,     u=e-^- 


Bsin(6  +  m  (3)  =Mr+  N*m, 
C  sin  (  c  ■+■  my  )  =  P  tm  -t-  Q  u"', 

et  le  terme  général  T(m)  prendra  cette  forme 

T(",)  =  K/>'"+Lg"'+M7""+Ni'n-+-  P/""  -t-  Q«m  -t- . .  . . 

D'où  l'on  voit  que  la  suite 

T  +  Tx  +  T"*2  -+-  T"x*  -h... 

n'est  autre  chose  que  la  somme  de  plusieurs  séries  géométriques,  dont 
les  premiers  termes  sont  K,  L,  M,...  et  dont  les  raisons  sontpx,  qx, 
rx, . . . ,  de  sorte  qu'en  sommant  chacune  de  ces  séries  géométriques  on 
aura  la  valeur  de  toute  la  série 

T  +  Tx  -+-  T"*!+TV  -»-..., 
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On  aura  donc  de  cette  manière  l'équation  identique 

TTV  TV/       -.  mm      ■>  m    .  "■  ^  -^  ** 

-+- I'a?-t-T  a?2-i-  l'"x3-hTlvxi-i-...=  - 


[  —  px       i  —  qx        i — vx       i  —  sx    ' 

et  il  est  clair  qu'en  réduisant  au  même  dénominateur  les  fractions  qui 
composent  le  second  membre  de  cette  équation,  et  dont  nous  suppose- 
rons que  le  nombre  soit  n,  ce  second  membre  se  transformera  en  une 
fraction  unique  de  la  forme 

[o]  +  [i]a?-t-  [2]a?2+[3]a?8-t-  ...-+-  [n  —  i]a?"-' 
(o)-i-(  i)x  -+-  (2) a?2 +  (3)  a?3  +  .  .  .  -4- (h)  a?" 

où  les  nombres  o,  1,  2,  3,...,  renfermés  dans  des  crochets  carrés  ou 
ronds,  désignent  des  coefficients  différents  qui  dépendent  des  quantités 
K,  L,  M,  N,...,  p,  q,  r,  s, —  Et,  comme  le  dénominateur  de  cette  frac- 
tion doit  être  égal  au  produit  des  n  dénominateurs  \—px,  \—qx, 
»  —  rx,  i—sx,...,  il  est  d'abord  évident  qu'on  aura 

(o)  =  i, 

(  1  )  =  —  p  —  q  —  r  —  s  — ..., 

(2 )  =  pq  -+- pr  -+-  ps  -+- .  .  .  -+-  qr  -+-  qs  -H  .  .  . , 
(3)=r  — pqr  — pqs  —  qrs  — .  .  . , 


de  sorte  que  les  coefficients  (o),  (i),  (2),  (3),...  du  dénominateur  de  la 
fraction  dont  il  s'agit  seront  donnés  uniquement  par  les  quantités  p,  q, 

r,  s, 

Ainsi  la  série  proposée  sera  égale  à  cette  dernière  fraction,  que  nous 
appellerons  par  conséquent  fraction  génératrice  de  la  série;  d'où  il  est 
facile  de  conclure  que  la  même  série  sera  du  genre  de  celles  qu'on 
nomme  récurrentes,  et  dont  la  propriété  est  qu'un  terme  quelconque  se 
forme  de  l'addition  d'un  certain  nombre  de  termes  précédents,  multi- 
pliés chacun  par  un  coefficient  donné;  car,  en  multipliant  la  série 

T  +  T'a?  H-  Vx*  -+- . . . 
VI.  65 
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par  le  dénominateur 

1  -t-  (l)  X  -h  (?)  X2  -h  ...  -h  (il)  X", 

et  comparant  les  termes  du  produit  avec  le  numérateur 

[o]  +  [l]xH-[2]x2 -4-.  ..  +  [«—  l]x"~', 

on  a  les  équations 

T  =[0], 

T'«=-(i)T  +[,], 

T"  =  -(.)T'-(2)Th-[2], 

T»  =  -(,)Tff-(2)T'-(3)T  +  [3], 


!(«-')  — _(,)T(-')  —  (2)T(—»>  — ...-(«_, )T +  [«_,], 
T(»)    =  — (i)T.<"-o_(2)T(»-1)  — .  . .  — (re)T, 
T(»+>)  =  _ (,)TW     _(2)T("-"  — .  .  .  —  (n)T, 

et,  en  général, 

TW=-  (i)T<— ')_  (2)T(m-2>  — . . .  —  (re)  T<"'-">, 

où  les  coefficients 

-(').     -(»),     -(3),..,     -(«) 

forment  ce  qu'on  appelle,  d'après  M.  Moivre,  l'échelle  de  la  série  récur- 
rente. 

Corollaire  I. 
6.  Puisque  p  —  eav/~T ,  ^  =  g-W-» ,  0n  aura 

jp  -t-g  ^e1^  -+-  e-«y-»  =  2C0sa,     pq  =  i; 
de  même 

r  -+-  s  =  2COS|3,      rs  =  i, 
f -)- m  =  2C0sy,     tu  =  i, 
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et  ainsi  de  suite;  donc  on  aura 

(i  —  px)  (i  —  qx)  =  i  —  ix  cosa  -t-  x'', 
(i  —  rx)  (i  —  sx)  =  i  —  ix  cos(3  4-  x2, 
(1  —  tx)  (1  —  ux)  =  1  —  2x  cosy  -+-  a?2, 


Par  conséquent  le  dénominateur 

i-h(i)x  -h-  (2)  x2  +  (3) x3  -+- . .  .  +  («)#" 

sera  le  produit  de  ces  -  facteurs  doubles 

1  —  2X  cosa  -1-  x2, 

1  —  ix  cos(3  -+-  x2, 
i-2j  cosy  -+-  x2, 


D'où  il  est  facile  de  conclure  qu'on  aura  nécessairement 

(»)=!,       (»-l)  =  (l),       (»-2)  =  (2),..., 

c'est-à-dire,  que  les  coefficients  des  termes  extrêmes,  ainsi  que  ceux  des 
termes  équidislants  des  extrêmes,  seront  les  mêmes  :  ce  qui  est  la  pro- 
priété des  polynômes  qu'on  appelle  réciproques. 

Or,  pour  trouver  facilement  les  valeurs  des  coefficients 

(1),  (2),  (3),  ...{-)     en     cosa,  cos(3,  cosy,..., 

on  mettra  le  polynôme  en  question  sous  la  forme  suivante,  en  faisant, 
pour  plus  de  simplicité,  n  =  2v, 

(H-a?2v)  +  (1)^(1  ■+-  x"-2)  -+-(a)x2(i  +x2"-*)  -t-    .  .  +  (v)x"; 

ensuite  on  supposera 

I  -t-  X2  =  xz, 

65. 
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et  l'on  remarquera  que 

(i  +  x2)2  =  i  -f-  2x2-h  xi  =  x2z2,  d'où     i  +  x>  =  x2(z'  —  2), 

(1  -4-  x:)3  =  1  -4-  xe  ■+■  3x2(i  ■+■  x2)  —  x3z3,     d'où     1  -1-  x6z=x3(zi  —  3z), 

et,  en  général, 

en  ne  continuant  cette  série  que  tant  que  l'on  aura  des  puissances  posi- 
tives de  z. 

On  fera  donc  ces  substitutions,  et,  divisant  ensuite  tous  les  termes 
par  a?,  il  viendra  un  polynôme  en  z  de  la  forme 

«•  +  [(«)]*-  +  [(»)]*«+ [(3)]a-  +  ...+  [(v)], 
où  l'on  aura 

[(0]  =  (0. 
[(2)]=(2)-Vj 

[(3)]  =  (3)-(v-i)(i), 

[(4)]  =  (4)-(v-2)(2)+v-^^, 


[(S)]  =  (S)-(v-3)(3)+(',-^-^(,), 


De  même,  si  Ton  substitue  #z  à  la  place  de  1  +  #2  dans  le  produit 
des  v  trinômes 

1  —  ix  cosa  -1-  x\     1 — 2ic  cos(3  -+-  x2, . . . 

et  qu'on  divise  ce  produit  par  x1,  on  aura  celui-ci 

(z  —  2  cosa)  (z  —  2  cos(3)  (3  —  2  cosy). .  -, 

lequel  devant  être  identique  avec  le  polynôme  précédent,  on  en  conclura 
aisément  les  valeurs  des  coefficients  [(1)] ,  [(2)] ,  [(3)] .... ,  et  de  là  celles 
des  coefficients  (r).  (2),  (3),.... 
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Quoique  les  formules  précédentes  soient  connues  depuis  longtemps, 
j'ai  cru  devoir  les  donner  ici,  parce  que  j'aurai  occasion  d'en  faire  usage 
dans  la  suite. 

Quant  aux  coefficients  [o],  [i],  [2],...  du  numérateur,  il  est  très- 
facile  de  les  déterminer  par  le  moyen  des  équations  trouvées  dans  le  nu- 
méro précédent,  lesquelles  donnent 

[o]  =  T, 

[i]  =  T'  +  (i)T, 

[2]  =  T*-+(i)T'+(2)T, 

[3]  =  T'"+  (i)T'-f-  (a)T'+  (3)T, 


Corollaire  II. 

7.  On  voit,  par  l'analyse  du  Problème  précédent,  que  non-seulement 
toute  suite  composée  de  sinus  d'angles  qui  croissent  en  progression 
arithmétique,  mais,  en  général,  toute  suite  composée  de  termes  qui 
procèdent  en  progression  géométrique,  est  récurrente  d'un  ordre  égal 
au  nombre  de  ces  termes. 

Il  est  facile  de  prouver  de  même  que  toute  suite  algébrique  qui  a  des 
différences  constantes  d'un  ordre  quelconque,  multipliée,  si  l'on  veut, 
terme  à  terme  par  une  série  géométrique  quelconque,  est  une  suite  ré- 
currente d'un  ordre  supérieur  d'une  unité;  et  qu'en  général  toute  suite 
formée  par  l'addition  de  deux  ou  de  plusieurs  suites  de  cette  espèce  sera 
pareillement  récurrente  d'un  ordre  égal  à  la  somme  de  ceux  de  chaque 
suite  particulière. 

En  effet,  on  sait  que  la  somme  d'une  suite  infinie,  dont  le  terme  gé- 
néral sera  (m  +  i)pmxm,  est  exprimée  par  — ^5  que  celle  dont  le 

,       ,        ,  (ffi  +  l)(ffl  +  2)       .      .  •  I 

terme  gênerai  sera pmxm  est  exprimée  par  — — -,  que 

11      1         1  ,     •      \  im  -+-  l)im  ■+■  2)  (m  -+-  3)     ,„    ,„ 

celle  dont  le  terme  gênerai  sera 5-* pmxm  est  expn- 
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mée  par rj  et  ainsi  de  suite;  donc  la  somme  de  la  suite  qui  aura 

r       (i  —  px)'  ' 

le  terme  général 

k  +  K,(m  +  .)  +  K;(m+l)(,"  +  2)+K3(-^-+0(m  +  2)(m  +  3)^ 


2.3 

{m  ■+■  i)  {m  -f-  2)  (m  -+-  3). .  .(m  +  p  ■ 

■+-  -l^-ii.— 1 5 ; , 

2.3.  .  .{p  —  1) 

sera  égale  à 

Ko  K,  K:  K^_, 


i>]r,- 


I  — px  (l  — /7X)!  (i  — pxf  (i — /?^)1' 

c'est-à-dire,  à  la  fraction  simple 

K.(i—  pxy-'-j-Ktji—  px)v-*  +  K,(t  —  pxy-'  -h  . . .  +  Kp„i 
(1  —  pxy 

d'où  il  s'ensuit  que,  si  l'on  a  une  série  dont  le  terme  général  soit  repré- 
senté par  la  formule 

(K  +  K'/w  -+-  K"  m2  +  K'"mz  -+-...+  K^-'l  m'-')pmx'n, 

il  n'y  aura  qu'à  chercher  les  quantités  K0,  K,,  K2,...,  K^,,  en  sorte  que 
l'on  ait  l'équation  identique 

K-(-K'w-^-K"OT2^-...^-K'^1-,>OTlt-,  =K0-f-K,(m  +  i)  +  Ks- '- 


K 


(  m  ■+- 1  )  ( m .  -f-  2 )  ( m  -f-  3)  „       (m  +  1)  (m  -+-  2) . .  .(m  ■+-  p  —  1  ) 

5 -+-  ■  ■  ■  -+■  Kn_i  5 ; : 1 

2.3  r  1 .3. .  .(p  —  1) 


et  l'on  aura,  pour  la  somme  de  la  série,  la  fraction  ci-dessus,  dont  le 
numérateur  est,  comme  l'on  voit,  un  polynôme  du  degré  p.  —  1  et  dont 
le  dénominateur  est  la  puissance  p\tème  du  binôme  1  —  px;  de  sorte  que 
la  série  proposée  sera  une  série  récurrente  de  l'ordre  (j.,  et  dont  l'échelle 
de  relation  sera 

pplf     _ffcll)„;,     +F-(M-0(p--2)  _  ± 

r  2r  2.3  r  r 
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Quant  aux  coefficients  K0,  K,,  K2,...,  il  est  facile  de  les  trouver  de  la 
manière  suivante.  Qu'on  suppose,  en  général, 

K  -+-  K'  m  +  K"  m2  +  K'" m3  + .  . .  4-  K>-'>  m?-<  =  S, 

et  qu'on  dénote  par  S',  S",  S'", ...  les  valeurs  de  S  lorsque  m  =  —  i ,  —  i , 
—  3,  ..;  on  aura  donc,  en  vertu  de  l'équation  supposée, 

S'  =  K„, 

S"  =  K„  — K,, 

S'"  =  Ko— aK,  +K2, 
S"=K0-3K,  +  3K2  — K3, 


d'où  l'on  tire 


K0  =  S', 

-  K,  =  S"  —  S', 

K2  =  S'"  —  2S"-t-S', 

—  K3  =  SIV—  3  S'"  -+  3  S"— S' 


en  sorte  que  les  coefficients  K0,  K,,  K2,  K3,...  ne  seront  autre  chose  que 
les  différences  successives  des  quantités  S',  S",  S'",...  prises  alternative- 
ment en  —  et  en  -k 

Enfin  il  est  clair  que,  si  la  suite  proposée  est  composée  de  plusieurs 
suites  de  la  forme  précédente,  il  n'y  aura  qu'à  ajouter  ensemble  les 
fractions  qui  expriment  la  somme  de  chacune  de  ces  suites  continuées  à 
l'infini,  et  l'on  aura  une  fraction  unique  qui  sera  égale  à  la  série  pro- 
posée, et  dont  le  dénominateur  sera  de  la  forme 

(i  —  px)"-{i  —  qx)\  . . . 

De  sorte  que  cette  série  sera  récurrente  de  l'ordre 

[J.  ■+■  v  -h.  .  ., 

ayant  pour  échelle  les  coefficients  pris  négativement  des  puissances  x, 
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x-,  x'\...  du  polynôme  qui  résultera  du  développement  de  la  formule 

{i—pxY{i  —  qx'y 

En  général,  si  l'on  a  une  suite  récurrente  quelconque 

T  +  T'*  +  T'x-  -+-  T"x3  +  T"*4  ■+-  Tx>  + . . . , 

et  qu'en  dénotant  par  <p  une  fonction  rationnelle,  et  sans  diviseur,  d'une 
ou  de  plusieurs  quantités,  on  forme  les  nouvelles  séries 

<p(T)  +  9(T')^-f-cp(T")^2-i-cp(T'")^3+..., 

<p(T,  T')  +  <p(T\  T")«  +  9(T",  T")x2-hu(T",  T')xs  +  ..., 

<p(T,  T\  T")-t-cp(T',  T",  T")x  +  y(T",  T",  T"T).r2+..  ., 

et  ainsi  de  suite,  toutes  ces  séries  seront  pareillement  récurrentes,  et 
l'on  pourra  en  trouver  l'échelle  de  relation,  dès  qu'on  en  aura  formé  le 
terme  général  à  l'aide  de  celui  de  la  série  proposée;  et  ces  nouvelles 
échelles  pourront  toujours  s'exprimer  par  les  seuls  termes  de  l'échelle 
de  la  proposée;  car  la  difficulté  ne  consistera  qu'à  chercher  les  coeffi- 
cients d'une  équation  dont  les  racines  dépendent  de  celles  d'une  équa- 
tion donnée,  Prohlème  dont  l'AIgèhre  fournit  plusieurs  solutions. 

De  plus,  si  dans  la  série  proposée  on  ne  prend  les  termes  que  de  deux 
en  deux,  ou  de  trois  en  trois,...,  les  séries  résultantes 

T  -+-  T'x2  -+-  T"x'  +  T'x"  +  .  . . . 
T  -t-  T"'.*3  -t-  T'x6  -h  T*x»  -+- . .  . , 


seront  aussi  récurrentes  et  du  même  ordre  que  la  proposée  ;  et  il  est  fa- 
cile de  voir  que,  si  l'échelle  de  relation  de  celle-ci  est  représentée  par 

le  polynôme 

{i—pxY{i  —  qx)\.., 

celles  des  séries  dont  il  s'agit  le  seront  par  les  polynômes 

(i  —  p2x7)v-{i  —  q2x2)\  . ., 
(i  —  p*xay[i  —  q3x3)\  .  ., 
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ainsi,  mettant  a;  à  la  place  de  oc2,  ou  œ3,...,  les  séries 

T  -+-  T" x  4-  T"x2  4-  TVIx3  -)-..., 
ï  -+-  T'"x  4-  TTI  x2  4-  T**x3  4- . . . , 


seront  récurrentes  et  auront  pour  échelles  de  relation  les  polynômes 

(ï  —  p'xy{i  —  q2x)\.  .  , 
(ï  —  p3xy{\, —  q3x)'' .  .  . , 


Enfin,  si  l'on  a  différentes  séries  récurrentes,  telles  que 

T  4-  T'  x  4-  ï"  x'  4-  T'"  x3  4-  ï'v  x*  4 , 

V+V'*+  V"a?J  4-  Vf  4-  V"  x4  4-  .  .  .  , 
X+X'i  +  X"a?!  4-  X'"f  4-  Xivf  4-  •  •  • , 


et  que  l'on  en  compose  une  nouvelle  de  la  forme 

tp(T,  V,  X,...)4-<p(T",  V,  X',...)x  4-<p(T",  y,",  X",...)f  4-..., 

celle-ci  sera  encore  récurrente,  et  son  échelle  dépendra  uniquement 
de  celles  des  séries  particulières  d'où  elle  est  formée;  et  la  difficulté  de 
trouver  cette  échelle  ne  consistera  qu'à  trouver  l'équation  dont  les  ra- 
cines seront  des  fonctions  données  de  celles,  de  quelques  équations  don- 
nées, Problème  toujours  résoluble  par  les  méthodes  connues. 

Corollaire  III. 

8.  De  même  que,  lorsqu'on  connaît  le  terme  général  d'une  série  récur- 
rente, on  peut  trouver  la  fraction  génératrice  de  la  série,  de  même,  en 
connaissant  cette  fraction,  on  pourra  en  déduire  l'expression  du  terme 
général;  car  il  n'y  aura  d'abord  qu'à  chercher  tous  les  facteurs  du  déno- 
minateur, et  à  décomposer  ensuite,  par  les  méthodes  connues,  la  frac- 
VI.  66 
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tion  proposée  en  autant  de  fractions  partielles  qu'il  y  a  de  facteurs,  et 
dont  chacune  ait  un  de  ces  facteurs  pour  dénominateur,  en  observant 
cependant  que,  s'il  y  a  des  facteurs  doubles  ou  triples, . . . ,  ou  p.c"p'es, 
chacun  de  ces  facteurs  donnera  (x  fractions  partielles,  dont  les  dénomi- 
nateurs seront  successivement  la  première,  la  deuxième,  la  troisième,..., 
la  \j.ième  puissance  du  même  facteur. 

De  celte  manière,  la  fraction  dont  il  s'agit  se  trouvera  décomposée  en 

H 

autant  de  fractions  simples  de  la  forme  -, -r  que  le  dénominateur 

r  (i  —  pxf     l 

aura  de  facteurs,  et  chacune  de  ces  fractions  donnera  une  série  dont  le 
terme  général  sera 

(  m  -+-  i  )  (  m  -+-  2  )  (  m  +  3  ) . . .  (  m  ■+■  A  —  i  ) 


i.2.3...(X— i) 


YLpmx'"; 


de  sorte  que,  en  ajoutant  ensemble  tous  ces  différents  termes,  on  aura  la 
valeur  du  terme  général  cherché.  Tout  cela  est  trop  connu  pour  que  je 
doive  m'y  arrêter  davantage;  je  crois  cependant  qu'on  me  permettra  de 
donner  ici  une  formule  générale  et  fort  simple,  pour  trouver  tout  d'un 
coup,  à  l'aide  du  Calcul  différentiel,  la  partie  du  terme  général  qui 
vient  d'un  facteur  multiple  quelconque  du  dénominateur  de  la  fraction 
donnée. 

Soit  (i  —  pxy  ce  facteur,  et  dénotons  par  X  la  fraction  proposée, 
après  en  avoir  retranché  par  la  division  le  même  facteur,  en  sorte  que 

soit  ésrale  à  la  fraction  donnée;  on  cherchera,  en  faisant  varier  .r 

(i—  pxf  s 

et  regardant  dx  comme  constante,  la  valeur  de  la  quantité 

xv-d^-'PJx-"-') 


r.2.3...(fz  —  i)(—  dxY~r 

ensuite  on  y  mettra  -  à  la  place  de  x,  et  la  quantité  résultante  sera  le 

coefficient  de  xm  dans  le  terme  général  de  la  série  provenant  du  facteur 
en  question. 

Je  supprime  la  démonstration  de  ce  Théorème,  parce  qu'elle  n'est  pas 
difficile  à  trouver  d'après  les  principes  connus. 
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Corollaire  IV. 

9.  Concluons  de  là  que  chaque  facteur  simple  du  dénominateur  de 
la  fraction  génératrice  proposée,  tel  que  i  — px,  donnera,  dans  l'expres- 
sion du  terme  général  de  la  série,  le  terme  Kp"lxm,  et  que  chaque  facteur 
multiple,  tel  que  (i  —  px)*,  y  donnera  les  termes 

(K  +  K'm  +  K"  m2  -+-  K.'" m"  4- ...  H-  K>~' '  m?—'  ) pmxm. 

S\p  est  imaginaire,  il  sera  réductible  à  la  forme  t  -+-  u\j—  i ,  et  il  y  aura 
nécessairement  un  facteur  correspondant  i  —  qx,  où  q  sera  de  la  forme 
t  —  u\j —  i  ;  de  là  on  trouvera  que  les  coefficients  K,  K',  K",...  seront 
chacun  de  la  forme 

h-hl\/—\,     h'+l'sj—i,     h" -h  l"  \/—ï , .  . ., 

et  les  quantités  correspondantes,  provenant  de  l'autre  facteur  i  —  qx, 
seront  de  la  forme 

h-lsj~i,     />'-/' y/— 7,     h"—  l"  ytT,.... 
Or  soient 


Donc 


y/  t2  -f-  u1  =  r,      —  =  tan  g  a, 
y/ h1  -+- 12  =  f,     j  =  tanga,     y/A'2  4- /"  =/',     y7=  tanga', 


p  =  r(cosa  +  sinay/—  i  ), 

pm  —  /'"(cosma  -f-  sinma  y/ — i  ), 

K=/  (cosà  +  sina  y/— i  ), 
K'=y(cosa'+  sina' y/—  i), .... 

K pm  =  frm  [cos(a  4-  mac)  -t-  sin(a  -f-  mtx)\j — i], 
K'/>m  =/''/";  [cos(a'+  mat)  +  sin(a'+  ma.)\J — i], . 


66. 
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el  les  quantités  correspondantes  ne  différeront  de  celles-ci  que  par  le 
signe  du  radical  \J —  i  ;  de  sorte  qu'en  rassemblant  toutes  ces  quantités 
on  trouvera  que  les  facteurs  multiples  imaginaires  (i  —  pxY,  (i  —  qx)^ 
donneront,  dans  l'expression  du  terme  général  de  la  série,  les  termes 
suivants 

[/  cos  [a  -h  ma)  +f  m  cos  (  a'  -+■  ma)  ■+■  f"  m7  cos  (  a"  -+-  m  a  )  +  .  .  .  ]  r'"  xm, 

et  chaque  autre  couple  de  facteurs  imaginaires  donnera  des  termes  sem- 
blables. 

Quoique  toutes  ces  choses  soient  assez  connues,  j'ai  cru  devoir  les 
rappeler  à  mes  lecteurs,  parce  qu'elles  donnent  lieu  à  des  conséquences 
importantes  dans  la  matière  qui  fait  l'objet  de  ce  Mémoire.  Une  des  prin- 
cipales, c'est  que,  quelque  dérangement  que  les  Corps  célestes  puissent 
éprouver  en  vertu  de  leur  action  mutuelle,  et  même  de  la  résistance  d'un 
fluide  très-rare  dans  lequel  ils  nageraient,  leurs  mouvements  en  temps 
égaux  seront  toujours  représentés  par  des  séries  du  genre  des  récur- 
rentes; car  les  termes  les  plus  compliqués  que  la  Théorie  puisse  jamais 
donner  dans  l'expression  du  mouvement  vrai  d'une  planète  quelconque 

seront  de  la  forme 

K  œ'" e"°  cos ( a  -£■  b œ ), 

'ù  étant  l'arc  du  mouvement  moyen  et  a,  b,  c,  m,  n,  K  des  coefficients 
constants  quelconques;  or  il  est  clair,  par  ce  qu'on  a  vu  ci-dessus,  que 
toute  série  qui  naîtra  de  cette  formule  ou  de  la  somme  de  plusieurs  for- 
mules semblables,  en  donnant  successivement  à  ©  des  valeurs  qui  aug- 
mentent en  progression  arithmétique,  sera.toujours  récurrente. 

Donc,  si  l'on  a  une  suite  d'observations  d'une  planète  quelconque, 
faites  à  des  intervalles  de  temps  égaux,  on  est  en  droit  de  regarder  les 
résultats  de  ces  observations  comme  formant  une  suite  récurrente  d'un 
ordre  quelconque,  et  toute  la  difficulté  se  réduira  à  trouver  la  loi  de  la 
série;  c'est  l'objet  du  Problème  suivant. 
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PROPOSITION  II. 


Problème. 

10.  Étant  donnée  une  suite  de  termes  dont  les  valeurs  soient  connues, 
trouver  si  cette  suite  est  récurrente,  et  déterminer  dans  ce  cas  la  forme 
générale  de  ses  termes. 

Soient  les  termes  donnés  et  connus 

T,  Y,  T",  Y",  T",...; 

on  en  formera  la  série 

T  +  Y x  -+-  T" x1  -+-  Y"x3  -t-  Yvx*  -+- .  .  . , 

que  je  supposerai  égale  à  s,  pour  abréger;  et  il  n'y  aura  qu'à  chercher  si 
cette  série  peut  résulter  du  développement  d'une  fonction  rationnelle 
quelconque,  où  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  le  numérateur  soit 
moindre  que  dans  le  dénominateur. 

Supposons  d'abord  que  la  série  proposée  soit  récurrente  du  premier 
ordre;  on  aura,  dans  ce  cas, 


a  -+-  bx 
donc 

i         a  -+-  bx 

-  = ; —  =  V  ■+-  Qx> 

s  a  ri 

d'où  il  s'ensuit  que,  si  l'on  divise  l'unité  par  le  polynôme  s,  en  ordon- 
nant dans  l'opération  les  termes  suivant  les  puissances  de  x,  on  trouvera 
nécessairement  un  quotient  fini  de  deux  termes p-+-  qx. 
'    Supposons  ensuite  que  la  série  proposée  soit  récurrente  du  second 
ordre;  on  aura,  dans  ce  cas, 

a'  -+-  b'  x 

s  = -, ;j 

a  -t-  bx  -y-  ex1 

donc 

i        a  -+-  bx  +  ex2 
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qu'on  divise  le  numérateur  trinôme  a  -+-  bx  +  ex2  par  le  dénominateur 

binôme  a!  h-  b'x,  on  aura  un  quotient  binôme/?  -+-  qx  et  un  reste  a"x2  ; 

donc 

i  a"  x2 

-  =  p  -+-  qx  -+- 


-+-  b'  x 

d'où  je  conclus  d'abord  que,  si  l'on  divise  l'unité  par  le  polynôme  s,  et 
qu'on  pousse  la  division  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  dans  le.  quotient  deux 
termes  tels  que  p  +  qx,  ce  qui  ne  demande  que  deux  opérations,  on 
aura  un  reste  qui  sera  nécessairement  divisible  par  x2  et  que  je  repré- 
senterai par  s'  x2,  s'  étant  une  nouvelle  série  de  la  forme 

V  +  V'x  +  V" x-  -+-  \'"x3  -+- . .  .  . 

Donc 

i  s' x"-  a!1  x2 

-  =  P  -+-  Q  x  -i =/»  +  WH — ; rr— ; 

c  *  *  c  '  *  rt     — U   h'   nr 


par  conséquent 
et  de  là 


s         a'  -h  b' 
s         a'  -h  />' 


—  P  ~+~  H  x- 


Donc,  si  l'on  divise  le  polynôme  s  par  le  polynôme  s',  on  aura  nécessai- 
rement un  quotient  fini  de  deux  termes  tels  que  p'  +  q' x. 

Supposons  que  la  série  proposée  soit  récurrente  du  troisième  ordre, 

on  aura  alors 

a! '-f-  b'  x  -\-  d  x1 
~  a -h  bx  -+-  ex'  -f-  dx3  ' 

donc 

i         a  +  bx  -+-  ex1  -+-  dx1 


s  a'  -+-  b'  x  -f-  c'  x2 

qu'on  divise  le  numérateur  de  cette  fraction  par  son  dénominateur,  on 
aura  un  quotient  de  la  forme/?  +  qx  et  un  reste  de  la  forme  a"x2  -+-  b"x3  ; 

donc 

i                              a"  x'  -+-  b"  x2 
-  =  P  -+■  Qx  H i r, ; — ;  ■ 
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De  là  il  s'ensuit  aussi  que,  si  l'on  divise  l'unité  par  le  polynôme  s,  et 
qu'on  continue  la  division  jusqu'à  ce  qu'on  ait  dans  le  quotient  deux 
termes  tels  que/j  -+-  qx,  le  reste  sera  tout  divisible  par  x2  et  pourra  être 
représenté  par  s'x'1 ,  s'  étant  une  série  de  la  forme 


On  aura  donc 


donc 


■\'x  +  V"xJ-(-  V"'.r3 


s  x2                              a  x1  -+-  b  x3 
:  p  +  qx  H =  n  +  qx  -t : r. r—  : 


a"  H-  6"  # 


et  de  là 


s       a'  -h  b'  x  ■+-  c'x2 
s        a!  -+-  b'  x  -+-  d  x1 


a"  -+-  b"  x 


Or,  en  divisant  le  numérateur  de  cette  fraction  par  le  dénominateur,  il 
est  clair  qu'on  aura  un  reste  de  la  forme  a'"x2,  en  sorte  que 

s  .         .  af"x2 

7=/»+?  x  -H    „  ,    .„     ■ 

?'  '  *  rt"      i      h"  <v* 


Donc,  si  l'on  divise  le  polynôme  s  par  le  polynôme  s',  et  qu'on  pousse 
la  division  jusqu'à  ce  qu'on  ait  dans  le  quotient  deux  termes  tels  que 
p'  -+-  q'x,  le  reste  sera  nécessairement  divisible  par  x2  et  pourra  être  re- 
présenté par  s"x-,  s"  étant  une  nouvelle  série  de  la  forme 


X'x  +  X"x2-hX'"x3  ■ 


Ainsi  on  aura 


s                            s"  x'  a'"  x1' 

—  =  p  +  q  x  H —  =/+  q  x  H — 


a"  -+-  b"  x  ' 

d'où 

s"  __         a'" 
s'        a"  -+-  b"  x 
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et  de  là 

s'        a"  ■+■  b"  x 

~n  =  m =  P    -+-  Q   x- 

D'où  il  s'ensuit  qu'en  divisant  le  polynôme  s'  par  le  polynôme  s",  on  aura 
nécessairement  un  quotient  fini,  tel  que  p'"+  q'"x. 

Si  la  série  proposée  était  récurrente  d'un  ordre  quelconque  supérieur, 
on  y  pourrait  faire  des  raisonnements  et  des  opérations  semblables.  De 
là  je  conclus,  en  général,  que,  pour  reconnaître  si  la  série  proposée  s 
est  récurrente  d'un  ordre  quelconque,  il  n'y  a  qu'à  diviser  d'abord  l'unité 
par  s  jusqu'à  ce  qu'on  ait  clans  le  quotient  deux  termes  tels  que/?  4-  qx, 
et,  dénotant  le  reste  par  s'x-,  on  divisera  ensuite  s  par  s' jusqu'à  ce  que 
l'on  ait  aussi  dans  le  quotient  deux  termes  comme  p' -\-  q'x;  dénotant 
de  même  le  reste  par  s"x2,  on  divisera  encore  s'  par  s"  jusqu'à  ce  que  l'on 
ait  dans  le  quotient  deux  termes  comme  p" -+-  qx";  et  ainsi  de  suite.  Si 
la  série  s  est  véritablement  récurrente  d'un  ordre  quelconque  n,  l'opé- 
ration se  terminera  nécessairement  à  la  nième  division;  en  sorte  que  le 
reste  s<-n)x-  sera  nul;  sinon  l'opération  ira  à  l'infini. 

Lors  donc  qu'on  sera  parvenu  à  une  division  qui  ne  laissera  aucun 
reste,  on  sera  d'abord  assuré  que  la  série  proposée  est  récurrente  d'un 
ordre  égal  au  quantième  de  cette  division;  et,  de  plus,  les  quotients 
trouvés  donneront  la  fraction  même  d'où  la  série  tire  son  origine. 

Car  on  a  les  équations  suivantes 

i  s' x- 

-  =  p  -+-  qx  H 5 

s  *  s 

s  ,  ,  s"  X7 

s'       r         3  s' 

s1           ,                   s'"x2 
-r,  =  p  -t-  q  x  -\ —  ? 

s"  SIVX7 

—,  =  p  -+■  q  x  H — , 


:  pi"-')  +  qC'-'lx; 


«(«-') 
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d'où 


p  -h  qx  -\ x2 


p'  -+-  q'  x  H — T  x2 


p"+  q"x  -+-  —,  x2 


Donc 


q  x  ■+- 


p "  +  q  x 


Ainsi  il  n'y  aura  plus  qu'à  réduire  cette  fraction  continue  en  une  frac- 
tion ordinaire,  qui  sera  par  conséquent  la  fraction  cherchée;  et  il  est 
clair  que  cette  fraction  aura  pour  numérateur  un  polynôme  du  degré 
71  —  1,  et  pour  dénominateur  un  polynôme  du  degré  n,  dont  les  coef- 
ficients donneront  l'échelle  de  relation  de  la  série. 

Ayant  trouvé  ainsi  la  fraction  génératrice  de  la  série,  on  en  déduira 
aisément  l'expression  du  terme  général  de  la  série  par  les  méthodes 
connues. 

Corollaire. 

11.  Pour  faire  avec  facilité  la  réduction  dont  il  s'agit,  il  n'y  aura  qu'à 
considérer  la  suite  des  quotients 

p-\-qx,     p'+q'x,...,     /?("-')  +  q^-^x, 
VI.  67 
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et  les  disposer  à  rebours,  de  cette  manière 

/>!"-')  -\-q("-i)x,     p("--)  -+-  q("~2>x,     p("-3î -h  qC-V  x , .  .  .  ,     p-hqx; 
ensuite  on  formera  par  leur  moyen  les  quantités  suivantes 

l  =  !, 

£'  =  p("->)  -+-  q(n-'Kv, 
%'  =  (pi—')  +  q<."-*)x)%  +  x% 
%"  =  (p("-v  -+-  qC~3)x)t,"-i~  x*%, 
£"—  (p<."~*)  -+-  qC-»x)  £"'+  x2^", 


£<">=  (p  -f-  qx)%"-»  +x>Z("-->, 
et  l'on  aura  ^—  pour  la  fraction  génératrice  de  la  série  récurrente. 

Exemple  I. 

12.  Etant  proposée  la  suite  des  nombres 

i,  2,  3,  3,  7,  5,  i5,  9,  3i,  17,  63,  33,   127,  65,..., 

dont  on  ignore  la  loi,  on  demande  si  cette  suite  est  récurrente,  et  quelle  est, 
dans  ce  cas,  l  expression  de  son  terme  général. 

Ayant  formé  la  série 

*  =  I  -I-  IX  -+-  "ix%  -+-  3x3  -f-  "]  X*  -+-  5xb  -f-  lSxs  -+-  QfX1 

■+■  3i x"  -+-  17X9  -+-  63.r'° -+-  33a;"  -t-  127.Z'1'2  -+-  &5x"  + . . . , 

on  divisera,  par  la  méthode  ordinaire,  l'unité  par  cette  série,  et  l'on 
trouvera  le  quotient  1  —  2a?  et  le  reste  ar+3;r3  —  •»"+...,  qui  est, 
comme  l'on  voit,  tout  divisible  par  x'1  ;  on  divisera  donc  ce  reste  par  x2, 
et  l'on  aura  la  nouvelle  série 

.s'  =  1  -f-  3  a;  —  x-  -4-  qx3  —  5  x4  -+-  11  xb  —  i3xs 

-f-  45.r'  —  o.gx'  -f-  93a;9  —  61  x"  -f- 18#'   -(-..., 
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par  laquelle  il  faudra  maintenant  diviser  la  série  s;  la  division  faite,  on 
aura  le  quotient  i  —  x  et  le  reste  7a-2  —  7a;3  +  21a;4  +...,  lequel,  étant 
divisé  par  x2,  donnera  la  série 

*"=7  —  7J  +  21X' —  2i  x^-h/^gx' — 49-r5_t~  io5.276  —  io5.r'-t-  21 7X8 —  217  .r9-)-...; 

on  continuera  donc  l'opération  en  divisant  l'avant-dernière  série  par  s", 

et  l'on  trouvera  le  quotient  — h  —  ;  comme  ensuite  il  ne  reste  rien,  ce 

sera  une  marque  que  l'opération  est  terminée,  et  que  la  suite  proposée 
est  effectivement  récurrente  du  troisième  ordre. 

Pour  en  trouver  maintenant  la  fraction  génératrice,  on  considérera 
les  trois  quotients  qu'on  vient  de  trouver,  et  on  les  rangera  ainsi  par 
ordre,  en  commençant  du  dernier, 

1       Lx 

— I -,      1  —  x,      1  —  ix; 

7         7 

ensuite  on  en  formera  les  quantités  £,  £',  £",...  de  cette  manière 

7     7 

w,      /  *w         .*       i-h3x-h3x2 


%"=  (l—2X)l"-{-X2l'— 


7 
1  -+-  a;  —  2.r2 —  2a;3 


E" 
et  la  fraction  génératrice  de  la  série  s  sera  ^5  savon 


i-t-3,r-+-3x2 
1  -+-  x  —  2X*  —  2.r3' 

d'où  l'on  voit  d'abord  que  l'échelle  de  relation  est 

—  1,    +2,     +2, 


67. 
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en  sorte  que,  si  t,  t',  t",  i"  sont  quatre  termes  consécutifs  quelconques 
de  la  série  proposée,  on  aura 

t'"=  —  t" -t-  if  ■+■  it. 

Pour  trouver  maintenant  l'expression  du  terme  général,  on  cherchera 
d'ahord  les  facteurs  du  quadrinôme 

i  -4-  x  —  2X2  —  aa;3, 
lesquels  sont 

I  -t-  X,        1-hXsJï,        I —  X  \Jl, 

et  l'on  décomposera  ensuite  la  fraction 

i  -t-  2>x  -+-  3x2 


en  ces  trois-ci 


(i  -+-  X)  (l  +  X^l)  (i  X\jl) 


*f*      .      I+3^ 


I  +  X 


l-\-X\Jl  l—X\J7, 

d'où  l'on  tirera  sur-le-champ  le  terme  général 

[-(-'-+(-^)(-^-+(,+è)(^t"- 

Remarque  I. 

13.  Dans  l'analyse  du  Problème  précédent,  nous  avons  observé  que 
les  restes  des  différentes  divisions  devaient  être  nécessairement  divisibles 
par  x2,  ce  qui  suit  de  la  nature  même  de  la  division,  et  nous  avons  pres- 
crit de  diviser  chacun  de  ces  restes  par  x1  pour  avoir  les  polynômes  s', 
s" ,...,  qui  doivent  servir  de  diviseurs  à  leur  tour.  Or  il  peut  arriver  que 
quelqu'un  de  ces  restes  soit  divisible  par  une  puissance  de  x  plus  haute 
que  le  carré,  auquel  cas,  après  la  division  par  x2,  on  aura  un  polynôme 
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dont  le  premier  terme  contiendra  encore  a?;  en  sorte  que  dans  la  division 
suivante  il  viendra  des  puissances  négatives  de  x  au  quotient,  ce  qui 
pourrait  causer  quelque  embarras;  mais  il  sera  aisé  de  l'éviter  en  divi- 
sant le  reste  dont  il  s'agit  par  la  plus  haute  puissance  de  x  dont  il  est 
divisible,  et  mettant  ensuite  cette  puissance  à  la  place  de  x2  dans  les  for- 
mules du  n°  2. 
En  général,  soient 

r'  x'k  -+-  ('  xx-<-'  -h  .  .  .  , 
r"xt+  t"x'f-+l  H-.  .  .  , 
r'"x''  -+-  l'"x''+'  -h.  .  .  , 

s 

,.(«-•) X"  -+-  *("-■> x'+i+  .  .  .  , 

les  restes  provenant  de  la  première,  de  la  deuxième,  de  la  troisième,..., 
de  la  (n  —  i)ième  division;  on  divisera  d'abord,  pour  plus  de  facilité,  cha- 
cun de  ces  restes  par  les  premiers  termes 

r' xx,     r"x''k,     r'"x",...,      r'"-'1^', 

pour  avoir  des  polynômes  dont  les  premiers  termes  soient  l'unité,  et,  ces 
polynômes  étant  nommés 

s',  s" ,  s'" , .  .  . ,   s("~ '), 

on  continuera  l'opération  comme  on  l'a  enseigné  dans  le  n°  10. 

De  cette  manière,  on  trouvera  la  série  s  exprimée  par  la  fraction 
continue 


p  -t-  qx  -+- 


p'  -\-  q'  x 


'       pC-O-t-gC-O*;' 
et,  pour  la  réduire  à  une  fraction  ordinaire,  on  cherchera  les  valeurs 
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des  quantités  |,  £,',  %",...,  Qn)  de  la  manière  suivante 

l  =  i, 


ensuite  de  quoi  on  aura  ^-  pour  la  fraction  génératrice  de  la  série, 
où  il  est  bon  de  remarquer  que  le  polynôme  £(n)  sera  du  degré 

B  +  (a-2)+(p-2)  +  (l5-2)+...+  (l-î), 

en  sorte  que  l'ordre  de  la  série  récurrente  sera  aussi  marqué  par  ce 
même  nombre. 

Exemple  II. 

14.  Soit  proposée  la  série  des  nombres 

i,   i,   i,  2,  4,  6,  7,  7,  7,  8,    io,    12,   i3,   i3,    i3,   i4,   16,..., 

dont  la  loi  est  assez  claire  ;  on  demande  si  cette  série  est  du  genre  des  ré- 
currentes, et  quelle  doit  être,  en  ce  cas,  l'expression  de  son  terme  général. 

On  formera  pour  cela  la  série 

s  =  i  -+-  x  -+-  x3  -t-  i x3  ■+■  4*"'  -+-  &xh  -+-  7  xe  -+-  7  x1  -+-  7  x*  -4-  8 x»  -t- .  . . , 

et  l'on  divisera  d'abord  i  par  s,  ce  qui  donnera  le  quotient  i  —  x  et  le 
reste 

—  x3  —  ixk  —  ixi —  x6  **  —  x*  —  ix"  —  ix"  —  x'-  *  *  —  x"  —  ...  ; 
qu'on  divise  ce  reste  par  le  premier  terme  —x3,  et  l'on  aura  le  polynôme 

s'±=  I  -+-  IX  -+-  IX- +  X***   -t-  Xe  -h  7.X-1  -+-  1Xs-h  X*  *  *   +X"  +  .  .  .  , 
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par  lequel  on  divisera  maintenant  le  polynôme  s,  ce  qui  donnera  le  quo- 
tient i  —  x  et  le  reste 

x'-h  3  x%-\-  5x*-\-  6x*-h  6x"-h  6  x7-h  7  x*-h  gx*-i- 1 1  xw-+- 1 2  #"-t- 1 2  xa-h  1 2  x'3-\- . . .  ; 

on  divisera  donc  ce  reste  par  le  premier  terme  a?2  pour  avoir  le  po- 
lynôme 

s"=  1  -\-5x-heix2-ï-6x3-î-6xi  -h6xi+']x6-irC)x''  -\-iixe-ï-i,zx3-hiix,°+  .  .  .  , 

et  ensuite  on  divisera  le  polynôme  s'  par  le  dernier  polynôme  s",  ce  qui 
donnera  le  quotient  1  —  x  et  un  reste  nul;  d'où  l'on  conclura  d'abord 
que  la  série  proposée  est  effectivement  récurrente. 

Pour  en  trouver  maintenant  la  fraction  génératrice,  il  n'y  aura  qu'à 
considérer  les  quotients  1  —  x,  1  —  x,  1  —  x,  et  les  premiers  termes  des 
restes  —  xa ,  x2;  et,  prenant  tant  les  uns  que  les  autres  à  rebours,  on  en 
formera  les  quantités  suivantes 

£='1. 

£'■—  1  —  x, 

£"=  (l  —  X)  £'  —  X*\  =  I  —  2X  H-  IX*, 

%"=  (1  —  x)  l"—  x3%=  1  —  àx  ■+■  4-»'  —  3a;3  -+-  x\ 

?" 
dont  les  deux  dernières  donneront  la  fraction  cherchée  ^>  savoir 

I  —  7.X  +  IX2 


1  —  '6x  -\-  4^2  —  3x3  +  xi 


D'où  l'on  voit  que  la  série  proposée  est  récurrente  du  quatrième  ordre, 
ayant  pour  échelle  de  relation  les  coefficients  3,  —  4»  3,  —  1 .  Or,  comme 

le  dénominateur 

1  —  3x  ■+■  ^x'  —  3x3  -4-  x* 

se  résout  dans  les  facteurs 

(1  —  x)\     I  —  x  -+-  x'1, 
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et  que  ce  dernier  se  résout  encore  dans  ces  deux  facteurs  imaginaires 

1  x, 


ou  bien 

i  —  (cos6o°  -+-  s/—  i  sin6o°)a;,     i  —  (cos6o°  —  ^—1  sin6o°)ar, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

,  _  e60Ov/=ïar,     i  _  e-6o-V=î;Cj 

on  pourra  décomposer  la  fraction  génératrice  en  ces  quatre-ci 

K  K,  L  M 

i  —  x       (i  —  xY       i  —  e^'-^x        i  —  e-^'-^x* 

et  l'on  trouvera 

K  =  -i,     K,  =  i, 

L  —  _  ■        __  —  e3o«  V- 1  x  e       _        _ 

e60°V— 1  g-60'V-l  gGO'V— 1  g—  60" Y— 1 

i—  I  e30".V^ 


Y— i  _|_  e—  30°. v^       2  cos  3o° 
et  de  même 

„—  30"Y=Î 
2  COsio0 

de  là  on  trouvera  le  terme  général 

[K  +  (m  +  i)K,  +  Le'"60*^  +  Mr'»'»  -V^J  a:"1, 

c'est-à-dire,  en  substituant  les  valeurs  des  coefficients  K,  K(,  L,  M  et 
réduisant, 

r  cos(3o° -+- m.6o°) 

cos3o° 


>], 
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Remarque  II. 

15.  Au  reste  il  serait  peut-être  encore  plus  simple  et  plus  commode 
d'employer  dans  le  calcul  les  restes  tels  qu'ils  se  trouvent,  sans  les  di- 
viser par  leurs  premiers  termes,  comme  nous  l'avons  dit  ci-dessus;  il 
est  vrai  que,  de  cette  manière,  les  quotients  renfermeront  nécessaire- 
ment des  puissances  négatives  de  x;  mais  il  n'y  aura  alors  qu'à  faire 

disparaître  les  puissances  négatives  de  la  fraction  génératrice    .  {n)  ■>  en 

multipliant  le  haut  et  le  bas  par  la  plus  haute  puissance  négative  qui  s'y 
trouvera. 

Ainsi  l'on  peut  réduire  la  solution  du  Problème  précédent  à  cette  règle 
fort  simple  : 

Divisez  l'unité  parla  série  proposée  s,  et  continuez  la  division  jusqu'à  ce 
qu'il  y  ait  dans  le  quotient  deux  termes  qui  renferment  deux  puissances 
consécutives  de  x,  comme  px*  -+-  qxk+'  ;  divisez  ensuite  la  série  s  par  le  reste 
de  cette  division,  et  avec  les  mêmes  conditions  ;  divisez,  après  cela,  le  second 
reste  par  le  premier,  et  continuez  ainsi  en  divisant  le  nouveau  reste  par  le 
précédent,  de  manière  qu'ily  ail  toujours  dans  chaque  quotient  deux  termes 
de  la  forme  précédente  ;  si  la  série  s  est  récurrente,  on  parviendra  nécessai- 
rement à  une  division  exacte;  et  alors,  nommant 

pxk-hqxl+\     p' x'1-  -+-  q' xv+' ,     p" x'  +  q"x'+',. .  .,     pV'—^x"  +  q("-'îx',+' 

les  quotients  trouvés  dans  les  n  divisions,  on  aura 


pxk  +  qxK+i  ■+- 


p'x"  -+-  q' x"-+l 


p"x"  -+-  q"xv+i  -+- 


p<."-<)  x"  -+-  g("-0  x' 
VI.  68 
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Donc,  faisant 

\  =  i, 

£"  =  (p(n->)  x?  -+-  ç(«-J)  xt+l  )£'-)-£, 
£'"=  (p(«-Vx*  -+■  q(«-Vx*+>)t"-h  l', 


£(»)=  (px*  -4-  gi.^+' )£(»-')  -(-  £<«-•> , 


Exemple  III. 

16.  Pour  confirmer  la  règle  précédente  par  un  Exemple,  soit  proposée 
la  série 

i,  4j   io>  <9>  3i,  46,  64,  85,  109,  » 36,  166,   199,..., 

on  en  formera  la  série 

t  =  1  -t-  4-»-  -(-  ioj:2  -+-  igj.J  -h  3i  j'  -+-  46  .r5  -+-  64 -r°  -+■  85  .r'  -H  1 09  x8  -t-  i36.r3-+-  i66.r'°+  .  .  .  , 

et  l'on  fera  l'opération  suivante,  qui  est  analogue  à  celle  qui  sert  à  trou- 
ver le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  quantités.  Divisant  d'abord 
1  par  s,  on  trouvera  le  quotient  i  —  !\x,  et  le  reste 

s  =  6x2  +  21^  +  4-5x*  ■+■  ^8^5  -t-  1 20 x6  -+- 1 7 1  x"1  -+-  23 1  xe  -+-  3oo.r'  ■+-...•. 
Divisant  ensuite  s  par  s',  on  a  le  quotient  ^-,  -t >  et  le  reste 

r  n  OX2  I1X 

3x2       qx3       q.r*        i5.r6       45  x6       63  x1 

s "  =  —. \-P—, h  - 1 1-  ^—. 1 7 1-  %\x*-¥  27a.9-f-.  .  .  ; 

442244 

continuant  ainsi  à  diviser  s  par  s",  on  aura  le  quotient  8  +  l\x,  et  comme 
il  ne  reste  rien  de  cette  division,  l'opération  sera  terminée  ;  en  sorte  qu'on 
sera  assuré  que  la  série  proposée  est  véritablement  récurrente. 
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Or,  puisque  les  quotients  trouvés  sont 


i  —  £x,     y. — -h -,     8-\-ix, 

DX2  12X 


on  fera 


?'+?  =  J-  +  JL  +  Î, 

6x'    '    izx )  3x-       3x       3 

et  l'on  aura  ^p  c'est-à-dire,  en  multipliant  le  haut  et  le  bas  par  -1r- 

£'"  r  4 

i  -I-  *•  +  a:2 


3.r  -t-  3x2  —  .r-1 


pour  la  fraction  génératrice  de  la  série  proposée.  On  voit  par  là  que, 
comme  le  dénominateur  de  cette  fraction  est  le  cube  de  i  —  x,  la  série 
ne  peut  être  autre  chose  qu'une  série  algébrique  du  second  ordre;  c'est 
aussi  ce  que  l'on  aurait  pu  reconnaître  d'abord,  puisque  les  différences 
secondes  sont  constantes. 

Remarque  III. 

17.  Quoique,  généralement  parlant,  dans  la  fraction  génératrice-^-* 

le  dénominateur  doive  être  un  polynôme  d'un  degré  plus  grand  que 
celui  du  numérateur,  cependant  il  peut  arriver  que  quelques-unes  des. 
plus  hautes  puissances  de  x  s'évanouissent  dans  le  dénominateur,  en 
sorte  qu'il  se  trouve  abaissé  par  Là  à  un  degré  égal  ou  moindre  que  celui 
du  numérateur;  dans  ce  cas,  la  série  récurrente  qui  en  résultera  sera 
aussi  d'un  ordre  moindre  qu'elle  n'aurait  dû  être;  mais  elle  contiendra 
au  commencement  un  certain  nombre  de  termes  irréguliers,  après  les- 
quels seulement  elle  commencera  à  être  véritablement  récurrente.  Ainsi 
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notre  règle  sert  également,  soit  que  la  série  soit  récurrente  dès  son  com- 
mencement, ou  qu'elle  contienne  d'abord  quelques  termes  irréguliers. 
Éclaircissons  ceci  par  un  Exemple. 

Exemple  IV. 
1 8 .  Soil  proposée  la  série 

i,  i,  3,  7,  18,  47»  I23,  3a2,  843,  2207,  5778,...; 
on  en  formera  d'abord  celle-ci 

s  =  1  -+-  x  -4-  3a;2  4-  7a:1  -1-  i§xf  -+-  ^  x&  -+-  i23x6-t-  322.r'  +  843^*  •+-..., 

et  l'on  procédera  comme  dans  l'Exemple  précédent.  Divisant  donc 
1  par  s,  on  a  le  quotient  1  —  x,  et  le  reste 

s'  =  —  ix'2 —  /^x3  —  nz'  —  29 xb  —  76a:6  —  199^'  —  521  a;9  —  ...  ; 

divisant  ensuite  s  par  s',  on  a  le  quotient ;  H >  et  le  reste 


-38; 


199. 


divisant  encore  s'  par  s",  on  trouve  le  quotient  4  —  8a;,  et  le  reste 
s'"  =  —  5x*  —  1 5 a;5  —  4° x<*  —  1  o5a?'  —  ...  ; 

enfin,  divisant  s"  par  s'",  on  a  le  quotient H >  et  il  ne  reste  rien  ; 

d'où  il  s'ensuit  que  la  série  proposée  est  nécessairement  récurrente. 
Ayant  donc  trouvé  les  quatre  quotients 

i  —  x, : -\ 1      \  —  $x,       -H 1 

■2.xJ       ix  ioar'        io.r 
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on  en  formera  les  quantités  suivantes 

l    =  i, 

IOT1  \ox 


w//    I  *  1     fc//  W 

S"=  ("  —  *)  £"-*-  6*"=  —  ^-r  -H  J^  -  T-, ' 

or        5.r3        5x! 

dont  les  deux  dernières  donnent  la  fraction  génératrice 

$'"    I  —  2^  +  f  —  X3 

ï™~       i—  3x  +  x<      ' 

or,  comme  x  est  élevé  à  une  puissance  plus  haute  dans  le  numérateur 
que  dans  le  dénominateur,  il  s'ensuit  qu'en  divisant  celui-là  par  celui-ci, 
jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  reste  où  l'exposant  de  x  soit  moindre  que  a, 
qui  est  le  plus  grand  exposant  du  dénominateur,  la  fraction  se  réduira  à 

3  —  nx 

x  —  2  -+-  ; 


i  —  3  x  ■+■  x'*  ' 

d'où  l'on  voit  que  la  série  s  n'est  autre  chose  qu'une  suite  récurrente 

provenant  de  la  fraction 

3  —  ix 
i  —  5x  -t-  x7 

à  laquelle  on  a  ajouté  au  commencement  les  deux  termes  arbitraires 


de  sorte  qu'en  retranchant  ces  deux  termes  de  la  série  s  on  aura  celle-ci 

3  +  ix  -+-  3  x1  +  7  x"  •+■  1 8  x 4  -+- .  .  . , 
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qui  sera  récurrente  dès  le  commencement;  ou  bien  on  pourra  diviser  le 
numérateur 

I  —  2X  +  X'  —  X3 

par  le  dénominateur 

i  —  3x  -h  x'', 

en  commençant  par  le  terme  i,  et,  continuant  la  division  jusqu'à  ce 
que  l'on  arrive  à  un  reste  qui  renferme  un  nombre  de  termes  moindre 
d'une  unité  que  le  diviseur,  on  aura  ainsi  le  quotient  i  -\- x  et  le  reste 
3x-  —  ix3;  en  sorte  que  la  fraction  deviendra 

3  —  ix 


3  X  ■+■  X'1 


d'où  il  est  facile  de  conclure  qu'en  retranchant  de  la  série  s  les  deux 
premiers  termes  i  -+-  x,  et  divisant  les  autres  par  x-,  on  aura  une  série 
récurrente  régulière,  dont  la  fraction  génératrice  sera 


i  —  3,r-)-,r 


Remarque  IV. 


19.  La  solution  du  Problème  précédent  n'est,  comme  l'on  voit, 
qu'une  simple  application  de  la  Théorie  des  fractions  continues;  mais, 
quoique  cette  Théorie  ait  déjà  été  traitée  par  plusieurs  grands  Géo- 
mètres, il  parait  que  l'application  dont  il  s'agit  peut  néanmoins  être 
regardée  comme  neuve  à  plusieurs  égards,  et  surtout  relativement  au 
point  de  vue  sous  lequel  nous  venons  de  l'envisager.  En  effet  on  n'avait 
point  encore  de  méthode  générale  pour  reconnaître  si  une  série  pro- 
posée, dont  on  ne  connaît  que  la  valeur  de  quelques  termes  consécutifs, 
est  du  genre  des  récurrentes,  et  pour  trouver  en  même  temps  la  loi  de 
ses  termes.  Le  seul  cas  où  l'on  pût  trouver  à  posteriori  la  loi  d'une  série 
était  lorsque,  en  prenant  les  différences  successives  de  ses  termes,  on 
parvenait  à  des  différences  constantes;  or  il  est  clair  que  ce  cas  n'est 


.■;•.•-..:-,.>—  
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qu'un  cas  particulier  de  notre  Théorie  générale,  car  on  sait  que  toute 
série  qui  a  des  différences  constantes  d'un  ordre  quelconque  n'est  autre 
chose  qu'une  série  simplement  algébrique  du  même  ordre;  par  consé- 
quent ce  n'est  qu'une  espèce  de  séries  récurrentes  dont  l'échelle,  au" 
lieu  d'être  un  polynôme  quelconque,  est  une  puissance  du  binôme  par- 
ticulier i  —  x  (n°7).  J'avoue  que  la  méthode  des  différences  est  plus 
simple  et  plus  commode  que  celle  des  fractions  continues  que  nous  ve- 
nons d'exposer;  aussi  est-elle  préférable  pour  trouver  la  loi  des  séries 
qui  ont  des  différences  constantes  d'un  ordre  quelconque;  mais,  si  en 
prenant  les  différences  successives  des  termes  d'une  série  on  ne  parvient 
jamais  à  des  différences  constantes,  il  faut  alors  avoir  recours  à  notre 
méthode,  pour  voir  si  la  série  est  au  moins  du  genre  des  récurrentes. 

Au  reste  il  est  bon  de  remarquer  que,  si  l'on  prend  les  différences 
successives  des  termes  d'une  série  récurrente  quelconque,  ces  diffé- 
rences formeront  elles-mêmes  une  autre  série  récurrente  du  même 
ordre  ;  car  soit  la  série  récurrente 

T  +  Tx-h  T"  x2  -+-  T"x=  +  T"x<  -f-  T1  ar5  -t-  .  .  . , 
laquelle  résulte  de  la  fraction 

[o]  +  [i],r  +  [2]-»'  +  .  ..+  [/»  —  i]-r""' 
(o)  -f-  (i)x  -+-  (2)#2-f-. .  .-t-(re)a?" 

qu'on  mette,  tant  dans  la  série  que  dans  la  fraction,         ^   à  !a  place 

de  x,  et  qu'on  divise  ensuite  l'une  et  l'autre  par  i  +  x,  il  est  clair  que 
la  série  deviendra  celle-ci 

T  Vx  T'x'  T"x3 

-+• 


i  -h  x       [i-\-xY-       n'-i-^)3        ii  -t-  xy 

laquelle,  en  développant  les  puissances  de  i  +  x,  suivant  les  règles 
connues,  et  ordonnant  les  termes  suivant  x,  se  réduit  à  cette  forme 

T  -+-  (f  -  T)  x  +  (T"-  iT  +  T) .*»  ■+■ . . . , 

c'est-à-dire,  à 

T  +  AT.^+A2T.^2-(-  A3T..a?3  +  ..  ., 
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en  marquant  par  AT,  A2T,  A3T,...  les  différences  successives  des  pre- 
miers termes  de  la  série  T,  T',  T",...,  c'est-à-dire,  les  différences  pre- 
mière, deuxième,  troisième,...  de  ses  termes,  en  sorte  que  l'on  ait 

A  T  =  T'  —  T, 

AJT  =  T"—  aT'-i-T, 

A3T  _  jm  _  3Tv/  _(_  3  î"  —  T, 


A>*T  =  1W  —  fjiT^-')  4-  t-^ Td4-2)  —  ...  ±  T. 

Cette  nouvelle  série  sera  donc  égale  à  la  fraction 

[o](i  4- •*)"-'  4-[i]ar(i  -+■  «)"-*+ [2]  *2(i  -+-  x)'-3  4- .  .  .-)-  [71  —  i]x"-' 

(o)  (1  -4-  x)"  -h  {i)x{i  -4- a?)"-'  -4-  (i)x2{i  -t-^y—^-f-.  .  .-h(n)xn 

dont  le  numérateur  et  le  dénominateur,  étant  développés  et  ordonnés 
suivant  les  puissances  de  x,  seront  aussi  des  polynômes,  l'un  du  degré 
n  —  1,  l'autre  du  degré  n,  comme  ceux  de  la  fraction  génératrice  de  la 
série  primitive;  d'où  il  est  aisé  de  conclure  que  la  série  des  différences 

T4-AT.^4-A!T.^  +  AîT.a;1  +  . 

sera  également  une  série  récurrente  du  même  ordre  n  que  la  proposée 

T  +  T'x4-T"a:a4- 

On  pourra  donc  aussi  appliquer  notre  méthode  à  la  série  des  diffé- 
rences dont  nous  venons  de  parler,  et  dès  qu'on  en  aura  trouvé  la  frac- 
tion génératrice,  si  elle  en  a  une,  il  n'y  aura  qu'à  y  substituer     _      à  la 

place  de  x,  et  la  diviser  en  même  temps  par  1  —  x\  on  aura  sur-le-champ 
la  fraction  génératrice  même  de  la  série  proposée. 

Si  la  série  proposée  est  purement  algébrique  de  l'ordre  n  —  1 ,  alors 
on  sait  que  les  différences  de  l'ordre  n  —  1  doivent  être  constantes,  et 
par  conséquent  celles  des  ordres  suivants  nulles;  en  sorte  qu'on  doit 

avoir  dans  ce  cas 

A"T  =  o,     A°+'T=:o,...; 
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or  c'est  aussi  ce  qui  résulte  de  l'analyse  précédente;  car  dans  ce  cas  la 
fraction  génératrice  de  la  série  aura  pour  dénominateur  (i  —  x)",  et  il 
est  facile  de  voir  qu'en  y  faisant  les  substitutions  et  les  réductions  indi- 
quées pour  avoir  la  fraction  génératrice  de  la  série  des  différences,  cette 
dernière  fraction  ne  contiendra  plus  x  à  son  dénominateur,  de  sorte 
qu'elle  deviendra  un  simple  polynôme  du  degré  n  —  i;  d'où  il  s'ensuit 
que  les  termes  affectés  de  x",  x"+t,...  dans  la  série  des  différences  de- 
vront être  nuls;  ce  qui  donnera  donc 

A"T  =  o,     A"+'T.=  o,.... 

En  général,  si  la  série  proposée 

Ï+T'i  +  T"x'  +  ..., 

qu'on  suppose  toujours  de  l'ordre  n,  contient  une  partie  purement  algé- 
brique de  l'ordre  m  —  i,  le  dénominateur  de  sa  fraction  génératrice 
aura  nécessairement  pour  facteur  la  puissance  (i  —  x)'",  laquelle  s'éva- 
nouira par  la  substitution  de à  la  place  de  x;  en  sorte  que  la  série 

des  différences  se  trouvera  rabaissée  d'elle-même  à  l'ordre  n  —  m;  mais 
elle  aura  au  commencement  m  termes  irréguliers,  après  lesquels  elle 
deviendra  régulière  de  l'ordre  n —  m,  comme  on  l'a  expliqué  ci-dessus 
(n°  18). 

Ainsi,  en  rejetant  les  termes  irréguliers 

ï,     AT .  x,     A2T .  x\  .  .  . ,     A"-'  T .  x"'-  ', 
et  divisant  les  autres  par  x'",  on  aura  la  série  régulière 

A-'»T  +  A"-'"+>T.x  +  A"-'"+2 T. a;2  -t-  .  .  . , 

laquelle  sera  donc  récurrente  de  l'ordre  n  —  m  et  ne  contiendra  plus  de 
partie  algébrique. 

VI  69 
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Remarque  V. 

20.  Il  est  encore  bon  de  remarquer  que  l'on  peut  toujours  simplifier 
une  série  récurrente  et  la  rabaisser  à  un  ordre  inférieur,  en  y  détruisant 
quelques-unes  des  séries  partielles  dont  elle  est  composée,  pourvu  qu'on 
connaisse  seulement  l'échelle  de  relation  de  ces  séries,  c'est-à-dire,  le 
dénominateur  de  leur  fraction  génératrice;  car,  comme  ce  dénominateur 
doit  être  un  facteur  de  celui  de  la  fraction  génératrice  de  la  série  totale, 
il  s'ensuit  que,  si  l'on  multiplie  cette  série  par  le  même  facteur,  la  série 
résultante  deviendra  nécessairement  plus  simple,  puisque  sa  fraction 
génératrice  n'aura  plus  pour  dénominateur  que  l'autre  facteur,  en  sorte 
que  les  séries  partielles  dépendant  du  premier  facteur  se  trouveront 
entièrement  éteintes. 

Il  faut  seulement  observer  que,  dans  ce  cas,  la  nouvelle  série  contien- 
dra, au  commencement,  autant  de  termes  irréguliers  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  degré  du  multiplicateur;  de  sorte  qu'il  faudra  retrancher  ces 
termes  et  diviser  ensuite  les  autres  par  la  plus  haute  puissance  de  a-, 
dont  l'exposant  sera  le  nombre  des  termes  retranchés. 

Soit,  par  exemple,  la  série  de  l'ordre  n 

T  +  1"  x  +  T"  X*  +  T"x3  -+-  T"x*  -h..., 

P 

dont  la  fraction  génératrice  soit  ^  P  étant  un  polynôme  du  degré  n  —  i , 

et  Q  un  polynôme  du  degré  n,  dont  les  n  facteurs  soient 

i  —  px,      i  —  qx,      i  —  rx,      i  —  sx,...; 
on  aura,  pour  l'expression  du  terme  général  de  la  série, 

T(m>  =  Kpm  -+-  Lq'"  +  Mr  +  N*"1  -t- 

Maintenant,  si  l'on  suppose  qu'on  connaisse  les  deux  quantités  p  et  y, 
on  pourra  simplifier  la  série  proposée  et  la  rabaisser  à  l'ordre  n  —  2,  en 
y  détruisant  la  partie  qui  répond  aux  termes K/>"\  Lqm;  car  pour  cela  il 
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n'y  aura  qu'à  la  multiplier  par  le  polynôme  formé  des  facteurs  i  —  px, 
i  —  qx,  c'est-à-dire,  par 

i  —  (p  -t-  q)x  -+- pqx2, 
et,  désignant  par 

/  -H  t'x  -t-  t"x2  ■+■  t'"x3  -+-  t"x>  -+-... 


la  série  résultant  de  cette  multiplication,  il  est  clair  que  cette  série  aura 
_P 
Q' 

Q  =  {i  —  px)(i  —  qx)Q', 


pour  fraction  génératrice  -^-,  en  supposant 


en  sorte  que  Q'  sera  un  polynôme  du  degré  n  —  i,  formé  par  le  produit 
des  autres  facteurs  simples  i  —  rx,  i  —  sx, Qu'on  retra'nche  main- 
tenant de  part  et  d'autre  les  deux  premiers  termes  t  -t-  t'x  de  la  série, 
on  aura 

P  p (t-+-  t'x)  Ci' 

t"x2  -h  i"'x3  -h  t"x>  -+-  Vx"  -+....—  —  _(  t  +  t'x)  = i-3 L2L . 

Or,  P  étant  un  polynôme  du  degré  n  —  i  et  Q'  un  polynôme  du  degré 

n  —  2,  il  est  clair  que 

P  —  (t-h  t'x)Q' 

sera  aussi  un  polynôme  du  degré  n  —  i;  et,  comme  toute  la  série  est 
divisible  para;2,  il  s'ensuit  que  ce  dernier  polynôme  devra  l'être  aussi, 
et  qu'il  manquera  par  conséquent  de  ses  deux  premiers  termes,  en  sorte 
qu'il  sera  de  la  forme  x2  P',  P'  étant  un  polynôme  du  degré  n  —  3  ;  donc, 
divisant  de  côté  et  d'autre  par  x2,  on  aura  la  série 

t"  -t-  t'"x  ■+-  t"x-  -h  P  X3  -+-  .  .  .  , 

P' 

dont  la  fraction  génératrice  sera  ^-\  en  sorte  que  le  terme  général  de 

cette  nouvelle  série  sera  de  la  forme 

M'rm+N'sm-h.. ., 

de  manière  qu'elle  sera  récurrente  de  l'ordre  n —  2. 

69. 
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Or,  si  l'on  traite  cette  série  par  notre  méthode  et  qu'on  en  détermine 

P'  .  .    .  .       p 

la  fraction  génératrice  ^75  on  pourra  retrouver  la  fraction  primitive  ^ 

de  la  série  proposée;  car  on  a  d'un  côté 

Q  =  (i  —  px)(i  —  qx)Q', 


et  de  l'autre  on  a 
et,  par  conséquent, 


P  —  (t-h  t'x)Q'  =  P'x\ 
P  =  (*  +  t'x)Q'  -+-P'x2. 


En  général,  soit  R  le  facteur  connu  de  Q,  lequel  soit  du  degré/?,  en 

sorte  que  Q=RQ',  Q'  étant  un  polynôme  du  degré  n—p;  on  multipliera 

la  série  proposée  par  R,  ensuite  on  en  retranchera  les  p  premiers  termes 

que  je  désignerai  par  S,  et  le  reste,  étant  divisé  par  xp,  sera  une  série 

récurrente  de  l'ordre  n  —  p;  en  sorte  que  la  recherche  de  la  fraction 

génératrice  sera  beaucoup  plus  simple  que  celle  de  la  fraction  de  la  série 

P' 
primitive.  Or  soit  t—  la  fraction  génératrice  de  cette  nouvelle  série;  on 

fera 

Q  =  RQ'     et     P  =  SQ'  +  ^P', 

et  la  fraction  ^-  sera  celle  de  la  série  proposée 
T  ■+■  Tx  -+-  Tx>  -4- .  .  .  . 


PROPOSITION  III. 

Problème. 

21.  Étant  donnée  une  suite  récurrente  dont  on  connaisse  déjà  la  frac- 
tion génératrice,  on  propose  de  trouver  la  fraction  génératrice  de  la  même 
série  continuée  en  arriére. 

Soient 
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les  termes  de  la  série  donnée,  et  supposons  que,  en  continuant  la  même 
série  en  arrière,  on  ail  les  termes 

T,  T,  VVT,  "T,...,  WT,  C'+OT, . . . , 

de  sorte  que  la  série  continuée  des  deux  côtés  soit  représentée  ainsi 

.  ..("+')T,  Wï,...,  mT,  "T,  T,  T,  T',  T",  T'", ...,  TW,  T<"'+'>,..., 

où  les  termes  en  allant  de  la  gauche  à  la  droite  soient  tous  formés  les 
uns  des  autres,  suivant  une  même  loi  générale. 
Soit  de  plus 

[o]  +  [i]  j?  +  [2]  a?2  -+-  [3]  x3  -+- . . .  -+-  [w  —  i\xn~l 

(o)  -+-  (i)  x  -+-  (2)  x2  +  (3)  x3 -h  . . .  +  {n)  x" 

la  fraction  génératrice  de  la  série 

T  4-  Tx  -t-  T'x2  -t-  T"x3  -h  ...  ; 

la  question  est  de  trouver  la  fraction  génératrice  de  la  série 

T+Tx—  "Ttf2  4- "Tar"  -t-  "Tx*  ■+-.... 

Pour  la  résoudre,  supposons  que  la  fraction  donnée  soit  décomposée 
en  ces  n  fractions  simples 

K  L  M  N 


1 — px        1  —  qx        1  —  rx        1  —  sx 

on  aura,  pour  l'expression  du  terme  général  T(m)a?'n,  celle-ci 

(K//"  -t-  Lq'"  -+-  M/'"'  -»-  Ni"  -t- ... )  x'", 
d'où 

T(,„)  _  Kp,n  +  L  q,„  +   M  ,.„,  +K^  +  ,.„ 

Or,  comme  cette  expression  de  T('")  doit  être  générale  pour  tous  les 
termes  de  la  série,  il  est  visible  que,  pour  avoir  les  valeurs  des  termes 

T,  VT,  ™T,...,  «T 
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qui  précèdent  le  terme  T°,  il  n'y  aura  qu'à  faire  successivement 

m  = —  i,     — i,     — 3,...,     —  m  ; 

de  sorte  qu'on  aura 

(«>ï  =  Kp~m  -+-  Lq~m  -+-  M/—"'  -i-  Nr-m  -+- . ..  ; 

donc  le  terme  général  im)Txm  de  la  série 

T+'Tj  +"Tx!  +  "T^  +  ... 
sera  représenté  par  la  formule 

(Kp~m-h  L </-"'+  Mr-'+  N 'srm  -t-  . . .)  x'" ; 

d'où  il  est  facile  de  conclure  que  cette  série  résultera  du  développe- 
ment des  n  fractions 

KLM 


lesquelles  étant  réduites  à  une  fraction  unique,  on  aura  la  fraction  gé- 
nératrice cherchée. 

Considérons  donc  l'équation  identique 

f°]  +  ['1X  -+-  M-e2  +  •  -  •  -+-  [n  —  ']*""'  _      K  L  M 

(o)-t-  (i)x-i-  {l)x2  +  ...-¥■  (n)x"         ~  I—  px         l  —  qx         i  —  rx       ""' 

et  voyons  quelle  transformation  on  doit  faire  subir  au  premier  membre, 
pour  que  le  second  se  change  en  celui-ci 


—       i  —  —       i  — 
P  ? 


Je  remarque  d'abord  qu'en  faisant  x  =  o  on  a 

M=K+L  +  M+...; 

(°) 
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ensuite,  si  l'on  met  —  à  la  place  de  x,  et  qu'on  fasse  les  réductions  or- 
dinaires, on  aura 

[o].r"-n  [i]x"-'-h[i]x"-2-i-...-h[/i  —  i]x  _  Kx  hjc  Mx 

[o)x"  +  (i)af-'-h  (2).  r"~2+.  ..  +  («)  p  —  x        q  —  x        r  —  x        ""' 

retranchons  cette  équation  de  la  précédente,  et  l'on  aura  celle-ci 

[o]        [o].,c"-t-  [1]  j.-"-'-f  [i]x"-2-^. .  .-{-[n  -  \]x  Kp  L(/  M/- 

(o)  (o)x"-h{i)xn-'  -h(i)x"~--i-...-h{n)       ~  p  —  x        q  —  x        r  —  x 

-      K  ,L  M 

XXX 

I I I 

p  1  '■ 

On  aura  donc 

[o]        [o]^+[l]J°-'-t-[a].r"-'+...  +  [/Z-i].r  _ 

(  o  )  (o)  x'  -+-  (  1  ) ,v"-'  -+-  (2)ar"-2  -h  . . .  -t-  («) 

or,  faisant  a  =0,  on  a  U— T;  donc,  retranchant  cette  équation  de  la 

précédente  et  divisant  le  reste  par  x,  on  aura,  en  ordonnant  les  termes 
suivant  les  puissances  croissantes  de  x, 

.  ["-  »]  -+-  ["  —  a>-  -+-  [n  —  i\x"  -4-  ...  -h  [o]x"-'  , 

—  7— r — ; — — \  / rS — H — ôr-5 — — ,  >   „  =  T+  Tx  +  "T.r+"Tr  +  .... 

(«)  -+-  (n  —  \)x+  [n  —  2)xi-h  (n  —  3)x3-h  ...■+-  (o)x" 

Ainsi  le  Problème  est  résolu. 


Remarque  I. 

22.  Quoique  l'analyse  précédente  soit  fondée  sur  la  décomposition 
de  la  fraction  génératrice  donnée  dans  les  fractions  simples 


1  —  p  x        1  —  qx 


décomposition  qui  suppose  que  les  facteurs  binômes  1  —  px,  1—  qx,... 
soient  tous  inégaux,  cependant  il  est  facile  de  se  convaincre  que  notre 
démonstration  n'en  subsistera  pas  moins  quand  il  se  trouvera  des  fac- 
teurs doubles,  ou  triples,...;  car  on  sait  que  le  cas  des  facteurs  égaux 
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peut  toujours  se  ramener  à  celui  des  facteurs  inégaux,  en  regardant  les 
quantités  égales  p,  q, . . .  comme  infiniment  peu  différentes  entre  elles; 
de  sorte  que,  comme  la  conclusion  à  laquelle  nous  sommes  arrivés  est 
indépendante  de  la  forme  même  des  facteurs  i  —  px,  i—  qx,...,  il  s'en- 
suit qu'elle  aura  lieu,  soit  que  ces  facteurs  soient  tous  inégaux  ou  non. 

Remarque  II. 

23.  J'appellerai,  pour  plus  de  simplicité,  polynômes  contraires  ceux 
qui,  étant  du  même  degré,  ont  aussi  les  mêmes  coefficients,  mais  dis- 
posés en  sens  contraire. 

Ainsi  les  deux  polynômes 

(o)  -+-  (i)x  -+-  (i)x'--h  >3)x3  -h .  .  .  -t-  {n)x", 
(n)  -t-  (n  —  i)x  -+-  (n  —  2,\x-  -+■  (n  —  3)x3  +  .  .  . -(-  (o)  [x  )" 

seront  des  polynômes  contraires. 
Donc,  si  l'on  a 

(o)  =  (ra),     (i)  =  (n  —  i),     (2)  =  («  —  2),..., 

ce  qui  est  la  propriété  des  polynômes  qu'on  appelle  réciproques  (n°  6),  il 
est  clair  que  les  deux  polynômes  contraires  seront  les  mêmes;  vice  versa, 
il  est  visible  que  tout  polynôme,  qui  sera  le  même  que  son  polynôme 
contraire,  sera  nécessairement  réciproque. 

De  ces  définitions  des  polynômes  contraires  et  réciproques,  il  est  facile 
de  déduire  les  propriétés  suivantes  de  ces  mêmes  polynômes  : 

i°  La  somme  de  deux  polynômes  contraires  est  un  polynôme  réci- 
proque du  même  degré. 

Et,  en  général,  si  P  et  Q  sont  deux  polynômes  contraires  du  degré  n, 
le  polynôme  P+Qa?"1  sera  un  polynôme  réciproque  du  degré  n-\-m. 

2°  Le  produit  de  deux  polynômes  contraires  est  un  polynôme  réci- 
proque d'un  degré  double;  ainsi  tout  polynôme  réciproque  d'un  degré 
pair  peut  être  regardé  comme  le  produit  de  deux  polynômes  contraires. 
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3°  La  somme  ou  la  différence  de  deux  polynômes  réciproques  du 
même  degré  est  aussi  un  polynôme  réciproque  d'un  pareil  degré. 

Et  le  produit  de  deux  polynômes  réciproques  de  quelque  degré  que 
ce  soit  est  toujours  un  polynôme  réciproque  d'un  degré  égal  à  la  somme 
des  degrés  de  ces  polynômes.  De  même  le  quotient  de  deux  polynômes 
réciproques,  lorsque  l'un  est  divisible  par  l'autre,  sera  un  polynôme  ré- 
ciproque d'un  degré  égal  à  la  différence  de  ceux  des  deux  polynômes. 

4°  Tout  polynôme  réciproque  d'un  degré  impair  est  divisible  par 
i  -+-  x,  et  le  quotient  sera  aussi  un  polynôme  réciproque;  car  il  est 
visible  qu'en  faisant  x  =  —  i  les  deux  termes  extrêmes  du  polynôme 
se  détruiront  l'un  l'autre,  ainsi  que  les  autres  termes  équidistants  des 
extrêmes;  et,  comme  i  -+-  x  est  lui-même  un  polynôme  réciproque,  il 
s'ensuit  que  le  quotient  le  sera  aussi. 

5°  La  différence  de  deux  polynômes  contraires  est  divisible  par  i  —  x, 

et  le  quotient  est  un  polynôme  réciproque;  car  soient  P  et  Q  deux 

polynômes  contraires  de  quelque  degré  que  ce  soit,  il  est  clair  qu'en 

faisant  x  =  i  on  aura  P  =  Q  ou  P-Q=o;  donc  P  —  Q  sera  divisible 

par  i^x.  Maintenant,  si  l'on  multiplie  la  différence  P — Q  par  i  —  x, 

on  aura 

P  — Q  —  Vx-t-Qx, 

qui  sera,  par  conséquent,  divisible  par  (i  — x)2;  or  P-t-Qa?  est  un  poly- 
nôme réciproque,  et  Q-l-Pa;  en  est  un  aussi  du  même  degré  (i°);  donc 
la  différence  V-\-Qx  —  Q  —  Px  sera  un  polynôme  réciproque  (3°);  d'un 
autre  côté, 

(i  —  xY=l  —  2X  -h  X' 

est  aussi  un  polynôme  réciproque;  donc  le  quotient  de  ces  deux  poly- 
nômes, c'est-à-dire,  le  quotient  de  P  —  Q  par  i  —  x,  sera  encore  un  poly- 
nôme réciproque  (3°). 

On  peut  démontrer  de  la  même  manière  que  P  —  Qx'n  sera  divisible 
par  i  —  x,  et  que  le  quotient  sera  un  polynôme  réciproque. 

Ces  propriétés  des  polynômes  contraires  et  des  polynômes  réciproques 
vont  nous  servir  pour  tirer  différentes  conséquences  de  la  solution  du 
Problême  précédent. 

VI.  7° 
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Corollaire  I. 

M 
24.   Soit  -p  la  fraction  génératrice  de  la  série  récurrente  de  l'ordre  n 

(A)  T  4-  T'a?  -+-  T"a?2  4-  T"x>  4-  T'va?4  + .  . . , 

P  étant  un  polynôme  du  degré  n,  et  M  un  polynôme  du  degré  n  —  \ . 
Que  Q  soit  le  polynôme  contraire  à  P,  et  N  le  polynôme  contraire  à  M, 

on  aura  —  jr  pour  la  fraction  génératrice  de  la  série 

(  B)  T  4-  «Ta?  4-  "Ta.-2  4-  "Ta:3  4-  vT.rl  + 

Donc,  si  l'on  ajoute  ensemble  les  deux  séries  (A)  et  (B),  ou  qu'on  les 
retranche  l'une  de  l'autre,  on  aura  la  nouvelle  série 

(C)  '(  T  ±T  )  4-  (T'±wT)a?  4-  (T"  ±"T)arJ  4-  (T'"±  -TT  )  a?»  4- . . . , 

dont  la  fraction  génératrice  sera  égale  à 

M  _  N 
P  ^Q' 

Supposons  que  le  polynôme  P  soit  le  produit  d'un  polynôme  réci- 
proque n  d'un  degré  quelconque  pair  2v  par  un  autre  polynôme  P',  qui 
sera  par  conséquent  du  degré  n  —  2v,  en  sorte  que  l'on  ait 

p  =  np'. 

Soit  Q'  le  polynôme  contraire  à  P';  comme  LT  est  un  polynôme  réci- 
proque, il  est  clair  qu'on  aura 

Q  =  nQ'. 

Ainsi  l'on  aura 

M    _    N 

np'  ~^nQ'' 
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c'est-à-dire,  en  réduisant  au  même  dénominateur, 

MQ'  +  NP' 

nPQ' 

pour  la  fraction  génératrice  de  la  série  (C). 

Or,  comme  M  et  N  sont  deux  polynômes  contraires  du  degré  n  —  i  , 
et P',  Q'  deux  polynômes  aussi  contraires  du  degré  n  —  iv,  et  que  d'ail- 
leurs n  est  un  polynôme  réciproque  du  degré  av,  il  s'ensuit  de  ce  qu'on 
a  démontré  dans  le  n°  23  : 

i°  Que  le  dénominateur  ITP'Q'de  la  fraction  dont  il  s'agit  sera  un 
polynôme  réciproque  du  degré  pair 

2  (n  —  2i/)-i-2v  =  2(«  —  v  )  ; 

2°  Que  le  numérateur  MQ'  =p  NP'  de  la  même  fraction  sera  égal  à  un 
polynôme  réciproque  du  degré  pair  2  (n  —  v—  1),  multiplié  par  1  +a?. 

Corollaire  II. 

25.  Si  l'on  ajoute  à  la  série  (A),  ou  qu'on  en  retranche  la  série  (B) 
multipliée  par  x,  il  viendra  celle  ci 

(D)  T+  (T'±,T)a;  +  (ï"dznT)^2-f-  {T"±wT)x>  +  . . ., 

dont  la  fraction  génératrice  sera  donc  égale  à 

M  _  N* 

Soit,  comme  ci-dessus, 

P  =  nP'     et     Q  =  nQ'; 
on  aura  donc 

M  N-r  ,     ..  MQ'q=NP'^ 

nF  +  nô?'    cest"a-dire>       gp'Q' 

pour  la  fraction  génératrice  de  la  série  (D);  d'où  l'on  voit  : 

i°  Que  le  dénominateur  de  cette  fraction  sera  le  même  que  celui  de 
la  fraction  génératrice  de  la  série  (C),  c'est-à-dire,  un  polynôme  réci- 
proque du  degré  pair  2  (n  —  v)  ; 

70. 
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20  Que,  si  l'on  prend  le  signe  supérieur,  la  fraction  aura  pour  numé- 
rateur un  polynôme  réciproque  du  degré  2(71  —  v  —  1)  multiplié  par 
1  —  x2;  car  ce  numérateur,  étant  égal  à  MQ' — NP'a?,  sera  représenté  par 
un  polynôme  du  degré  2(11  —  m)  divisible  par  1  —  x,  et  qui,  par  cette 
division,  deviendra  un  polynôme  réciproque  du  degré  a(/»  — v) —  i 
(n°23,  5°);  or  ce  dernier  polynôme,  étant  d'un  degré  impair,  sera  en- 
core divisible  par  1  -t-  x,  et  deviendra,  par  cette  division,  un  polynôme 
réciproque  du  degré  2(n  —  y)  —  2  (numéro  cité,  4°);  donc,  etc.  ; 

3°  Que,  si  l'on  prend  le  signe  inférieur,  le  numérateur  de  la  même 
fraction  sera  un  polynôme  réciproque  du  degré  a(/i — v),  c'est-à-dire, 
du  même  degré  que  son  dénominateur;  ce  qui  est  évident  par  ce  qu'on 
a  dit  dans  le  n°  23  (i°).  Donc,  si  l'on  retranche  de  la  fraction  le  premier 
terme  T  de  la  série,  la  fraction  restante,  après  avoir  réduit  au  même 
dénominateur,  aura  encore  pour  numérateur  un  polynôme  réciproque 
de  même  degré  (n°23,  3°);  mais  ce  numérateur  doit  être  divisible  para;; 
donc  il  faudra  que  son  premier  terme,  où  x  n'entre  pas,  soit  nul;  par 
conséquent  le  dernier  terme,  qui  renferme  <r2("~v)  et  qui  a  le  même  coef- 
ficient que  le  premier,  sera  nul  aussi;  effaçant  donc  les  deux  termes  ex- 
trêmes du  numérateur,  et  divisant  les  autres  par  x,  on  aura  un  polynôme 
réciproque  du  degré  -z{n  —  v)  —  2  pour  le  numérateur  de  la  fraction  gé- 
nératrice de  la  série 

(T'  —  T)  -t-  (T"  —  "T)x  4-  (T'"  —  "T)*s  -h  . . . . 

Corollaire  III. 

26.  Donc,  si  l'on  divise  la  série  fC)  du  Corollaire  1  par  1  q=  x,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  qu'on  la  multiplie  par  la  série 

1  ±  x  -+-  x-  zh  x3  -t-  xf  rh  .  .  . , 

on  aura,  en  prenant  successivement  les  signes  supérieurs  ou  les  infé- 
rieurs, deux  séries  dont  l'une  sera 

(E)  t  +  t'x-i-  l"x2+  l'"x3  -4-  t"xi  -t-  t"xl'  +  .  .  ., 
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dans  laquelle 

t  •=  T  4-  "T, 

C^r  +  T'  +  T  +  'T+'T+l, 

t'"=  T"  -+-  T"  -t-  T'  -+-  T  -i-  T  -t-  "T  -i-  "T  -l-  ITT, 


et  dont  l'autre  sera 

(F)  (t)  -h  (t')x+{t")  x\-h  {t'")x3-h  (<'v)^-+-  (r)x>-h.  . 

dans  laquelle 

(0   =.T  —  T, 

(/')  =T'  —  T  +VT  — "T, 

{t")  =  V—  T"  -+-  T  —  T  +  "T  —  ™T, 

(  t'")  =  T" -  T"  -4-  T'  -  T  -t-  T  -  "T  +  WT  -  'TT, 


Et  ces  deux  séries  auront  l'avantage  de  tirer  leur  origine  de  tractions 
génératrices  qui  auront  pour  dénominateur  un  même  polynôme  réci- 
proque du  degré  pair  2  (n  —  v  —  1)  et  pour  numérateur  des  polynômes 
aussi  réciproques  et  du  degré  i(n  —  v  —  1). 

De  même  le  Corollaire  II  fournira  deux  autres  séries  qui  auront  les 
mêmes  propriétés,  et  dont  l'une  sera  la  série  (D),  prise  avec  les  signes 
supérieurs  et  divisée  par  1  —  x2,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  multipliée 
par  la  série 

1  -t-  x-  ■+-  x'  -t-  Xe  -4-  .  .  .  , 

et  dont  l'autre  sera  la  même  série  (D),  prise  avec  les  signes  supérieurs 
et  divisée  par  x,  après  en  avoir  retranché  le  premier  terme  T. 
Ainsi  la  première  de  ces  séries  sera  de  la  forme 

(G)  t  ■+■  t'x  -t-  t"x2  -t-  t'"x3  -t-  V xk  ■+■  V xi  -+- .  . . , 
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OÙ 

t  =T, 

t'  =  T'  +  T, 

t"  =  T"  -f-  T  -+-  "T, 
i'"=T'"-f-  T'H-  T+™T, 


et  la  seconde  sera  de  la  forme 

(H)  (t)-\-[t'  )'x  -\-  (O  •*"'-+-  il">'I+((IÏ)j'+  (ty)xi-h.  .  ., 

où 

(0  =  r  -  j, 

(f)  =  T"  -  "T, 
(<*)  =  T--T, 


On  a  donc  par  là  le  moyen  de  transformer  une  série  récurrente  d'un 
ordre  quelconque  n  en  d'autres  de  l'ordre  i{n  —  y)  qui  aient  les  condi- 
tions dont  on  vient  de  parler.  Or,  quoique  ces  transformées  soient  en 
elles-mêmes  d'un  ordre  supérieur  à  la  proposée,  elles  peuvent  néan- 
moins être  abaissées  à  un  ordre  inférieur;  car  nous  allons  faire  voir, 
dans  le  Problème  suivant,  que  toute  série  récurrente  dont  la  fraction 
génératrice  a  pour  numérateur  et  pour  dénominateur  des  polynômes 
réciproques  de  degrés  pairs  peut  être  transformée  en  une  autre  aussi 
récurrente,  mais  d'un  ordre  moindre  de  la  moitié;  d'où  l'on  pourra  con- 
clure que  les  séries  transformées  de  l'ordre  i  (n  —  y  j  seront  réductibles 
à  d'autres  de  l'ordre  n  —  v,  lequel,  tant  que  v  n'est  pas  nul,  sera  tou- 
jours moindre  que  celui  de  la  série  primitive  proposée. 
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PROPOSITION   IV. 

Problème. 

27.  Étant  donnée  une  suite  récurrente  d'un  ordre  pair,  dont  la  fraction 
génératrice  ait  pour  dénominateur  un  polynôme  réciproque  d'un  degré 
pair,  et  pour  numérateur  un  polynôme ,  aussi  réciproque,  d'un  degré  pair  et 
moindre  de  deux  unités  que  celui  du  dénominateur,  on  propose  de  trans- 
former cette  série  en  une  autre  pareillement  récurrente,  mais  d'un  ordre 
moindre  de  la  moitié. 

Soit  proposée  la  série 

t  -+-  t'x  -+■  t"x2-h  t'"x3  -+- t"1  x*  -+-..., 

dont  la  fraction  génératrice  soit  représentée  par  la  formule 

[o]  -+-  [i]x  +  [2]ar'  +  .  .  .  +  [2]^^-'  +  [i]jr^~a+  \o\x^-- 
(o)  -\-{i)x-\-  (2)  X1  -+- .  .  .  -+-  (2)  x»>—2  -4-  (1)  x^~'  +  (o)  xy>- 

en  sorte  que  la  série  proposée  soit  de  l'ordre  i\j.,  et  supposons  que  cette 
série  soit  transformée  en  une  autre,  telle  que 

9  -t-  S'y  -t-  6"  y2  -+-  6'"  y3  -+-  9'  •/'+... , 

laquelle  ne  soit  que  de  l'ordre  (x,  et  dont  la  fraction  génératrice  soit  re- 
présentée par  la  formule 

a  -+-  by  -h  cjr'-h ..,-(-  h  y»— ' 
A  -4-  By  -t-  Cr2  -+-  ■  •  •  4-  K /)•:'-  ' 

Je  fais,  pour  obtenir  cette  transformation, 

X 

J         1  +  x2 

et,  substituant  cette  valeur  de  y  dans  la  dernière  fraction,  j'ai,  après 
avoir  multiplié  le  haut  et  le  bas  par  (1  -t-  œ2)^, 

(1  -+-  x2)[a(i-h  x'y-'-h  b x (1 -\-  x2)«-2 -+-  cx'{\+  x-f->  -+- . . .  -4-  Il  x"-'  \ 
A(i  -H  x2Y+  Bx(i-+-  x2)*-*-)-  C^:(i  +  x2f~2  +  .  .  .-t-Ka^  ' 
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et  cette  fraction  sera,  par  conséquent,  égale  à  la  série 

9'x  9"x2  B"'x3 

9  H 1 1 h. .  .; 

i-hx2       (i-hx*)2       (i  -+-  x2)3 

et,  divisant  tant  la  fraction  que  la  série  par  i-\-x2,  j'aurai  cette  fraction 

a(i  -+-  x2)*-'  -t-  bx(i  -h  x2Y~2-h  cx2(i  -+-  x2)*-3 ■+- . .  .  -+-  hx»-' 
A(i-hx2Y-+-  B(i-i-  x2)*-'  -4-C(i-f-a;2)l*-ï  +  . .  .  -+-  Kx» 

qui  sera  égale  à  la  série 

9  9'x  8"x2  8"'x3 


Maintenant,  si  l'on  développe  les  puissances  de  i  -+-x'2,  tant  dans  le 
numérateur  que  dans  le  dénominateur  de  cette  dernière  fraction,  et 
qu'on  ordonne  ensuite  par  rapport  aux  puissances  de  x,  on  verra  que  le 
dénominateur  sera  un  polynôme  réciproque  du  degré  i\j.,  et  que  le  nu- 
mérateur sera  aussi  un  polynôme  réciproque  du  degré  2p.  —  2;  en  sorte 
qu'on  pourra  comparer  terme  à  terme  ces  polynômes  à  ceux  qui  forment 
la  fraction  génératrice  de  la  série  proposée;  et  cette  comparaison  servira 
à  déterminer  les  jjl  coefficients 

a,  b,  c, . . . ,  /< 
par  les  coefficients 

[o],  [.],  [2],...,   O-i], 
ainsi  que  les  p.  -+- 1  coefficients 

A,  IL  C,    ..,  K 

par  les  coefficients 

(o),    (l),    (2),...,    (f*). 

Les  deux  fractions  étant  donc,  par  ce  moyen,  devenues  identiques,  il 
faudra  que  les  séries  qui  en  dérivent  le  soient  aussi;  mais,  comme  la 
dernière  série  n'est  pas  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x,  il  faudra, 
pour  pouvoir  la  comparer  à  la  proposée,  l'ordonner  auparavant  suivant 
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ces  mêmes  puissances;  et  pour  cela  il  n'y  aura  qu'à  y  substituer,  à  la 
place  des  fractions 


i-\-x2      (i  -+-  x*y      (i-\-x2 
leurs  valeurs  en  séries 


=  1  —      x-  -+-      X*  —        X" 


: —  =  i —  ■2.x'1  -+-  A.x* —   Axe  -t-   5xs  —  ..., 

(i-\-x2f 


=  i  —  3x*  ■+■  6x*  —  io  x6  +  i5x* 


(i  +  x2) 


et,  après  avoir  ordonné  les  termes  par  rapport  à  x,  on  aura  la  série 

B -+.  B'x  +-  {9"—  9)x2 -+-  [9"'~  1 9' ) x3  4-  (0"—  3 6" -h  6)x*+  (0*—  49'"+  3 9'  )x> 
-h{9"—59*r-h69"—9)xe-h..., 

dans  laquelle  chaque  terme,  comme  xx,  aura  pour  coefficient  la  quantité 


(X  —  i)0*-». 


(X-a)(X-3)  ,,  4  _  (X-3)(X-4)(X-5) 


2.3 


Comparant  donc  maintenant  terme  à  terme  cette  série  avec  la  série 
proposée,  on  aura 


v  =  9" -39" +  9, 
*  =  0'.  — 40"'-t-3  0', 


et,  en  général, 

fft,=flfl)-(>-o^)+^-a^-3)fl^-^-3)(X-34)(X-5)^- 

VI.  7' 
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d'où  l'on  tire  réciproquement 


-  if , 

0it      —  ;iv  +  3///+  2<; 

-4*'"  +  5«', 

6"    =  tVI  +5<iy+9«"+  5*, 

-h6r  +  i4'"'  +  '4'') 

+'  7  iVl  4-  20  ïIV  -+-  28 1"  -+- 1 4 1, 
+-  8r'*  +  27/'  -f-48/'"-t-43''. 

où  la  loi  de  la  progression  est  évidente;  car  on  voit  que  le  coefficient 
de  chaque  terme,  dans  un  rang  horizontal  quelconque,  est  égal  au  coef- 
ficient du  terme  qui  lui  est  au-dessus  dans  le  rang  horizontal  précédent, 
plus  à  celui  qui  est  à  gauche  dans  le  même  rang.  Ainsi,  dans  la  valeur 
de  6a,  on  a 

1  =  1 -t-o,    8  =  74-1,    27  =  20  -+-  7,    48  =  284-20,    43  =  l4_t"2^; 

et  ainsi  des  autres. 

D'où  il  est  facile  de  conclure  qu'on  aura,  en  général, 

on  =  tn  +  (A  - 1)  tO-*>  -t-  X'X~3)  i(^)  4-  Ml-i)(l-5)  ({l_6} 
2  2.3 

X(X-QfX-2)(X-7)    ,_8)      X(X-i)(X-3)(X-3)(X-9)    x_,0) 

2.3.4  2.3.4.5  "h"- 


Corollaire. 
28.  Donc,  si  l'on  a  une  série  telle  que 

l  4-  t'x  4-  l"x2  4- t"' '  x%  4-  t'" xs  -+-..., 

et  qu'on  demande  si  elle  est  récurrente  d'un  ordre  pair,  et  produite  par 
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une  fraction  génératrice  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  soient 
l'un  et  l'autre  des  polynômes  réciproques  de  degrés  pairs,  au  lieu  d'em- 
ployer immédiatement  la  méthode  générale  de  la  Proposition  II  pour 
résoudre  cette  question,  il  y  aura  de  l'avantage  à  transformer  d'abord 
cette  suite  en  une  autre  de  la  forme 

6  -+-  d'y  -+-  d"  y1  -i-  9'"  y3  -+-  0ivy*  -t- . . . 

et  à  opérer  ensuite  sur  cette  dernière  série  par  la  méthode  citée;  car,  de 
cette  manière,  on  aura  la  moitié  moins  d'opérations  à  exécuter,  puisque 
cette  série  sera  d'un  ordre  moindre  de  la  moitié  que  celui  de  la  série 
proposée. 

Quand  on  aura  trouvé  la  fraction  génératrice  de  la  série  transformée 

9  4-  d'y  +  8"y2  +  ■■-, 

il  n'y  aura  qu'à  y  mettre  partout à  la  place  de  y,  et  diviser  en- 
suite toute  la  fraction  par  i  +  x2;  on  aura  par  ce  moyen  la  fraction  gé- 
nératrice même  de  la  série  primitive 

t  -+-  t'x  -+-  t"x2  +  .  .  .  . 

Cette  transformation  a  d'ailleurs  encore  un  autre  avantage,  c'est 
qu'elle  facilite  la  recherche  du  terme  général  de  la  série  proposée;  car, 
ayant  trouvé  la  fraction  génératrice  de  la  série  transformée  et  l'ayant 
décomposée  en  ses  fractions  simples,  telles  que 


i  —  xsy        i  —  py        i  —  a  y 

il  n'y  aura  qu'à  mettre  dans  chacune  de  ces  fractions à  la  place 

de  y,  et  la  diviser  ensuite  par  i  -+-  x2;  on  aura  ainsi  les  fractions 

F  G  H 

;  h ?  h -,  -+-  •  ■  •  > 

I  —  TSX  -+-  X-  I  —  pX  -f-  X2  I  —  GX  -H  X- 
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d'où,  en  faisant 


on  aura,  pour  l'expression  du  terme  général  tm, 
Fsj'2       ,  F 


,(„0  _ 


ro    —  i  nr —  i 

Gp'2      ,m  _       G 
P"-ipm'      p"-i 

H<x'2      ,  H 

— ; ff r; 


Exemple. 
29.  Soit  proposée  la  série 

i  -+-  3x  +  5x2-\-  6x3  -+-  -]x'  -+-  ç)xb  -+-  1 1  xe  -+-  \ix1  -+■ .  .  .  ; 

on  trouvera  que  la  transformée  sera 

i  -+-  3 y  H-  6 y-  -4-  izy3  -+-  i^yA  -+-  48r5-t-  96 y"  -+-  192 y1  -+-..., 

laquelle,  à  commencer  du  second  terme,  est  une  progression  géomé- 
trique dont  la  raison  est  2;  de  sorte  qu'on  aura  sur-le-champ  la  formule 

3r           ,      ,  ,.           1  -+-  r 
H : ?     c  est-a-dire,     '■ — 


pour  la  fraction  génératrice  de  cette  dernière  série;  d'où  l'on  voit  que 
cette  série,  quoique  du  premier  ordre  seulement,  est  cependant  essen- 
tiellement une  série  du  second  ordre,  mais  dans  laquelle  le  coefficient 
du  terme  y2  dans  l'échelle  de  relation  est  évanoui  (n°  18);  de  sorte  que 
la  série  proposée  sera  nécessairement  du  quatrième  ordre. 

En  effet,  mettant  — : — ;  à  la  place  de  y,  et  divisant  ensuite  la  fraction 
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par  i  +  œ2,  on  aura  celle-ci 

I  -+-  x  ■+-  x- 

(  I  ■+-  X1)  (i  —  IX  -\-  X2) 

pour  la  fraction  génératrice  de  la  série  primitive 

i  +  3  x  ~h  5  x2  -(-..., 

et  il  est  clair  par  là  que  si  l'on  avait  voulu  opérer  immédiatement  par 
cette  même  série,  suivant  la  méthode  de  la  Proposition  II,  il  aurait  fallu 
procéder  jusqu'à  la  quatrième  division-  avant  que  l'opération  fût  ter- 
minée. 

PROPOSITION   V. 

Problème. 

30.  Les  mêmes  choses  étant  supposées,  comme  dans  la  Proposition  IV, 
on  demande  une  méthode  plus  simple  que  celle  de  la  Proposition  II,  pour 
trouver  immédiatement  la  fraction  génératrice  de  la  série  proposée. 

On  voit,  par  l'analyse  du  Problème  précédent,  que  la  fraction  généra- 
trice de  la  série  (E),  laquelle  a  pour  dénominateur  un  polynôme  réci- 
proque du  degré  ap,  et  pour  numérateur  un  polynôme  réciproque  du 
degré  2  p.  —  i,  étant  multipliée  par  i  -+-  x2,  peut  se  transformer,  par  la 
substitution 

X 

Y  — ;' 


en  une  autre  fraction  qui  ait  pour  dénominateur  un  polynôme  en  y  du 
degré  p.,  et  pour  numérateur  un  polynôme  en  y  du  degré  p  —  i . 

Or  il  est  clair  que,  par  la  méthode  de  la  Proposition  II,  cette  dernière 
fraction  peut  se  réduire  en  une  fraction  continue  de  la  forme 


p  +  qy  +  -L 

p'  +■  q'Y  +  -     — =*—    — p 

p"  -+-  q"  y  -+-  —, '—, 

P'"+q'"r  +  - 

'  ■  H 
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Donc,  si  l'on  remet  dans  cette  expression à  la  place  de  y,  et 

r  I  -+-  X'  r 

qu'on  la  divise  par  i  -\-x2,  elle  deviendra  égale  et  identique  à  la  frac- 
tion génératrice  de  la  série  donnée  (E). 

Or  il  est  facile  de  voir  que,  par  ce  moyen,  la  fraction  continue  précé- 
dente deviendra  celle-ci 


,/>(n-.z2)  +  qx  -+- 


p'(l-i-x2)-hq'x-h'-lri jt 5 — 

'  '  p  (n-.z  )  ■+-  q  x 


;,<!>-'>  (i-hj;»)  -H  çO»-') 


D'où  je  conclus  que  la  série  (E)  peut  se  réduire  elle-même  aussi  en 
une  fraction  continue  de  cette  forme,  c'est-à-dire,  dans  laquelle  les 
quotients  provenant  des  divisions  successives,  au  lieu  d'être  simplement 
de  la  forme 

p-i-qx,     p'-\-q'x,     p"  -t-  q"x, .  .  . , 

comme  dans  la  Proposition  II,  soient  de  la  forme 

p  -t-  qx  -+-  px\     p'  -t-  q'x  -t-  p'.x2,     p"  ■+■  q"x  -+-  p"x2  -+- .  .  .  ; 

et  comme  les  termes  p  x2,  p'x2,  p"x2,...,  dont  ces  quotients  diffèrent 
de  ceux  de  la  Proposition  citée,  n'influent  point,  dans  l'opération  de  la 
division,  sur  les  termes  précédents  p-\-  qx,  p' -h  q'x,...,  il  s'ensuit 
que,  pour  réduire  la  série  (E)  en  une  fraction  continue  de  la  forme  ci- 
dessus,  il  n'y  aura  qu'à  faire  sur  cette  série  les  mêmes  opérations  que 
dans  la  Proposition  II,  avec  cette  seule  différence  qu'après  avoir  trouvé 
les  deux  premiers  termes  de  chaque  quotient  il  faudra  y  ajouter  encore 
le  premier  terme  multiplié  par  x2,  et  tenir  compte  ensuite  de  ce  nou- 
veau terme  dans  la  soustraction.  De  cette  manière,  l'opération  se  termi- 
nera après  fi  divisions,  au  lieu  qu'en  employant  la  méthode  de  la  Pro- 
position II  elle  exigera  i\j.  divisions. 
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COEOLLAIRE. 

31.  Lorsqu'on  aura  ainsi  trouvé  !es  quotients  successifs 

p  -+-  qx  -i-  px2,     p'  ■+-  q'x  ■+-  p'x-,     p"  -+-  q"x  -+-  p"x2, .  .  . , 

on  pourra  en  déduire  la  fraction  génératrice  de  la  série  par  la  méthode 
du  n°  2,  en  prenant  ces  quotients  à  la  place  des  quotients 

p-j-qx,     p'+q'x,     p"  -f-  q"x, .  .  .  . 

Mais  il  sera  encore  plus  simple  et  plus  commode  de  prendre  pour 
quotients  les  simples  quantités 

p  -+-  qr,     p'  -+-  q'f.     p"  -+-  q"y, . .  .,    p(*-<)  -+-  q{v-l)y  ■ 
car,  ayant  formé  par  leur  moyen  la  fraction  en  y,  il  n'y  aura  plus  qu'à 
y  substituer      .   ■-  à  la  place  de  y,  et  à  la  diviser  ensuite  par  i  +  x2, 
comme  on  l'a  vu  dans  le  n°  28. 

Remarque  I. 

32.  La  méthode  précédente  est  donc  très-utile  pour  reconnaître  si 
une  série  quelconque  proposée  est  récurrente  et  due  à  une  fraction  gé- 
nératrice dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  soient  des  polynômes 
réciproques  de  degrés  pairs;  car  elle  réduit  à  la  moitié  le  nombre  des 
opérations  que  demanderait  la  méthode  générale  de  la  Proposition  IL 

Si  la  fraction  génératrice  de  la  série  devait  avoir  pour  dénominateur 
un  polynôme  réciproque  de  degré  pair,  et  pour  numérateur  le  produit 
d'un  polynôme  réciproque  de  degré  pair  par  un  polynôme  quelconque 
donné,  alors  on  pourrait  encore  résoudre  la  question  par  la  même  mé- 
thode, avec  cette  seule  différence,  qu'au  lieu  de  prendre  l'unité  pour  le 
premier  dividende,  comme  dans  les  opérations  de  la  Proposition  II,  il 
faudrait  prendre  pour  premier  dividende  le  polynôme  même  donné;  car 
il  est  visible  que,  de  cette  manière  toute  la  fraction  continue  se  trou- 
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vera  multipliée  parce  même  polynôme,  et  que,  par  conséquent,  la  frac- 
tion résultant  de  la  réduction  de  cette  fraction  le  sera  aussi.  C'est  pour- 
quoi, après  avoir  trouvé  dans  ce  cas  les  quotients  des  divisions  succes- 
sives, il  n'y  aura  qu'à  chercher,  à  l'aide  de  ces  quotients,  la  fraction 
génératrice  de  la  série,  en  faisant  abstraction  du  polynôme  donné,  et 
ensuite  multiplier  le  numérateur  de  cette  fraction  par  le  polynôme  dont 
nous  parlons. 

Exemple. 

33.  Je  prendrai  pour  exemple  la  suite  que  nous  avons  déjà  examinée 
dans  le  n°  29,  d'après  la  méthode  de  la  Proposition  IV,  savoir, 

i  ■+-  3x  -4-  5x-  -+•  6x'  -t-  r]xi  -t-  gx5  -4- 1 1  x6  -+-  iix1  -4-  \3x% 
-4-  i5a:9  -+- 17  x">  4-  iHxu  -+-  ig^12  4-  '21  xu  -+-..., 

et  voici  comment  je  procède. 

Je  commence  par  diviser  l'unité  par  la  série  donnée 

14-  3^4-5x!4-. . .  , 

que  j'appelle  s,  et  je  trouve  dans  le  quotient  le  terme  1 ,  à  la  place  du- 
quel j'écris  tout  de  suite  1  +  x2;  je  multiplie  1  +  x2  par  la  série  s,  et  je 
soustrais  le  produit  de  l'unité,  ce  qui  me  donne  le  reste 

—  3x  —  6x2  —  ga?3  —  i2x'  —  i5.r5 —  18a?6  —  21a;7  —  .  ... 

Je  continue  à  diviser  ce  reste  par  la  série  s,  et  il  me  vient  dans  le  quo- 
tient le  nouveau  terme  —  3a;,  qui,  étant  multiplié  par  le  diviseur  s  et 
soustrait  du  reste  précédent,  donne  le  reste 

3x2  -4-  6 x3  -+-  6xs  -t-  6a:5  -1-  g.r6  -4-  12  a?'  4- ...  . 

Ainsi  le  premier  quotient  est 

1  —  3x  -4-  x7. 

Maintenant  je  divise  le  dernier  reste  par  son  premier  terme  3a?2  pour 
avoir  la  série 

I  -I-  IX  -+-  2X7  4-  3.X3  -h  Sx*  ■+■  ^Xl  -h  4-t6  -4-  •  •  •  1 
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que  j'appelle  s',  et  par  laquelle  je  divise  la  série  s,  qui  a  servi  de  divi- 
seur dans  l'opération  précédente. 

Celte  division  me  donne  d'abord  le  quotient  i ,  à  la  place  duquel  j'écris 
de  nouveau  i  +  a?2;  la  multiplication  et  la  soustraction  faites,  j'ai  le 
reste 

x  -+-  ix'  -+-  ix*  -+-  ixf  ■+■  3xs  -+-  4#6  -I-  4^'  +...  j 

qui,  étant  divisé  derechef  par  la  série  s,  produit  dans  le  quolient  le 
terme  x;  et  ce  terme,  étant  multiplié  par  le  diviseur  s  et  soustrait  du 
reste  précédent,  ne  laisse  plus  rien;  d'où  je  conclus  que  l'opération  est 
terminée,  et  que  la  série  proposée  est  récurrente  du  quatrième  ordre,  en 
sorte  que  sa  fraction  génératrice  a  pour  dénominateur  un  polynôme  ré- 
ciproque du  quatrième  degré,  et  pour  numérateur  un  polynôme  réci- 
proque du  second  degré. 

En  vertu  de  l'opération  précédente,  la  série  proposée  *  est  donc  égale 
à  la  fraction  continue 


3*2 

i  —  àx  -4-  x2  -+- 


i  -t-  x  -+-  x' 


laquelle,  en  mettant  y  à  la  place  de a»  c'est-à-dire,  y{i  -+-  x2)  à  la 

place  de  x,  se  réduit  à  celle-ci 


[I  +  ^)(I_3J)+  se+iW 


(I +  *»)(!  -4- r) 


i_3r-t-  i£- 

J  i  -4-  y 


:-!  +  *'); 


d'où  l'on  voit  que  l'expression  de  s  en  y  est  la  même  que  celle  en  x,  en 
réduisant  les  quotients 

i  —  3  x  ■+■  x2,     i  -4-  x  -+-  x- 
VI.  72 
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aux  deux  premiers  termes 

i  —  3x,     i  -+-  x, 

changeant  ensuite  x  en  y,  et  divisant  le  tout  par  i  -+-  x'2. 

Ainsi,  pour  avoir  la  fraction  génératrice,  on  considérera  les  quotients 

i  ■ —  3x,     i  -+-  x 

avec  le  premier  terme  'ix2  du  reste  de  la  première  division,  par  lequel 
ce  reste  a  été  divisé;  et  l'on  en  formera  (n°  13)  les  quantités 

£  — i,     £?'—  i  +  x,     £"=('  —  3x)%  +3  x2  £'— i —  2z; 

p 
on  changera  x  en  y  dans  la  fraction  ^>  et,  la  divisant  ensuite  par  i-+-x*, 

on  aura  celle-ci 

(l  +  ^)(l-2j) 

pour  la  fraction  cherchée,  dans  laquelle  il  n'y  aura  plus  qu'à  mettre 
:  à  la  place  de  y,  ce  qui  la  transformera  en 

I  -+-  X*  v  J  1 

I  ■+-  X  -+-  X2 


(l  -h  X2)(l  —  2  X  ■+■  X2  ) 

ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat  du  n°  29. 

Remarque  II. 

34.  Si,  dans  le  cas  du  Problème  précédent,  il  arrivait  que  la  fraction 
génératrice  eût  pour  numérateur  un  polynôme  réciproque  d'un  degré 
égal  ou  plus  grand  que  celui  du  dénominateur,  alors  la  série  aurait  au 
commencement  un  certain  nombre  de  termes  irréguliers,  comme  on  l'a 
vu  dans  le  n°  18;  or,  si  l'on  se  contentait  d'effacer  ces  termes,  la  série 
restante  serait  à  la  vérité  régulière,  mais  elle  n'aurait  plus  une  fraction 
génératrice  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  fussent  des  poly- 
nômes réciproques  de  degrés  pairs,  comme  auparavant.  Comme  il  peut 
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néanmoins  être  quelquefois  utile  de  conserver  à  la  série  cette  propriété, 
nous  allons  voir  ce  qu'il  faudra  faire  pour  cet  effet. 
Considérons  donc  la  fraction 

a-\~  bx  -h  cx2-\- .  .  .-{-  c.rr"+f-')--  -f-  bx-('+>-'î-]  -t-  a.r2(v+e-|> 
A  -+-  Bx  -+■  Cx2  -+- . .  .  -+-  Cr2v-2  -+-  Bx2'-'  -+-  A.*2" 

laquelle  soit  supposée  donner  naissance  à  la  série 

t  ■+■  t'x  -+- 1" x2  -+-  f'x3 -t-  <IVX<  -+-...'. 

Je  dis  que  l'on  peut  diviser  le  numérateur  de  cette  fraction  par  son  dé- 
nominateur, en  sorte  que  tant  le  quotient  que  le  reste  soient  aussi  des 
polynômes  réciproques  de  degrés  pairs;  en  effet,  si  l'on  suppose  que  le 
quotient  soit 

P  -+-  Qx  ■+-  Bx'  -4- .  . .  -t-  R«2(f-')-2 .+.  Qa;!((-')-i  +  p^2(e-i) 

et  que  le  reste  soit 

xt[p  -+-  qx  -+-  rx2  -+- .  .  . -t-  ra?J(v-«)-»+  qx2C-[)-[  -+- px'C'-'l], 

il  est  facile  de  prouver  qu'en  multipliant  ce  quotient  par  le  diviseur 

A  -4-  Bx  +  Cx2  -t-. .  . 

et  y  ajoutant  ensuite  le  reste,  il  viendra  un  polynôme  réciproque  du 
degré  a(v  +  p  —  i);  et,  comme  le  nombre  des  coefficients  indéterminés 
P,  Q,  R,...  est  p,  et  celui  des  coefficients  indéterminés  p,  q,  r,...  est  v, 
le  polynôme  dont  il  s'agit  contiendra  v  -+-  p  quantités  indéterminées;  par 
conséquent  ce  polynôme  sera  comparable  au  polynôme 

a  -+-  bx  -+-  ex7  -)-..., 

où  le  nombre  des  coefficients  donnés  a,  b,  c,...  est  aussi  v  H-  p. 

Maintenant,  puisque  le  reste  est  divisible  par  x?,  il  est  clair  que  les 
p  premiers  termes  de  la  série 

t  -+-  t'x-h  t"x2-h. . . 

72. 
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devront  être  les  mêmes  que  les  p  premiers  termes  du  quotient 

P  -t-Q.r  h-  Rj'  -+-... , 

afin  que,  ces  termes  étant  effacés  de  part  et  d'autre,  ce  qui  restera  soit 
tout  divisible  par  x?\  on  aura  donc  ainsi 

P  =  t,     Q  =  t',     R  =  t", . . .  ; 

donc,  après  avoir  effacé  ce  qui  se  détruit,  et  divisé  le  tout  par  oft,  on 
aura  l'équation 

tM  -+-  /(H-' )  x -+-  K^2) x2  -t-  t^+V  x*  -t- . . .  =  «e-2>  -t-  i<P-J > x  -t-  2(f-4> x"  •+- . . . -t-  Ix r~- 

p  -\-  qx  -+-  rx'-h.  .  .-4-  j'ic2(v-')-»^  g  #»("-' )-t  -f-^x^'-') 
A  +  Bx  +  C^!  +  .  .  .4-Ca:2'-2  +  Bx2v~'  -+-  Ax-' 

d'où  il  s'ensuit  qu'on  aura 

[<(?)  _  f(e-s)]  +  [/(?+■)  _  <(f-J)]jr_i_[/(fM;_  *(?-«).]#».+,,  .  . 

_  p  -t-  qx  -t-  m!  +  .  .  .H-  r.r2(v-')-2+  qx^"-^~'  -4-p.r2(v-" 
A  -t-  B.r  +  Cx!  -h. . .-f-  L^2—2  -+-  lii-'-1  -+-  A/:" 

On  voit  donc  par  là  que,  pour  rendre  la  série 

t  -h  t'x  -f-  <"a;2-H  i'".r3  -+-... 

régulière,  et  en  même  temps  originaire  d'une  fraction  qui  ait  pour  nu- 
mérateur et  pour  dénominateur  des  polynômes  réciproques  de  degrés 
pairs,  il  faut  non-seulement  y  effacer  les  p  premiers  termes,  et  diviser  les 
restants  para;?,  mais  encore  retrancher  des  coefficients  de  ceux-ci  les 
coefficients  de  ceux  des  premiers  termes  qui  sont  également  éloignés 
du  terme  p1""16,  c'est-à-dire,  en  retrancher  respectivement  les  coeffi- 
cients des  termes  effacés  disposés  à  rebours,  à  commencer  par  le  pé- 
nultième. 

Si  la  série  proposée  avait  pour  fraction  génératrice  la  fraction  ci- 
dessus,  mais  dont  le  numérateur  fût  de  plus  multiplié  par  i  -+-  x,  ce  qui 
le  rendrait  un  polynôme  réciproque  du  degré  i(v  -+-  p  —  i)  -+- 1,  on 
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trouverait  par  un  raisonnement  semblable  que,  pour  débarrasser  la  série 
des  termes  irréguliers  et  conserver  en  même  temps  à  sa  fraction  géné- 
ratrice la  même  forme,  il  faudrait  y  effacer  les  p  premiers  termes,  diviser 
les  autres  par  x?,  et  retrancher  ensuite  respectivement  des  coefficients  de 
ceux-ci  ceux  des  termes  effacés,  disposés  a  rebours,  à  commencer  par 
le  dernier;  c'est  le  cas  de  la  seconde  des  deux  séries  (C)  du  n°  24.. 

Mais,  si  le  numérateur  de  la  fraction  au  lieu  d'être  multiplié  par 
r  -+-  x  devait  l'être  par  i  —  x,  ce  qui  est  le  cas  de  la  première  des  mêmes 
séries  (G),  alors  on  opérerait  comme  dans  le  cas  précédent,  mais  en 
changeant  la  soustraction  en  addition. 

Enfin,  si  l'on  avait  le  cas  de  la  première  des  séries  (D)  du  n°  25,  où  le 
numérateur  de  la  fraction  doit  être  multiplié  par  i  —  a-,  il  est  facile  de 
voir  qu'après  avoir  effacé  les  p  premiers  termes,  et  divisé  les  autres 
par  x?,  il  faudrait  ajouter  respectivement  aux  coefficients  de  ceux-ci,  à 
commencer  seulement  par  le  second,  les  coefficients  des  termes  effacés 
disposés  à  rebours. 

PROPOSITION  VI. 

Problème. 

Etant  donnée  une  suite  de  nombres  dont  la  loi  de  la  progression  soit  in- 
connue, on  propose  de  trouver  si  chaque  terme  de  cette  suite  peut  être  repré- 
senté par  la  somme  d'un  certain  nombre  de  sinus  d'angles  qui  varient  d'un 
terme  à  l'autre  par  des  différences  constantes  quelconques,  chacun  de  ces 
sinus  étant  d'ailleurs  multiplié  par  un  coefficient  constant  quelconque. 

Les  principes  posés  ci-dessus  fournissent  différentes  manières  de  ré- 
soudre ce  Problème. 

Première  Solution. 

35.  De  ce  que  l'on  a  démontré  dans  les  nos  5  et  6,  il  s'ensuit  que,  pour 
que  la  suite  proposée  soit  de  la  nature  dont  il  s'agit,  il  faut  qu'elle  soit 
récurrente  d'un  ordre  pair,  et  que  de  plus  la  fraction  génératrice  ait 
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pour  dénominateur  un  polynôme  réciproque  d'un  degré  pair,  lequel 
soit  résoluble  en  facteurs  trinômes  de  la  forme 

i  —  ix  cosa  -+-  x-,     i  —  ix  cos(3  -+-  x*, . . . . 

Ainsi,  pour  résoudre  le  Problème  proposé,  il  n'y  aura  qu'à  faire  usage 
de  la  méthode  générale  de  la  Proposition  II,  et  chercher  par  son  moyen 
la  fraction  génératrice  de  la  série.  Celte  fraction,  si  la  série  en  a  une, 
étant  trouvée,  il  n'y  aura  plus  qu'à  voir  si  elle  a  pour  dénominateur  un 
polynôme  qui  ail  les  propriétés  dont  nous  venons  de  parler:  c'est  de  quoi 
on  pourra  s'assurer  aisément  par  les  formules  du  n°  6;  car,  d'abord,  il 
faudra  qu'en  égalant  le  dénominateur  à  zéro  on  ait  une  équation  réci- 
proque de  la  forme 

i  +(!)■*  -t-(a)x2-f-  (3)x3  -4-.  .  .  +  (3)x2,-3H-(2)^-v-î-f-  (i)x"-'  -+-  x*  =  o; 

ensuite  il  faudra  que  la  transformée 

«"  +  [(0]**"  +  [(a)]*-2  +  [(3)]r-  +  . . .+  ['(»)]  =  o 

ait  toutes  ses  racines  réelles,  inégales  et  comprises  entre  les  limites  —  i 
et  +  2.  On  trouve,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  pour  les 
années  1767  et  1768  (*),  des  méthodes  directes  et  faciles  pour  recon- 
naître si  cette  condition  a  lieu,  et  pour  trouver  en  même  temps  la  valeur 
de  chaque  racine  aussi  approchée  que  l'on  veut. 

Supposons  que  ts,  p,  a,...  soient  les  racines  dont  nous  parlons;  on  fera 

G*  a  P  a 

cosa=— ?      cosp=-5      C0S7=->-1-» 
2  r       2  2 

et  l'on  en  conclura  sur-le-champ  que  le  terme  général  T(m)  de  la  série 
proposée  sera  de  la  forme 

A  sin(a  +  mot.)  +  Bsin(6  +/wj3)-t-Csin(c  +  /wy)-i-..., 

m  étant  l'exposant  du  rang,  et  A,  B,  C,...,  a,  b,  c,...  des  constantes 
qu'on  déterminera  aisément  par  les  méthodes  connues. 

(*)  OEuvres  de  Lagrange,  t.  II,  p.  53g  et  58 1 . 
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En  effet  il  est  clair,  par  les  formules  du  n°  6,  que  le  dénominateur  de 
la  fraction  génératrice  aura  alors  pour  facteur  les  trinômes 

i  —  2  x  cos  a  -+-  x1,     i  —  2  x  cos  (3  4-  x-, . . . , 

en  sorte  qu'on  pourra,  par  les  méthodes  connues  décomposer  cette 
fraction  en  autant  de  fractions  partielles,  telles  que 

F  +  Ga7  B-hlx 


I  —  2XCOSCX-hX:  I  —  2^COS(3-)-X:i 

Or  on  sait,  et  il  est  d'ailleurs  très-facile  de  démontrer  que  toute  frac- 
tion de  la  forme 


I  —  7.x  COS  a  -+-  x2 


donne  une  série  dont  le  terme  général  est 
sin(m  +  i)« 


donc  la  fraction 

F+  Gx 


i  —  zx  cosct.-\-  x* 


produira  une  série  qui  aura  pour  terme  général  la  quantité 

F  sïn{m  -+- 1)  a  -+-  G  sinma 
sina 

mais 

sin  (m  -l-  i)  «  =  sinma  cos  a  -+-  cos  m  a  sina; 

donc,  si  l'on  fait 

„       .    .  Fcosa-f-G 

F  =  A  sina,      — — : =  Acosa, 

sina 

et  par  conséquent 


F  sina  J¥ 2  +  2FGcosa-+-G' 

langa  =  T -^i     A  =  -x : 

Fcosa  +  G  Sina 
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le  terme  géuéral  de  la  série  provenant  de  la  fraction 

F  +  G.r 

i  —  ix  cosa  -f-  x1 

se  réduira  à  la  forme 

A  sin(a  -+-  ma)  x'". 

Ainsi  l'on  connaîtra  les  valeurs  des  constantes  A  et  a,  et  l'on  déter- 
minera de  même  celles  des  constantes  B  et  b,  à  l'aide  des  quantités  H,  I, 
et  sinj3,  cos|3;  et  ainsi  des  autres. 

Deuxième  Solution. 

36.  Puisque  la  question  est  de  savoir  si  la  suite  proposée  résulte 
d'une  fraction  génératrice,  dont  le  dénominateur  soit  un  polynôme  ré- 
ciproque d'un  degré  pair  2v,  supposons  que  cela  soit  ainsi,  et  il  est  clair 
qu'on  aura  dans  ce  cas  (n°  24) 

P=II,     n  =  2v, 

par  conséquent 

P'  =  i,     Q'  =  i,     P  =  Q. 

D'où  il  s'ensuit  que  chacune  des  séries  transformées  du  n°  26  sera  de 
l'ordre  a(2v  —  v)  =  2v,  c'est-à-dire,  du  même  ordre  que  la  proposée; 
en  sorte  que,  par  la  méthode  de  la  Proposition  IV,  on  pourra  les  trans- 
former de  nouveau  en  d'autres  qui  ne  seront  que  de  l'ordre  v,  et  par 
conséquent  d'un  ordre  moindre  de  la  moitié  de  celui  de  la  série  pro- 
posée; moyennant  quoi  la  recherche  de  la  fraction  génératrice  devien- 
dra beaucoup  plus  simple  et  plus  facile. 

Soit  donc  T  un  des  termes  du  milieu  de  la  suite  proposée,  et  soient 

T\  T",  T'",... 
les  termes  qui  suivent  celui-là, 

T,  WT,  "T, . .  . 
ceux  qui  le  précèdent.  On  formera,  par  les  formules  du  n°  26,  les  deux 
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séries  transformées  (E)  et  (F),  ou  bien  les  deux  autres  (G)  et  (H), 
qu'on  représentera,  comme  dans  le  numéro  cité,  de  cette  manière 

t  -h  t' x  +  t" x2  -t-  rx'-h  tivx(  +  . . ., 
(/)  4-  (t')x  -+-  (t")x2-h  (t"')x*-h  (t1")xi+...; 

ensuite  on  transformera,  par  les  formules  du  n°  27,  ces  deux  séries 
dans  ces  deux-ci 

(I)  6  ■+■  B'f  -+-  0"j2  +  6'"  y3  +  S-'r"  -t- .  •  ■ , 

(K)  (d)-h  (Q')r  +  (9")r>  +  {e'")y3+-{e^)ri-h..., 

et  l'on  opérera  sur  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  dernières  séries,  suivant 
la  méthode  de  la  Proposition  II,  pour  trouver  sa  fraction  génératrice,  si 
elle  en  a  une.  Cette  fraction  étant  trouvée  pour  l'une  des  deux  séries 
dont  il  s'agit,  il  sera  facile  d'avoir  la  fraction  de  l'autre  série,  puisque 
les  deux  fractions  génératrices  doivent  avoir  le  même  dénominateur 
(sur  quoi  voyez  la  Remarque  I,  au  n°  38),  car  la  difficulté  ne  consistera 
qu'à  trouver  le  numérateur  de  la  fraction  inconnue;  et  pour  cela  il  est 
clair  qu'il  n'y  aura  qu'à  multiplier  la  série  elle-même  par  le  dénomina- 
teur déjà  trouvé,  et  prendre  pour  numérateur  autant  des  premiers 
termes  de  ce  produit  qu'il  y  en  a  dans  le. dénominateur,  moins  un,  les 
termes  suivants  devant  d'ailleurs  s'évanouir  d'eux-mêmes,  ce  qui  peut 
servir  de  confirmation  à  la  bonté  du  calcul. 

Connaissant  ainsi  les  fractions  génératrices  des  deux  séries  (I)  et  (K), 
il  faudra  examiner  d'abord  si  leur  dénominateur  commun,  étant  égalé 

à  zéro,  donne,  en  y  faisant  y  =  -,  une  équation  en  z  de  la  même  na- 
ture que  celle  du  n°  35,  c'est-à-dire,  dont  les  racines  soient  toutes  réelles 
inégales,  et  comprises  entre  les  limites  2  et  —  2,  en  sorte  qu'on  puisse 
les  supposer  égales  à 

2Cosa,     2cos(3,     2cosy,..., 

auquel  cas  on  pourrait  décomposer  les  fractions  dont  il  s'agit  dans  les 
VI.  73 
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fractions  partielles 

F  G  H 

1 H h 

i-2jcos«        i  — 2/cosp        i— 2/cosy 

(F)  (G)  ,  (H)  |       _ 

i  —  iy  cos  a        i  —  2 y  cos  (3        i  —  2 j  cos  y 

On  mettra  ensuite  dans  ces  fractions  j^—,  a  la  Place  de^'  et  on  les  di" 
visera  par  i  +  x2,  ce  qui  les  changera  en  celles-ci 

F  G ^  H  ^ 

i  —  2^cosa  +  x2        i  —  2 x  nos (3  +  a;2        i  —  2.r  cosy -H  #2 

(F)  |  (G)  ,  (H)  ,         ^ 

i  —  2a;  cos «-i-^2        i  —  axcosp  -t-  a:2        i  —  ix  cosy  +  a;2 

qui  seront  par  conséquent  égales  aux  séries 

t  -4-  l'as  +  t" x2  ■+■  t'"x3  ■+■ .  .  . , 

(t)-h{t')x-h  (t")x2  ■+-  (t'")x'-h 

Il  faut  maintenant  distinguer  deux  cas,  suivant  que  ces  séries  répondent 
aux  séries  (E)  et  (F),  ou  aux  séries  (G)  et  (H)  du  n°  26. 

Dans  le  premier  cas,  il  n'est  pas  difficile  de  voir  que  si  l'on  multiplie 

la  série 

t  -t- 1' x  -+- 1"  x2  ■+■  v"  x%  + . . . 

par  i  —  x,  et  la  série 

{t)  +  [l')x  -+-  [t")x2-h  (t'")x3-+-.  .  . 

par  ï  -t-  x,  et  qu'on  les  ajoute  ensemble,  il  en  résultera  celle-ci 

il  ->r-  iT  X  +  1.T' X2  +  2T"'*3-t- 

On  aura  donc  dans  ce  cas 

F+(F)       F-(F)r      G+(G)      G-(G)j 

T+T'*H-r*'+rv+T"*'+...=    ,a_a;BC08g^    h-     "_^co^lx,    +-; 
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d'où  l'on  tirera  aisément  l'expression  du  terme  général  T(m),  comme 
dans  la  solution  précédente. 
Dans  le  second  cas,  la  série 

t  -h  l'  X  -\-  l"  X*  -t-  t'"  xz  -h  ...  , 

étant  multipliée  par  i  —  x-  et  ensuite  ajoutée  à  la  série 

(t)  +  (f). x  4-  (t'^x*  +  (t'")  x3  -+-... 

multipliée  par  x,  donnera  celle-ci 

T  -+-  2  T' x  -+-  i  T'x2  -t-  sT'"^-)-.  .  . , 
en  sorte  que  l'on  aura 

— I-  T  ,r  +  T  x2  -t-  T   r  +  T".t'  +  ...  =  - 


2  1  —  •ï.xcosa-^x2       2  1  —  2  .r  COS  p  ■+-  a;2 

Or,  si  l'on  fait  dans  cette  équation  x  =  o,  on  a 
T  _  F        G 

2  2  2 

Donc,  ajoutant  cette  équation  à  celle-là,  il  viendra 


T-hl'x-\-T"x2-h  T"x*-h  Tlvx'  -(-...= 


F-f-[>(F)-Fcosz].r      G-h[i(G)  —  Gcos(3].r 


I  —  ixcosa-h-x2  i — 2,zcOS(3-l-.r:' 

d'où  il  est  facile  de  trouver,  pour  le  terme  général  T{m),  l'expression 

Fcosma  H -T-?—  sinma  -+-  G  cosmS  H : — ■=  sin/nfi  -4- .  .  . , 

asina  asinp 

qu'on  réduira  aisément  à  la  forme 

k  sin(a  -h  me   -t-  R  sin(b  -t-  m(3)  -f-. . ., 
en  faisant 


2Fsina         .  /„  (F)2 

tanga= — -=- — ,      A=l/li'+/, 

(i)  y         4sm  a 


(G? 
4sin2(3 


,       2Gsin(3  /r, 

tang6=-(G)      '      B  =  V 
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Troisième  Solution. 
37.  Ayant  nommé,  comme  ci-dessus, 

les  termes  de  la  suite  proposée,  on  en  formera  ces  deux  séries  (24) 

[  (T+T)  +  (T'  +  *T).r+(T"  +  ™T)^+(T"'+"T).r34-..., 
(G) 

I   (T—  T)  +  (T'  —  "T)x-t-(T"  —  ™T) x~--h  (T'"  — -TT).r3-+-..  ., 

ou  bien  ces  deux-ci  (n°  25) 

[  T  -+-  (T'  -+-  "ï)x  -h  (  T"  -+-  *T)x>  -+-  (T'"  +  WT)  x3 -{-..., 
(D) 

I  (T'  —  VT)  +  (T"  —  *T)x  +  (T'"  +  »T)  a.-'  +  . .  .; 

ensuite  on  opérera  sur  une  quelconque  de  ces  quatre  séries,  suivant 
la  méthode  de  la  Proposition  V,  en  ayant  seulement  attention  (32)  de 
prendre  pour  premier  dividende,  au  lieu  de  l'unité,  la  quantité  i  —  x 
si  l'on  choisit  la  première  des  deux  séries  (C),  la  quantité  i  +  x  si  l'on 
choisit  la  seconde  de  ces  séries,  ou  la  quantité  i  —  ar  si  l'on  veut  opérer 
sur  la  première  des  deux  séries  (D);  mais,  à  l'égard  de  la  seconde  des 
séries  (D),  il  ne  faudra  prendre  que  l'unité,  comme  à  l'ordinaire. 

On  pourra  donc  trouver,  par  cette  méthode,  la  fraction  génératrice 
de  la  série,  si  elle  en  a  une;  et  pour  cela  il  faudra  se  souvenir  de  multi- 
plier ensuite  le  numérateur  de  la  fraction  qu'on  aura  trouvée  directe- 
ment, par  la  même  quantité  qui  aura  servi  de  premier  dividende,  pour 
avoir  la  véritable  fraction  génératrice  cherchée  (numéro  cité). 

Ayant  trouvé  ainsi  la  fraction  génératrice  de  l'une  des  deux  séries  (C) 
ou  (D),  il  faudra  chercher  encore  celle  de  la  série  compagne,  et  pour 
cela  on  pourra,  si  l'on  veut,  s'y  prendre  de  la  même  manière;  mais, 
comme  on  sait  d'avance  que  ces  fractions  doivent  avoir  le  même  déno- 
minateur, il  suffira  de  chercher  le  numérateur  de  la  nouvelle  fraction, 
en  multipliant  la  série  correspondante  par  le  dénominateur  déjà  trouvé, 
et  ne  prenant  dans  le  produit  qu'un  nombre  de  termes  moindre  d'une 
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unité  que  celui  du  dénominateur;  on  pourra  même  se  contenter  de  cher- 
cher ainsi  les  v  premiers  termes  du  produit  (av  H- i  étant  supposé  le 
nombre  des  termes  du  dénominateur);  car,  comme  on  sait  que  les  deux 
séries  (C)  doivent  avoir  pour  numérateurs  de  leurs  fractions  génératrices 
des  polynômes  réciproques  du  degré  2v  —  2  multipliés  par  1  —  x  ou' 
par  i-\-œ,  il  s'ensuit  que  la  seconde  des  séries  (C)  aura  pour  numérateur 
un  polynôme  réciproque  du  degré  2v  —  1,  et  que  la  première  aura  pour 
numérateur  un  polynôme  du  même  degré  2v  —  1,  dont  les  termes  ex- 
trêmes, ainsi  que  les  équidistants  des  extrêmes,  auront  les  mêmes  coef- 
ficients, mais  avec  des  signes  contraires,  polynôme  qu'on  pourra  appeler 
anti-réciproque  ;  de  même,  puisque  la  première  des  deux  séries  (D)  doit 
avoir  pour  numérateur  de  sa  fraction  génératrice  un  polynôme  réci- 
proque du  degré  iv  —  2,  multiplié  par  1  —  x2,  il  est  facile  de  voir  que 
ce  numérateur  ne  sera  autre  chose  qu'un  polynôme  anti-réciproque  du 
degré  2v;  et,  quant  à  la  seconde  des  mêmes  séries  (D),  elle  aura  naturel- 
lement pour  numérateur  un  polynôme  réciproque  du  degré  2v  —  2. 
D'où  l'on  voit  qu'il  suffira  toujours  de  connaître  la  première  moitié  des 
termes  du  numérateur  cherché,  puisque  les  termes  restants  seront  les 
mêmes  avec  les  mêmes  signes,  ou  avec  des  signes  contraires.  Sur  quoi 
voyez  encore  ci-dessous  la  Remarque  II  (39). 

Dès  qu'on  connaîtra  les  fractions  génératrices  des  deux  séries  (C) 
ou  (D),  on  pourra  achever  la  solution  du  Problème,  comme  dans  le 
numéro  précédent;  car  il  est  visible  qu'en  faisant 


on  pourra  mettre  les  deux  fractions  génératrices  des  séries  (C)  sous  la 

forme 

i—x   v       *  +  x  (V) 

1  -4-  x*  >  1         1  -+-  x1     Y 

et  les  deux  fractions  génératrices  des  séries  (D)  sous  la  forme 
i—x'  V  1       (V) 


■  x*  Y       i-hx*    Y 


582  FORMATION   DES   TABLES   DES  PLANETES 

V,  (V)  et  Y  étant  des  polynômes  en  y,  dont  les  deux  premiers  seront  du 

degré  v  —  i,  et  le  dernier  du  degré  v;  et  il  est  facile  de  se  convaincre 

que  les  fractions  ^  et  -rj-  ne  seront  autre  chose  que  les  fractions  géné- 
1  Y         Y  ' 

ratrices  des  séries  (I)  et  (Kj  de  la  seconde  solution;  en  sorte  qu'en  opé- 
rant sur  ces  fractions,  comme  nous  l'avons  enseigné  dans  cet  endroit, 
on  en  tirera,  pour  l'expression  du  terme  général  T(m),  les  mêmes  for- 
mules que  nous  avons  trouvées  à  la  fin  de  la  Solution  précédente,  en 
remarquant  que  le  premier  des  deux  cas  que  nous  y  avons  distingués 
répond  à  celui  où  l'on  aura  employé  les  séries  (C),  et  que  le  second 
répond  à  celui  où  l'on  aura  fait*  usage  des  séries  (D). 


Remarque  I. 

38.  Nous  avons  dit,  dans  la  seconde  solution  du  Problème  précédent, 
que  les  fractions  génératrices  des  deux  séries  (I)  et  (K)  doivent  avoir  le 
même  dénominateur.  Cela  est  vrai,  en  général,  comme  on  peut  s'en 
convaincre  en  relisant  les  nos  24,  25  et  26;  mais  il  peut  arriver  que  le 
dénominateur  ait  un  facteur  commun  avec  le  numérateur  d'une  de  ces 
fractions,  auquel  cas  ce  facteur  s'évanouira  de  lui-même,  et  la  fraction 
deviendra  plus  simple.  Dans  ce  cas  donc,  si  l'on  multiplie  par  ce  déno- 
minateur l'autre  fraction,  on  aura  encore  après  la  multiplication  une 
fraction  dont  le  numérateur  sera  le  même  qu'auparavant,  et  dont  le 
dénominateur  sera  le  facteur  commun  qui  s'était  évanoui  dans  la  pre- 
mière fraction.  Par  conséquent  cette  fraction  donnera  aussi  une  série 
récurrente,  mais  dans  laquelle  il  y  aura  au  commencement  autant  de 
termes  irréguliers  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  du  polynôme  par 
lequel  elle  aura  été  multipliée  (17).  D'où  il  est  facile  de  conclure 
que,  si  après  avoir  trouvé  la  fraction  génératrice  de  l'une  des  séries  (I) 
ou  (K)  on  multiplie  l'autre  série  par  le  dénominateur  de  cette  fraction, 
et  qu'après  avoir  pris  autant  de  ternies  de  ce  produit  qu'il  y  en  a  dans 
le  multiplicateur,  moins  un,  on  trouve  que  les  termes  suivants  ne  sont 
pas  nuls,  ce  sera  une  marque  que  la  fraction  trouvée  est  dans  le  cas 
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dont  nous  venons  de  parler;  alors  il  faudra  considérer  ces  derniers 
termes,  et,  après  les  avoir  divisés  par  la  puissance  de  y  qui  multiplie  le 
premier  d'entre  eux,  on  cherchera  de  nouveau,  par  la  méthode  géné- 
rale, la  fraction  génératrice  de  la  série  qui  en  est  formée;  on  multi- 
pliera ensuite  cette  fraction  par  la  puissance  de  j,  par  laquelle  on  avait 
divisé  les  termes  de  la  série,  et  l'on  y  ajoutera  les  premiers  termes  dont 
on  a  parlé;  on  aura  ainsi,  après  avoir  réduit  le  tout  au  même  dénomi- 
nateur, une  fraction  qui,  étant  encore  divisée  par  le  dénominateur  de 
la  première  fraction  trouvée,  sera  la  véritable  fraction  génératrice  de 
l'autre  série  en  question. 

Remarque  II. 

39.  Il  est  visible  que  la  même  difficulté,  qui  vient  de  faire  l'objet  de 
la  Remarque  précédente,  pourra  se  rencontrer  aussi  dans  la  troisième 
Solution;  et  cela  arrivera  lorsque  les  termes  du  produit  de  la  série  par 
le  dénominateur  trouvé  ne  formeront  pas  un  polynôme  réciproque  ou 
anti-réciproque,  comme  nous  l'avons  supposé  dans  cette  Solution.  Dans 
ce  cas  donc,  il  faudra  chercher  de  nouveau  la  fraction  génératrice  de  la 
série  formée  par  le  produit  dont  nous  parlons;  mais,  comme  cette  série 
contiendra  au  commencement  autant  de  termes  irréguliers,  moins  un, 
qu'il  y  en  a  dans  le  dénominateur  déjà  trouvé,  il  faudra  se  débarrasser 
de  ces  termes  par  la  méthode  du  n°  34.  Voici  donc  comment  on  s'y  pren- 
dra. Ayant  trouvé  la  fraction  génératrice  de  l'une  des  deux  séries  (C) 
ou  (D),  pour  avoir  celle  de  la  série  compagne,  on  multipliera  cette  série 
par  le  dénominateur  de  la  fraction  trouvée,  et,  retenant  les  premiers 
termes  de  ce  produit,  on  retranchera  des  termes  suivants  ce  qu'il  faut 
pour  qu'il  en  résulte  un  polynôme  réciproque  ou  anti-réciproque  de  la 
forme  et  du  degré  dont  devrait  être. le  numérateur  de  la  fraction  cher- 
chée, si  elle  avait  le  même  dénominateur  que  l'autre  fraction.  On  divi- 
sera tous  les  termes  de  cette  partie  retranchée  par  la  puissance  de  x  qui 
en  affecte  le  premier  terme,  et  l'on  opérera  ensuite  sur  la  série  résul- 
tante comme  on  aurait  opéré  sur  la  série  elle-même,  si  l'on  en  avait 
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cherché  directement  la  fraction  génératrice  sans  supposer  son  dénomi- 
nateur connu. 

Dès  qu'on  aura  trouvé  la  fraction  génératrice  de  la  série  en  question, 
il  n'y  aura  plus  qu'à  la  multiplier  par  la  même  puissance  de  x,  par  la- 
quelle on  avait  divisé  auparavant  tous  ses  termes,  et  à  y  ajouter  ensuite 
le  polynôme  réciproque  ou  anti-réciproque  dont  on  vient  de  parler;  la 
fraction  qui  en  résultera,  après  avoir  réduit  le  tout  au  même  dénomi- 
nateur et  multiplié  de  plus  ce  dénominateur  par  celui  de  la  première 
fraction  déjà  trouvée,  sera  la  fraction  génératrice  de  la  série  compagne 
de  la  première. 

Cette  règle  se  démontre  facilement  par  les  principes  du  numéro  cité; 
nous  ne  nous  y  arrêterons  pas,  d'autant  que  dans  la  pratique  il  parait 
beaucoup  plus  utile  d'employer  toujours  la  méthode  directe  pour  l'une 
et  l'autre  série;  car,  quoique  de  cette  manière  le  calcul  devienne  un  peu 
plus  long,  il  y  a  néanmoins  cet  avantage  que  l'opération  qu'on  fera  sur 
la  seconde  série  servira  de  preuve  à  celle  qu'on  aura  faite  pour  la  pre- 
mière, puisqu'il  faut  nécessairement  que  le  dénominateur  de  la  fraction 
génératrice  de  celle-ci  soit  le  même  que  celui  de  la  fraction  génératrice 
de  celle-là,  ou  qu'il  en  soit  du  moins  un  diviseur  exact. 

Conclusion. 

40.  Comme  la  troisième  Solution  mérite  d'être  employée  de  préfé- 
rence, à  cause  de  sa  simplicité  et  de  sa  facilité,  je  vais,  pour  la  commo- 
dité de  ceux  qui  voudront  en  faire  usage,  récapituler  en  peu  de  mots  les 
procédés  qu'elle  demande.  Pour  cela  je  distinguerai  les  deux  cas  qui 
répondent  aux  séries  (C)  ou  (D),  sur  lesquelles  on  est  libre  d'opérer  :  ce 
qui  fournira  deux  méthodes  différentes  de  résoudre  le  Problème. 

Première  Méthode. 
Soit  T  un  des  termes  du  milieu  de  la  série  proposée;  T',  T",  T"', . . . 
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les  termes  suivants,  et  T,  VT,  ™T,  ITT,...  les  précédents;  on  en  formera 
d'abord  la  série  des  sommes 

(T-f-vT)-l-(T'4-wT)a:  +  (ï"  +  "T)a:2+(T'"-l-"T)^  +  ..., 

et,  pour  rendre  le  calcul  plus  commode,  on  commencera  par  diviser 
tous  les  termes  de  cette  série  par  son  premier  terme  T  +VT,  que  j'appel- 
lerai en  général  p,  en  sorte  que  la  série  résultante  que  je  nommerai  s 
ait  pour  premier  terme  l'unité. 

Cette  préparation  faite,  on  divisera  i  —  x  par  s,  et,  au  lieu  de  i ,  on 
écrira  d'abord  i  +  x2  dans  le  quotient;  ensuite,  après  la  multiplication 
et  la  soustraction  ordinaires,  on  continuera  la  division,  et  il  viendra  dans 
le  quotient  un  terme  de  la  forme  qx;  après  quoi  on  aura  un  reste  dont 
le  premier  terme  sera  de  la  forme  p'x2. 

On  divisera  ce  resté  par  son  premier  terme/?' x2,  pour  avoir  un  poly- 
nôme dont  le  premier  terme  soit  l'unité,  et  qu'on  nommeras';  après 
quoi  on  divisera  s  par  s',  et,  au  lieu  de  i ,  on  écrira  de  nouveau  i  +  x2 
au  quotient;  ensuite,  continuant  la  division  comme  à  l'ordinaire,  on 
aura  dans  le  quotient  un  terme  tel  que  q'x,  et  il  viendra  un  reste  dont 
le  premier  terme  sera  de  la  forme  p" x2. 

On  divisera  donc  aussi  ce  reste  par  son  premier  terme  p"x2 ,  et  l'on  dési- 
gnera le  polynôme  résultant  par*";  on  divisera  maintenants'  pars",  en 
écrivant  d'abord  au  quotient  i  -\- x2  au  lieu  de  i  ;  on  continuera  la  di- 
vision, et  l'on  aura  dans  le  quotient  un  nouveau  terme  de  la  forme  q"x; 
ensuite  de  quoi  le  reste  aura  pour  premier  terme  p'"x2 . 

On  opérera  sur  ce  reste  comme  sur  les  précédents,  et  l'on  continuera 
ainsi  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  un  reste  qui  soit  exactement  ou  à 
très-peu  près  nul;  dans  le  premier  cas,  on  aura  une  solution  exacte; 
dans  le  second,  on  n'en  aura  qu'une  approchée. 

Maintenant,  soit  n  le  nombre  des  quotients  trouvés,  en  sorte  que  l'on 
ait  les  deux  suites  de  nombres 

p,  p',  p",  p'",...,  /?("_,),     et     q,  q' ,  q",  q'",...,  </<"-'); 

vi.  74 
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on  fera 

4.  = . , 

<]/  =  1  -+-  ^("-"j, 

ty''=  (1  -+■  q(n-2) y)  ty'  -)-  p*-"-') y2  <li , 

=  1-4-  (gC-')  +g(»-2))j+(ç("-')?(»-=)  +p(n-0)j% 

i|/"=:  (  1  -t-  q("~~3)y)  41"  ■+-  p<-"~Vy*  <b' , 

=  1  4-  (gl*"0  +  g(»-»J  +  qC-t) )y  +  i  g<»-0  g('-=)  +  g(»-0  g(»->)  4-  tf<"-2J  Ç(<"-!)  j  j' 
+  (q(."-''q("-Vq("-3>  +  q(<—Op(.<-*)  -+-  q(«-Vpi»-i))y>, 


t];(">=  (1  ■+-  (jf^-Ji]/"-''  ■+"  J»'/2^ 


U«-»). 


P*'-" 


Et  l'on  considérera  la  fraction  *-t^,—  )  dont  le  dénominateur  d/"'  sera 

toujours  un  polynôme  en  y  du  degré  rc,  dans  lequel  le  premier  terme  sera 
l'unité;  en  sorte  qu'il  pourra  être  résolu  en  n  facteurs  simples  de  la 

forme 

1  —  55 y,     1  —  py, 

On  cherchera  donc  ces  facteurs  par  les  méthodes  connues,  et  ensuite 
on  décomposera  la  fraction  elle-même  en  autant  de  fractions  simples, 

telles  que 

F  G 

-+- 


1  —  isy       1  —  py 

Ces  opérations  achevées,  on  reprendra  la  série  proposée,  et  l'on  en 
formera  la  série  des  différences 

(T  —  T)+  (T  —  vT)x  +  (T"  —  WT)^+  (T'"  —  "T)*3-f-. . ., 

qu'on  traitera  de  la  même  manière  qu'on  l'a  fait  à  l'égard  de  la  série  pré- 
cédente des  sommes,  avec  cette  seule  différence  que,  au  lieu  de  prendre 
1  —  x  pour  premier  dividende,  il  faudra  prendre  maintenant  i  -+-  x. 

En  suivant  donc  les  mêmes  procédés,  on  parviendra  aussi  à  une  frac- 
tion telle  que  " '   (,0    ?  dont  le  dénominateur  (|)(n)  devra  être  exacte- 
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ment  ou  à  très-peu  près  le  même  que  celui  de  la  fraction  trouvée  d'après 
la  première  série;  ce  qui  pourra  servir  de  confirmation  à  la  bonté  du 
calcul.  Ainsi  on  pourra  décomposer  pareillemenî  cette  dernière  fraction 
en  n  fractions  partielles  de  la  forme 

(F)  (G)       , 


i  —  us)         i  —  py 
Ayant  trouvé  de  cette  manière  les  valeurs  des  quantités 
m,  p,...,  F,  G,...,  (F),  (G),.  .., 
il  n'y  aura  plus  qu'à  faire 


m      ,  F-f-(F) 

cosa=->    tanga=  —  — ,   A  =  -  »  /  F2  sec2 -  -M  h  2  cosec2 

F)  cot F  tang- 

2  i 

o       P  l  G  +  (G)  i      / 

cos(3=^,    tango  =-  — - -,   B=-t/ 

(G)cotB-Gtang£ 


G2  séc2  -  -4-  (  G)2  coséc2  -  ■ 


et  l'on  aura  pour  le  terme  général  T(m)  de  la  série  proposée  l'expression 

suivante 

TW  =  Asin(a-t-  ma)  -+-  Bsin(6  -f-  m(3)  -t- 

Seconde  Méthode. 
On  formera  d'abord  la  série  des  sommes 

T  4-  (T  -+-  "T)x  -+■  (T"  -+• <i1)x'  -t-  (T""  +  "T)#»  -t- . . . , 

et  l'on  opérera  sur  cette  série  suivant  les  mêmes  procédés  prescrits  ci- 
dessus,  en  ayant  seulement  attention  de  prendre  i  —  x-  pour  premier 
dividende.  On  trouvera  ainsi  les  fractions  partielles 


i  —  jsy       i  —  py 
On  formera  ensuite  cette  autre  série  des  différences 

(T  —  T)  -t-  (T"  —  *T)x  ■+-  (T'"  —  T)*»  + . . . , 
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et,  la  traitant  de  même  que  la  précédente,  mais  en  prenant  simplement 
l'unité  pour  premier  dividende,  on  obtiendra  pareillement  ces  fractions 
partielles 


(G) 


ensuite  on  fera 


Wy  ,  _  py. 


2F  sina 

ta„ga=___. 


a        P  1        2Gsin( 

cosp  =  !-»     lango  : 


(G) 


A 

4  sin2a 

B 

+    (G)2 
4  sin!(3 

et  l'on  aura,  comme  ci-devant, 

T("»  =  Asin(a  +  ma)  -+-  Bsin'6  -+-  m(3)  + 

Exemple  I. 

41.  Pour  montrer  l'usage  des  méthodes  précédentes,  par  un  exemple 
relatif  à  l'Astronomie,  je  prendrai  la  Table  de  l'équation  du  temps 
de  Mayer  (Tabulée  solares,  etc.,  p.  111),  dont  la  marche  est  assez  irrégu- 
lière, et,  supposant  qu'on  ne  me  donne  qu'un  certain  nombre  de  termes 
de  cette  Table  pris  à  des  intervalles  égaux,  je  me  propose  de  trouver  la 
loi  de  ces  termes,  et  de  connaître  par  là  la  formule  générale  d'après  la- 
quelle la  Table  est  formée. 

Supposons  que  les  termes  donnés  soient  ceux  qui  répondent  à 

os,   2S100,   4S2o°,    7s,   gSio0,..., 

dont  l'intervalle  constant  est  2sio°,  et,  réduisant  les  minutes  en  se- 
condes, on  aura  la  série  des  nombres  suivants  [voirie  Tableau  ci-contre, 
première  case) 

+  456,  —168,  +  274.,  —933,  -+-220,  h-63i,  —232,  +349,  —823,  —72, 

+  772,  —237,  +358,  — 657,  —  36o,  -i-86o,  —  181,  -t-3o5,  —  4^7,  — 616, .  .  .  , 

dont  il  s'agira  de  trouver  la  loi. 
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Pour  y  parvenir,  je  suivrai  donc  les  procédés  détaillés  ci-dessus  (40), 

et  j'emploierai  la  première  méthode  en  opérant  sur  les  séries  formées 

des  sommes  et  des  différences  des  termes  de  la  proposée  équidistants  du 

milieu. 

Prenant  donc  le  terme  -1-772,  qui  répond  à  1  isio°  pour  T,  et  les  sui- 
vants —  237,  +  258,...  pour  T',  T",...,  ainsi  que  les  précédents  —  72, 
—  823,...  pour  'T,  'T,...,  il  faudra  chercher  les  sommes 

T  -+-  T,     T'  +  "T, .  .  . 

et  les  différences 

T  -  T,     T'  —  "T, 

et,  pour  les  trouver  plus  aisément  et  sans  craindre  de  se  tromper,  il  n'y 
aura  qu'à  écrire  de  nouveau  les  mêmes  termes,  comme  on  le  voit  dans 
les  lignes  troisième  et  quatrième  de  la  première  case,  et  prendre  ensuite 
les  sommes  d'un  côté  et  les  différences  de  l'autre.  On  aura  ainsi  cette 
série  des  sommes 

+  700,  — 1060,  +707,  — 889,  +271,  +1080,  —  1 1 1 4  »  +579,  — 625,  — 160,..., 
et  cette  autre  série  des  différences 

+  844.  +586,  -+-9,  — 425,  — 99',  +640,  +752,  -4-3i,  — 289,  —1072,..., 
sur  chacune  desquelles  il  faudra  opérer  séparément. 

Opération  sur  la  première  série. 
Cette  série  sera  donc  représentée  ainsi 

700  —  1 060 .7? -1- 707 -r3  —  889. r3 -h  trj\  x* -+-  1080X3  —  ti  i4-c6-l-  579.1'  —  6a5.r8 —  160.1" —  .  . .  , 

et  l'on  aura  d'abord 

p  =  700; 

ensuite,  divisant  tous  les  termes  par  p,  et  faisant  le  calcul  par  les  loga- 
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rithmes,  comme  on  le  voit  dans  la  deuxième  case,  on  aura  la  nouvelle 
série 

s  =  i  —  i,5i428.r  -l-  i,oioooj' —  1, 27000  xz+  o,  38714^ 

+  1,54286a?5 — ■  1, 5g  1 43  a;6 -t- 0,82714a:7  —  o,  89286a:8 —  o, 22857a:"  —  , .  . , 

par  laquelle  il  faudra  diviser  le  binôme  1  —  x.  Le  procédé  de  cette  divi- 
sion est  détaillé  dans  la  quatrième  case,  et  les  calculs  subsidiaires  pour 
les  multiplications  se  trouvent  dans  la  deuxième  case. 
On  a  donc  ce  premier  quotient 

i  -t-  x2  ■+■  o ,  5 1 428  x, 

en  sorte  que 

q  —  o,  51428; 

ensuite  on  a  le  reste 

—  i,23 ia3 a:2  -+-  2,26485a?3  —  ...  ; 

donc 

p'  =  —  i,23i  i3; 

et,  comme  ce  reste  n'est  ni  nul  ni  fort  petit,  il  faut  continuer  l'opé- 
ration. 

On  divisera  donc  tous  les  termes  du  reste  dont  il  s'agit  par/»',  et  l'on 
aura  la  série 

s'  =  i  —  i,5i428x-f- 1,01 000  a:2 -t- 0,38332  a;3 —  o,  33367  a:'  -t-  1,26017  a-1'  —  1, 672 1 3. rc -h  0,11295.^ 

qui  devra  maintenant  servir  de  diviseur  à  la  série  s. 

Les  quatrième  et  deuxième  cases  contiennent  aussi  le  détail  de  cette 
nouvelle  division,  ainsi  que  les  calculs  subsidiaires  qu'elle  demande;  et 
l'on  voit  que  le  quotient  est 

I  -4-  X-  -+-  O  ,  32522  X, 

ce  qui  donne 

q'  =  o,  32522, 

et  que  le  reste  est 

0,00397  a:2  —  o,oio34a.":'  —  0,00812a;4  -t-  0,00790a:5  —  0,00464a:'1  —  0,0021 4a:1. 
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Or,  comme  les  coefficients  numériques  sont  ici  fort  petits,  on  pourra 
négliger  ce  reste  et  regarder  l'opération  comme  achevée;  on  aura  de 
cette  manière,  non  la  véritable  loi  de  la  série,  mais  une  loi  fort  appro- 
chée, qu'il  sera  facile  de  rectifier  ensuite. 

La  première  série  donne  donc  ces  valeurs 

p=-joo,  q=o,5z^o.8, 

//=  —  I,23l23,        (/'=  0,3?.522, 

qu'il  faudra  substituer  dans^les  formules  du  n°  40;  mais  auparavant 
nous  chercherons  celles  qui  doivent  résulter  de  l'autre  série. 

Opération  sur  la  seconde  série. 
Cette  série  sera  représentée  ainsi 

844  -<-  586.27  -+-  g.r2 —  425a:3  —  991.1*  -1-  640a?5  -t-  752 x6  -+-  3i.r!  —  289 .rs  —  ioji.t'  -+- .  .. , 

en  sorte  qu'on  aura  d'abord 

/>  =  844; 

divisant  donc  tous  les  termes  par  p,  et  faisant  le  calcul  par  les  loga- 
rithmes, comme  on  le  voit  dans  la  troisième  case,  on  aura  cette  nou- 
velle série 

s  =  1  -+-  0,69431  x  -+-  o,  01066  a:2  —  o,5o355a-  —  1 ,  i^4'  Tx* 

-+-  o,  75829 a s-+-  0,89100a;6  -+-  o,o3663.r'  —  0,34242  a:8  —  0,27014^"  -t-  .. ., 

par  laquelle  il  faudra  diviser  le  binôme  1  -+-  x. 

On  trouve  dans  la  cinquième  case  le  détail  de  cette  division,  et  dans 
la  troisième  case  les  calculs  subsidiaires  qu'elle  demande;  et  l'on  voit 

que  le  quotient  est 

i  -1-  x2  -t-  o ,  3o569^, 

ce  qui  donne 

q  = o , 3o56g , 

et  que  le  reste  est 

—  1, 22290a?2  —  0,19402a?3  -4- . . . , 
VI.  75 
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de  sorte  que  l'on  aura 

p'=—  1,22290. 

Continuant  donc  l'opération,  on  divisera  ce  reste  par  p  ,  et  l'on  aura 
la  nouvelle  série 

s'=  1  -h  0,1 5865  x —  i,0773o.rJ—  o,o85ig.r3  —  0,04201  x'  -+-  0,87284  a5 -1-  0,45777  x6 —  1,09416.1' -1 

par  laquelle  il  faudra  diviser  la  série  s. 

La  division  faite  comme  on  le  voit  dans  la  cinquième  case,  on  aura  le 

quotient 

1  -+-  x1  -+-  o,53566x, 

par  conséquent 

q'  =  o,53566; 

et  ensuite  on  aura  ce  reste 

o, 00298  .r2  -+-  o,ooo5a;3  —  o, 00923 x'  —  0,00686 xb-\-  0,00769 .r6  +  0,0 1284 •*''+•  •• , 

lequel,  n'ayant  que  des  coefficients  fort  petits,  pourra  être  négligé,  en 
sorte  qu'on  pourra  regarder  l'opération  comme  finie. 
Ainsi  les  valeurs  résultant  de  la  seconde  série  seront 

p  =844,  Q  =0,30569, 

//  = —  1,22290,     q'z=o,  53566. 

Résultats  déduits  des  valeurs  précédentes. 

Puisque  nous  n'avons  eu  que  deux  quotients  dans  chaque  opération, 
on  fera  n  =  2,  et  la  fraction  à  considérer  sera  *-X-i  dans  laquelle  on  aura 

y  =i  +  q'y, 

<K=n-  (7  +  4')r+  iqq'+plr'- 

Or,  si  l'on  représente  par  1  —  tsj,  1  —  py  les  deux  facteurs  simples 
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du  trinôme  <J/',  on  aura,  comme  l'on  sait, 


?  +  <?',   \/(?-?')J 

-4p' 

2                                        2 

q  +  q'       \]{q  —  q'Y 

-4/ 

et  la  fraction  4r-  se  décomposera  en  ces  deux-ci 


I  —  BJ  I  —  pj 

en  faisant 

p  =  _  P{g'+w\  _  P  r  g  — g'      _i 

p-o  2[        v/(g  —  g')2  — 4p'J' 

rT  =  _/>(<7'  +  P)_Zr,  _u         <?-</' 1. 

o-p         a[       s/(g-g')2-4/''J 

Introduisons  maintenant  dans  ces  formules  les  valeurs  trouvées  ci- 
dessus,  et  prenons  d'abord  celles  qui  résultent  de  la  première  série. 
On.aura  donc 

q  -t-  q'  =  0,83950, 

q  — q'  =0,18906,       log  —  9,2765997,       2log  =  8,553ig94, 

{q  —  q'  ?—  0,03574, 
—  4^=4,92492, 


4,96066,      log =  0,6955394,      {log =  0,3477697. 


\/{q  —  q')'  —  \p'  —  2,22725, 
q  -4-  q'  =  0,83950. 


Somme 3,06675. 


Donc 


Différence...-      1,38775. 
05  =  0,69387,     p  =  —  i,53337; 


75. 
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de  plus 

log(  g  —  q'  )  =  9,2765997, 


;v^(?  — ?' )2  — 4^  =  0,3477697, 

Différence-...       8,9288300.     Nombre  corr.  =  0,0 
Iogo,gi5i2  =  9,9614780, 
Iog.r,o8488  =  o,o3538i8, 


log  —  =  Iog35o  =  2 ,544°68o , 


logF  =  2,5o5546o, 
logG=  2,57944^8. 

Donc 

F  =  32o,3o,      0  =  379,70. 

Employons  maintenant  les  valeurs  données  par  la  seconde  série,  et 
l'on  aura 

q  -+■  q'  =  o,84"  35, 

(/  —  q    =0,22997,         log  =  9, 3616712,  2log  =  8,  7233424, 

{q  —  q'  )2=  o,o5288, 
—  4/*'  =  4*89160, 


4,9444^'         log  =  0,6941206,         —  { log  =  0,347060.3. 


0.  q  —  q'  )'  —  ip'  =  2 ,  22362 , 
q  -+-  q'  =o,84i35. 


Somme 3,06497. 


Donc 


ensuite 


Différence    ...       1 ,  38227  • 
1^=0,69113,       p=  —  1,53248; 
log  (g'—  qt  =19,36167  12, 


log  v'(<7  —  q'  Y  —  4p'  =  o  ;  3470603 . 


Différence 9,0146109.     Nombre  corr.  =  0,10342. 
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log i , 1 0342  =  o , 0427409 , 
logo,8g658  =  9,9525890, 

—  =  log422  =  '■!  69.53  ia5, 


Donc 


log(F)  =  2,668o534, 
log(G)  =  2,5779015. 

(F)  =  465,64,   (G)  =  378, 36. 


Il  faudra  maintenant  substituer  ces  valeurs  dans  les  formules  du  n°  40, 
pour  en  déduire  celles  de  a,  j3;  a,  b\  A,  B;  mais  auparavant  il  est  bon 
de  remarquer,  à  l'égard  des  quantités  zs  et  p,  que  les  valeurs  trouvées 
d'après  les  résultats  de  la  première  opération  ne  sont  pas  tout  à  fait  les 
mêmes  que  celles  qui  résultent  de  la  seconde  opération;  ce  qui  ne  doit 
pas  paraître  surprenant,  attendu  que  les  restes  que  l'on  a  négligés 
comme  nuls  ne  l'étaient  pas,  mais  étaient  seulement  très-petits.  On  peut 
même  observer  que,  comme  les  coefficients  numériques  de  ces  restes 
n'ont  de  chiffres  significatifs  que  dans  la  troisième  place  décimale  et 
dans  les  suivantes,  les  valeurs  de  ts  et  p  ne  peuvent  être  exactes  que 
jusqu'à  la  troisième  place  décimale  exclusivement;  aussi  voit-on  que  les 
deux  valeurs  de  ts,  ainsi  que  celles  de  p,  s'accordent  entre  elles  dans  les 
deux  premières  décimales. 

Nous  donnerons,  au  reste,  à  ts  et  à  p  des  valeurs  moyennes  entre 
celles  qu'on  a  trouvées  ci-dessus;  ainsi  l'on  aura 

5)=       0,69250,         C0Sa=:  —  =        0,34625, 

p  ■=.  —  1 ,  53292  ,        cos  p  =±  —  =  —  ô ,  76646  ; 

donc 

a  =  69°45',     (3  =  180"  —  3g"  58'  =  i4o°2'. 
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Maintenant  on  aura 

logcot-  =  o,  1 567915, 
log(F)  =  2, 668o534 , 


2,8248449-     Nombre  corr.  =668,10. 
logtang  -  =  9,8432085, 
logF  =  2 , 5o5546o , 


2 ,  3487545 .     Nombre  corr.  =  223 ,  23 . 
Différence.  .  -       444 '87. 
F  =  320,  3o, 
(F)  =  465,64, 


785,94,     log  =  2, 8953894. 
Otez  log444,87  =2,648233i, 


donc 


o,247i563  =  logtanga; 
a  =  6o°3o'. 


Ensuite  on  aura 

log  séc  -  =  o ,  0859736 , 
log  F  =  2 ,  5o5546o , 


2,5915196 . 
Double 5,i83o3g2.     Nombre  corr.  =  152419- 

log  coséc  -  =  o ,  2427650 , 

log(F)  =  2,668o534, 


2,9108184. 
Double 5,82i6368.     Nombre  corr.  =663i88. 


4A2=8i56o7. 
2A  =  go3,       A  =  45i- 
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On  aura  de  même 

Iogcot  £  =  9,5606727, 
log(G)  =  2,5779015, 


donc 


ensuite 


2,1385742.     Nombre  corr.  =    137, 58. 
logtang-  =  0,4393273, 
log  G  =2,5794498, 

3,0187771.     Nombre  corr.  =  1044, 18. 


Différence...    —906,60. 
G=  379,70, 
(GJ=  378, 36, 


758,o6,        10g2, 8797036. 

Otez  loggo6,6o  =  2,9574^7, 


9,9222879  =  log(—  tangè; 
b  =  i8o°—  3g0  54'  =  i4o°6'; 


logséc  -  =  0,4662956, 
logG  =  2,5794498, 


3 , 0457454 , 
Double 6,ogi4go8.     Nombre  corr.  =  i2345oo. 

log  coséc  -  =  o ,  0269682 , 


logG  =,  2,5779015, 


2 , 6048697 . 
Double 5 ,  2097394 .     Nombre  corr.  =    16206 


4B2=i396584. 

2B  =  Il82,  B  =  5gi. 
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Connaissant  donc  les  angles  a,  b;  a,  /3,  et  les  coefficients  A,  B,  on 
aura,  pour  le  terme  général  de  la  série  proposée,  l'expression 

A  sin(«  4-  ma.)  4-  B  sin(Z>  -+-  m (3), 

où  m  est  la  distance  d'un  terme  quelconque  au  terme  779  qu'on  a  pris 
pour  T,  c'est-à-dire,  le  quantième  à  compter  depuis  ce  même  terme. 


Exemple  II. 

42.  Je  reprendrai  la  série  de  l'Exemple  précédent,  et  je  la  traiterai 
suivant  la  seconde  méthode  du  n°  40,  afin  que  l'on  ait  en  même  temps 
un  exemple  de  l'usage  de  cette  méthode  el  une  confirmation  de  sa  bonté 
par  la  comparaison  de  ses  résultats  avec  ceux  de  la  première  méthode; 
mais  je  û'entrerai  pas  dans  le  détail  des  opérations  et  des  calculs  qu'il 
faut  faire,  parce  qu'on  le  trouve  clans  les  deux  Tableaux  ci-joints. 

La  première  case  contient  les  termes  de  la  série  proposée  écrits  deux 
fois  les  uns  au-dessous  des  autres,  pour  pouvoir  en  prendre  aisément  les 
sommes  et  les  différences,  et  en  former  les  deux  séries 

+  772,     —    309,     —    4^5,     — 3o8,     — 592,..., 
—  i65,     -4- 11 81,     —1006,     —128,     -4-  229, 

Ensuite  la  quatrième  case  contient  le  Tableau  des  opérations  qu'on 
doil  faire  sur  la  première  de  ces  deux  séries,  et  la  deuxième  case  con- 
tient tous  les  calculs  subsidiaires  que  ces  opérations  demandent. 

On  s'est  arrêté  ici,  comme  dans  l'Exemple  précédent,  après  la  seconde 
division,  parce  que  le  second  reste  n'a  que  des. coefficients  numériques 
très-petits,  qu'on  peut  par  conséquent  négliger  sans  erreur  sensible. 

Les  résultats  des  opérations  faites  sur  la  première  série  sont  donc 

p  =z  772,  q  =0,40026, 

p' = — 1,23746,     (/'  =  o,4^o43  . 
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De  même  ia  cinquième  case  contient  le  tableau  des  opérations  à  faire 
sur  la  seconde  série,  et  la  troisième  case  les  calculs  subsidiaires;  on 
voit  aussi  que  le  second  reste  n'a  que  des  coefficients  très-petits,  en 
sorte  qu'il  peut  être  négligé,  et  que  l'opération  peut  être  regardée 
comme  achevée  après  la  seconde  division. 

Il  résulte  donc  de  cette  série  les  valeurs  suivantes 

p  =  —  i65,  çr  =  7 ,  15758, 

p'^  44?  i3394,         q'=  —  6,3r338. 

Ayant  trouvé  ces  valeurs,  on  cherchera  par  leur  moyen  celles  des 
quantités  73,  p;  F,  G;  (F),  (G),  comme  on  l'a  fait  dans  l'Exemple  précé- 
dent, et  en  employant  les  mêmes  formules. 

On  aura  donc,  en  prenant  d'abord  les  valeurs  résultant  de  la  pre- 
mière série, 

g  -h  g'  =      0,84069, 

q  —  q'  =  —  0,04017,        log  =  8,603908,        2  log  =  7,2078036, 
(q  —  q'  y  =      0,00161, 

-4/>'=    4»94984» 


4,95145,        log  =  0,6947323,        j  log  =  0,3473661, 


vA  q  —  q'  Y  —  4/?'  — 2  >  22522, 

q-hq'=o,l 


Somme 3,o65gi . 


Donc 
De  plus 


Différence 1 ,38453. 

57  =  0,69226,         p=  —  i,532g5. 

log(ç  —  q')  =  8,6039018, 


'°gv/(<7 —  q'Y-~\p'  —  0,3473661. 


Différence....      8,2565357.     Nombre  corr.  =  —  o,oi8o5. 

76. 
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log i ,oi8o5  =  0,0077692, 
logo,-o,8i95;=  9,9920894, 

log  E-  =  log  386  =  2 ,5865873, 


Donc 


logF  =  2,5943565, 
logG  =  2,5786767. 

F  =  3g2,97'         G  =  379,03. 


Employant  maintenant  les  valeurs  trouvées  d'après  la  seconde  série, 
on  aura 

q  -+-  q'  =  o,84420> 

q  —  q'=         13,47096,    log  =  1 , 1 293986,    2  log  =  2,2587972, 
(q  —  q')2=       181,46720, 

—  4/*'  ^  —  1-36,53576, 

4,93144,         log  =  0,6929746,        i  log  =  0,3464872, 


Donc 
Ensuite 


s/(q  —  ç7-4p'  =  2,22069, 

q  -4-  g'=ro,84420- 

Somme 3,06489. 

Différence. .  . .      1,37649. 

57  =  0,68824,        p  =  — 1, 53244- 
log  (g—  .q')—  1,1293986, 


log s/(q-q'T-  4/»'  =  o ,3464873. 

Différence....       0,7829113.     Nombre  corr.  =  6,06612. 

log  5, 0661 2  =  0,7046755, 
log  7,06612  =  0,8491800, 


/>_ 


=  log 82, 5  = 1 ,9164539, 

log(F)  =  2,621 1294, 
log(G)  =  2,7656339. 
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Donc 

(F)  =  4i7,95,        (G)  =  — 583,95. 

Ayant  trouvé  deux  valeurs  de  ts  et  deux  de  p,  qui  ne  sont  pas  tout 
à  fait  identiques,  comme  elles  le  devraient  être  si  la  solution  était  rigou- 
reuse, au  lieu  qu'elle  n'est  qu'approchée,  nous  prendrons,  comme  dans 
l'Exemple  précédent,  les  moyennes  arithmétiques;  moyennant  quoi, 

on  aura 

nj=o,6go25,         p= — 1,53269. 

Donc 

cosa  =  —  =  o,345i2,        cos(3  =  -==  — 0,76634, 


et  de  là 


x  =  69°4g',     p  =  i8o° — 3g°59'=  i4o°i', 


valeurs  qui  s'accordent,  à  quelques  minutes  près,  avec  celles  de  l'Exemple 
précédent. 

On  substituera  donc  ces  valeurs  ainsi  que  celles  de  F,  G;  (F),  (G), 
dans  les  formules  de  la  seconde  méthode  du  n°  40,  pour  en  déduire  les 
valeurs  de  A,  B;  a  et  b. 

On  fera  donc  le  calcul  suivant 

logF  =  2,5943565, 

log2  sina  =  0,2735075. 

2,8678640, 

log(F)  =  2,621 1294, 


Donc 


Ensuite  on  aura 


o ,  2467346  =  log  tanga. 
a  =  60"  28' . 


Donc 


2  logF  =  5, 1887120.     Nombre  corr.  =  i54423. 
2  log(F)  =  5,2422588, 
2  log2  sina  =  o,5470i5o, 

4,6952438.     Nombre  corr.  ==    495?3, 

203996  =  À2. 

A=45i. 
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On  aura  de  même 

logG  =  2 ,5786767, 

log  2  sin(3  =  o,  1089469, 

2,6876236, 

log  —  (G)  =  2,7656339, 


Donc 
Ensuite 


Donc 


9>92l9897=ïog(-  langé). 
b  =  i8o°  —  39°  53'=  i4o°7'. 

2  logG  =  5, 1573534,     Nombre  corr.  =■  i43666, 
2  log  —  (G)  =  5,5312678, 
2  log2  sin(3  =  0,2178938, 

5,3i3374o.     Nombre  corr.  =  205766, 

34943a  =  B". 

B  =  59.. 


On  voit  donc  que  les  valeurs  de  a,  b;  A,  B,  s'accordent  aussi  avec 
celles  de  l'Exemple  précédent;  ce  qui  prouve  l'exactitude  de  nos  deux 
méthodes. 

Remarque  I. 

43.  Au  reste  il  est  clair  que  les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver  ne 
peuvent  être  qu'approchées,  de  sorte  qu'il  est  nécessaire  de  chercher 
les  moyens  de  les  rectifier;  mais  il  est  bon  de  remarquer  que  les  coef- 
ficients A,  B,  et  les  angles  a,  b  n'exigent  pas  une  aussi  grande  exacti- 
tude que  les  angles  a.  et  /3;  parce  que,  ces  derniers  angles  se  trouvant 
multipliés  par  le  nombre  des  termes  m,  dans  l'expression  du  terme  gé- 
néral, les  erreurs  qu'on  y  peut  commettre  doivent  aller  en  augmentant 
d'un  terme  à  l'autre;  au  lieu  que  les  erreurs  des  coefficients  A,  B,  el  des 
angles  a,  b,  demeurent  les  mêmes. 

Ainsi  on  doit  surtout  tâcher  de  déterminer  avec  précision  les  angles  a 
et  |5;  c'est  de  quoi  on  pourra  venir  à  bout  lorsqu'on  connaîtra  un  grand 
nombre  de  termes  de  la  série  proposée;  il  se  présente  différents  moyens 
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pour  cela,  mais  celui  que  je  vais  employer  me  parait  toul  à  la  fois  le  plus 
simple  et  le  plus  exact;  il  est  fondé  sur  cette  considération  que,  si  l'on 
cherche  les  valeurs  des  angles  a  et  b  pour  des  termes  de  la  même  série, 
assez  distants  entre  eux,  et  qu'on  nomme,  par  exemple,  a',  b'  les  va- 
leurs de  a,  b  pour  le  terme  T(X)  pris  à  la  place  de  T,  et  a",  b"  les  valeurs 
de  a,  b  pour  le  terme  T^'  pris  de  même  à  la  place  de  T,  on  aura  néces- 
sairement 


et  de  même 

donc 

et  de  là 


a'  =  a  -\-lx,       b'  =  b  -+-  À|3, 
a"=  a-h  [j.a,     b"=  b  -t-  f/(5  ; 

=  (>  —  X)a,  b"—  b'  =  (jji  —  A)(3; 

a"  —  a'  a        b"  —  b' 

p.  —  h  r     p.  -  1 


d'où  l'on  voit  que  les  erreurs  qui  pourront  se  trouver  dans  les  valeurs 
de  a.  et  j3  ne  seront  qu'à  la  (p.  —  \yème  partie  de  celles  des  valeurs  de  a', 
a";  b',  b";  ainsi  l'exactitude  de  ces  déterminations  sera  d'autant  plus 
grande  que  le  nombre  p.  —  X  sera  plus  grand,  c'est-à-dire,  que  la  distance 
entre  les  termes  T(*'  et  Ttw  sera  plus  grande. 

Pour  trouver  les  valeurs  de  a',  b'  et  de  a",  b",  il  faudra  faire  un  double 
calcul,  en  suivant  l'une  des  deux  méthodes  ci-dessus;  et  il  sera  bon  de  pré- 
férer la  seconde,  qui  est  en  quelque  manière  plus  simple.  D'ailleurs  il  ne 
sera  pas  nécessaire  de  faire  le  calcul  en  entier,  comme  dans  l'Exemple  II, 
en  opérant  successivement  sur  les  deux  séries;  mais  il  suffira  d'opérer 
sur  la  série  des  sommes,  et  d'en  déduire  les  valeurs  de  F  et  de  G:  car, 
comme  les  coefficients  A  etB  sont  déjà  connus,  on  peut  s'en  servir  pour 
trouver  les  valeurs  de  tanga  et  tangé,  sans  connaître  celles  de  (F)  et 
de  (G);  en  effet  on  aura,  parles  formules  de  la  seconde  méthode  (n°40), 

lang/7.  =  t.angA>=  ; 

v/A2-F2  s/B'-G2 

d'où  l'on  tire 

F        .    ,       G 

sin«  — -.     sino  =  —  • 
A  i> 
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De  plus,  comme  on  sait  déjà  que  l'opération  ne  doit  pas  aller  au  delà 
de  la  seconde  division,  et  qu'il  est  clair  que  chaque  division  n'emporte 
que  deux  termes  de  la  série  sur  laquelle  on  opère,  il  s'ensuit  qu'il  suffira, 
dans  le  cas  présent,  d'avoir  quatre  termes  de  la  série  des  sommes,  de 
sorte  que  l'on  n'aura  besoin  que  de  sept  termes  consécutifs  de  la  série 
proposée,  dont  celui  du  milieu  sera  pris  pour  T,  et  les  adjacents  de  part 

et  d'autre  pour 

T',  T",  T",     et     T,  "T,  "T, 

pour  avoir  la  série  des  sommes 

T,     T'  +  T,     T"  +  "T,     T"'-t-wT. 

On  choisira  donc  à  volonté  sept  des  premiers  termes  de  la  série  donnée 
et  sept  des  derniers,  et,  pour  avoir  une  plus  grande  exactitude,  on  aura 
soin  de  les  choisir  de  manière  que  ceux  du  milieu  soient  les  plus  grands 
qu'il  est  possible;  car  il  est  facile  de  démontrer  que  l'on  aura  toujours 
des  résultats  plus  approchés  lorsque  le  terme  du  milieu  T  sera  un  maxi- 
mum que  dans  tout  autre  cas,  et  c'est  aussi  pour  cette  raison  que,  dans 
l'Exemple  II,  nous  avons  pris  pour  T  le  terme  772,  qui  est  un  des  plus 
grands  de  la  série. 

Nous  prendrons  donc  les  sept  premiers  termes 

-t-456,  —£68,  +274,  — 933,  -+-  220,  -t-63i,  —23a, 
et  les  sept  autres 

+  358,     —657,     —  36o,     -t-  36o.     —181,     -4- 3o5,     -447, 

et  l'on  en  formera  les  deux  séries  des  sommes 

—  g33,         494>         463,         224, 
860,     — 541,     — 352,      —  99, 

sur    chacune    desquelles    on   opérera    comme    on    l'a    pratiqué    dans 
l'Exemple  II.    • 
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Le  Tableau  ci-contre  contient  les  détails  et  les  résultats  de  ces  opéra- 
tions; les  trois  premières  cases  appartiennent  à  la  première  série,  et  les 
trois  dernières  à  la  seconde,  où  l'on  voit  que  la  première  série  donne 
ces  valeurs 


/>  =  -933, 
p'=  —  i  ,22341 

et  que  la  seconde  donne  celles-ci 
p  =  860, 
P'=  I>19493' 
Ainsi  l'on  aura  : 


q  =o,52948, 
q'  =  o,3i332, 


q  =0,62907, 
q'=  0,20920. 


q  -+-  q'  =0,84280, 
q  —  q'  = 0,21616, 
(q  —  q'Y=  0,04673, 

—  4/)' =  4,89364. 


log  =  9,3347753,         2log  =  8,66g55o6. 


4, 94037,        log  =  o,69375g5,        jlog  =  0,3468797. 


\Kq  —  q'Y—4p'  —  2,22269, 

q  H-  q'   =  0,84280. 

Somme 3,o654g. 

Différence 1 ,37989. 


Donc 
Ensuite 


51  =  0,68994,      P  = 
iog(g-  q')  =9,3347753, 


1,53274 . 


•og\/(7  -  ?')'—  4/»'  =  0,3468797  . 

Différence 8,9878956.     Nombre  corr.  =  0,097251 

log  0,902749  =  9, 9555670, 
log  1 ,097251  =  o,o4o3o6o, 


log- 


P_ 


log466,5  =  2,66885i6. 


log 

log 


■  F  =  2,6244186, 

G  =  2,  709^76, 


F=  —  4ai, 

G=-5i2. 
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Or  on  a  (n°42) 

A  =  451,       logA  = 2,6541765, 

B  =  59i,       lôgB  =2,7715875. 


Donc 


Donc 


log—  p  =9,9702421  =  log  —  sina', 

r 

log  —  —  =9,9375701  =  log  —  sine'. 


a' =  1800  -+-  69°2'=  249°2',     ou     36o"  —  6g°2'=  2go°58', 
b1  =  1800  ■+-  6o°     =240°,         ou     36o°  —  6o°     =  3oo°. 

A  quoi  on  pourra  encore  ajouter  ou  en  retrancher  tel  multiple  de 
36o  degrés  qu'on  voudra. 

20      q  -+-  q'  =  0,83827, 

q  —  q'  =0,41887,         log  =  9,6220793,         2log  =  9,244'586. 
(g  —  q'y—o,  17546, 

—  4/=  4,77972. 


4,g55i8,        log  =  o , 6g5o594 ,        {  log  =  0,3475297. 


\/{  q  —  q'  Y  —  ^p'  =  2 ,  22603 , 
q  -+■  q'  =  0,83827. 


Somme 3 ,  o643o . 


Donc 

Ensuite 


Différence 1,38776. 

55=0,69388,      p=  — i,532 15. 

s(q-q')  =9'6220793> 


log  v/(  g  -  q'  Y  —  4/»'  =  °  >  2475297 . 

Différence 9,2745496.     Nombre  corr.  =  0,18816. 

77- 
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logo,8n84  =  9,9094704, 
log  1 ,  18816  =  0,0748750, 

log  £-  —  log  43o  =  2 ,  6334685 . 


et  de  là 


logF  =  2,5429389, 
logG=  2,  7083435; 


F 

log—  =  9,8887624  =  logsina", 


r 
log -y  —9,9367560=  log sin b". 


Donc 


a"=5o°43',     ou     i8on— 5o°43'=  129"  17', 
6"^=59°5o',     ou     1800 — 59n5o'=  i20°io'. 

A  quoi  on  pourra  aussi  ajouter  ou  en  retrancher  des  multiples  quelcon- 
ques de  36o  degrés. 

Maintenant  je  remarque  que,  si  l'on  rapporte  les  deux  termes  moyens 
ci-dessus  — 933  et  860  au  terme  moyen  772  de  l'Exemple  II,  on  aura, 
en  nommant  ce  dernier  T,  et  ces  deux-là  T()),  Tw,  on  aura,  dis-je, 

1  =  —  7,     et    \i.  =  5, 

parce  que  dans  la  série  proposée  le  terme  —  933  précède  de  sept  places 
le  terme  772,  et  que  le  terme  860  le  suit  au  contraire  de  cinq  places; 
d'où  il  s'ensuit  que  si  les  valeurs  de  a,  |3  et  de  a,  b,  trouvées  dans 
l'Exemple  II,  étaient  tout  à  fait  exactes,  et  que  celles  de  a',  b',  a",  b", 
qu'on  vient  de  trouver,  le  fussent  aussi,  on  devrait  avoir 

a  —  -jx  —  a',       b  —  7  (3  =  b' , 
a  -r-  5a  =  a",       b  -f-  5  [3  =  b"; 
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or  on  a,  après  les  substitutions, 

a  —  7  oc  =  —  4-î8°  i5'rn=  —  2 .  36ou  -I-  29 1 ° 45' , 
b  -  7  (3  =  —  84o°       =  —  3  .  36o°  -t-  240°, 
a-i-5<x  =       4°9°33'=  36o°  h-    49°33', 

6-i~5|3— -       S4o°i2'=       2 .  36o°  -+•  1200 12'. 

D'où  l'on  voit  :  i°  que  ces  valeurs  diffèrent  un  peu  de  celles  de  a',  b', 
a",  b";  20  que  les  valeurs  de  ces  dernières  quantités  doivent  être  expri- 
mées ainsi 

a'  =  —  2 .  36o°  -+-  2go°58', 

b'  -----  —  3 .  36o°  -h  240°, 
a"  =  36o°  -+-    5o°43', 

b"  =      2.36o°-f-  i2o°  10'. 

De  sorte  qu'en  faisant  ces  substitutions  dans  les  formules  ci-dessus 
on  aura,  à  cause  de  p.=  5,  X==  —  7,  et  par  conséquent  jx  —  X  =  12, 

/i"  —  a'        83q°45'         n     _  , 

a  =  = -  — =  oo°5q  , 

(2  12  J     • 

b"  —  6'        i68o°io'  , 

p== =i4o°    1. 

12  12 

Cette  valeur  de  j3  est  la  même  que  celle  qu'on  a  trouvée  directement 
dans  l'Exemple  II;  mais  la  valeur  de  a.  diffère  de  10  minutes  de  celle  de 
cet  Exemple;  or  on  verra,  dans  la  Remarque  suivante,  que  les  valeurs 
de  a  et  ]3,  qu'on  vient  de  trouver,  ne  diffèrent  que  de  1  minute  de  la 
vérité,  ce  qui  prouve  l'utilité  de  la  méthode  précédente. 

Ayant  ainsi  déterminé  assez  exactement  les  valeurs  de  a  et  j3,  on 
pourra  s'en  servir  pour  approcher  davantage  des  véritables  valeurs  de  a 
et  b;  car,  puisqu'on  a 

a — r]a.—-a',     b — 7(3^=6';     a -\- 5  x -■- a" ,     èH-5{3=&", 

on  aura 

2  [a  —  «)  =  a'-i-  a",     2  (6  —  (3)  =  b'  -+-  b"  ; 
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d'où 

a  =  ce 

a'  -+-  i 

2",      b- 

fin , 

2 

2 

c'est-à 

-dire, 

a  = 

6g059' 

i8°i9' 
2 

=  6o°5o', 

b  = 

i4o°  1' 

10' 
0 

=  i39°56', 

et  ces  valeurs  sont  aussi  plus  conformes  à  la  vérité  que  celles  qu'on  a 
trouvées  dans  l'Exemple  II,  comme  on  le  verra  ci-après. 

Remarque  II. 

44.  Pour  pouvoir  maintenant  juger  de  l'exactitude  des  résultats  pré- 
cédents, il  faut  réduire  en  formule  la  Table  de  l'équation  du  temps  d'où 
la  série  proposée  est  tirée. 

Pour  cela  je  remarque  que  l'équation  du  temps  n'est  autre  chose  que 
la  différence  entre  la  longitude  moyenne  du  Soleil  et  son  ascension 
droite,  convertie  en  temps  à  raison  de  i5  degrés  par  heure.  Or  soient  <p 
la  longitude  vraie  du  Soleil,  t  la  longitude  moyenne,  x  l'ascension  droite 
vraie,  a  le  lieu  de  l'apogée,  e  l'excentricité  du  Soleil  et  w  l'angle  de 
l'obliquité  de  l'écliptique;  on  aura  d'abord,  comme  l'on  sait, 


ecos(9  —  a)]2 

et  ensuite 

tangx  =  cosw  tangep  ; 

ainsi  il  n'y  aura  qu'à  déduire  de  ces  formules  les  valeurs  de  t  et  a?  en  <p, 
et  la  différence  #—£  (laquelle  ne  contiendra  plus  que  des  cosinus  d'angles 
multiples  de  <p),  étant  multipliée  par  l'arc  égal  au  rayon,  lequel  est 
570 1 7'44">  et  divisée  ensuite  par  1 5  degrés,  donnera  la  valeur  de  l'équa- 
tion du  temps  en  heures,  pour  la  longitude  9  du  Soleil;  par  conséquent, 

si  l'on  multiplie  la  valeur  de  x  —  t  par  — 1~^>  dont  le  logarithme  est 
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4, 1 383338,  on  aura  l'équation  du  temps  en  secondes  de  temps,  comme 
nous  l'avons  employée  dans  les  Exemples  ci-dessus. 

Je  commence  par  chercher  la  valeur  de  t,  et,  pour  y  parvenir  d'une 
manière  générale,  je  remarque  que  l'on  a 

dy  ,  I     n  sin y     \  (i  —  ra2 )  dy 


i  —  n  cos y  \i  —  ticosyj        (i  —  n  cosy)2  ' 

d'où  il  s'ensuit  que 


Ç  {i-TûYdy   _   ÇJi-n 
J  (i  —  recosj)2  ~J  i  — «c< 


dy       ny/i  —  ri1  sinr 
cos  y  i  —  n  cosy 

Or  on  sait  que  la  fraction     ^'~    —  se  réduit  en  une  série  de  la  forme 
1  i  —  ncosy 

i  -i-  2  K  cos  y  -+-  i  K.2  cos  iy  +  2  K3  cos  3  y  -t- . . . , 

en  faisant,  pour  abréger, 

K_  i  —  y/i—  n\ 
n 
ainsi  l'on  aura  : 

i°  En  multipliant  par  dy,  et  intégrant, 


!-. 


Ji—n2dy                 rr    .             îK'    .               2K1    .    , 
—  y  -+■  2 K  sin  y  -1 sin  iy  -i —  sin  3  y 


1  —  n  cos  j  2  -  3 

20  En  multipliant  par  nsiny, 


wi/i  —  «2sinr  ,        „.,  ,  .  „    .  „     .    „ 

— ï =-  =  w(i  —  K2)  (sinr  4-  h. sin 2 r -t-  K2sin3r-t-   . .); 

1  —  n  cosy  J  '  J 

donc,  réunissant  ces  deux  séries,  on  aura  ' 

/  +  [2K  +  «(i-  K2)] siirr -h    ~  +  n{i—  K2)    Ksin2j+    ~  4-/2(1—  K2)    K2  sin  3j -<- . . . 

pour  la  valeur  de  l'intée;rale    1 7^ — - — ~^-- 
1  J  {i  —  ncosy}2 

Maintenant  il  est  visible  que  l'on  aura  la  valeur  de  la  longitude 
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moyenne  t,  si  l'on  met  dans  la  série  précédente  e  à  la  place  de  n,  et 
ç,  —  a  à  1  a  place  de  y,  et  qu'ensuite  on  y  ajoute  la  constante  a,  qui  est  la 
longitude  de  l'apogée;  on  aura  donc,  en  faisant 


K 


•  v/i  —  *' 


e  i  -i-  \ji  —  e- 

et  observant  que 


K»=a-K--., 

e 

on  aura,  dis-je,  cette  formule 

/  =  cp-i-2esin(cp— a) +  2  I  e )  Ksiii2(cp— a)  -1-2 1  e—  -=-  )  R2sin3(cp  — a)-h.... 

Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  trouver  la  valeur  de  l'angle  x  exprimée  par 
une  formule  semblable;  or  l'équation 

tangx  =  cosw  tangcp 
donne  celle-ci 

,  cosco  rftangcp  coswcfy  _  2COswrfq> 

"  1  -h  cos'c.)  tang-cp       cos2<p  +  cos2cosin2<p        1 -t- cos'w -1- sin'2&.>  cos2cp' 

de  sorte  qu'en  faisant,  pour  abréger, 
A  = 


I  -i-  COS'JW  I  -+-  COS20) 

on  aura 

,  2  A  (la 

dx  = 


I  -h  B  C0S2  1 


Cette  formule  se  rapporte  évidemment  à  celle  que  nous  avons  intégrée 
ci-dessus,  et  il  est  clair  qu'en  faisant 

B  =  —  n    et    j=  2cp, 

on  aura  sur-le-champ 

2  A       /  K2  K3  \ 

x  — l  <p  _(_  Ksin2cp  -r  ■—  sin4<p  +■  -~-,  sin6<p  +...); 

\/ 1  —  n-  \  2  à  ! 
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mais,  puisque 


l  -4-COS2&>' 

on  aura 

*/' 

\l  i  —  n-  = 

-;- 

2cos2w  ■+-  cos4m  —  sin'w         2costo 

1  -r-  COS2W                                   1  -+-  COS2CO  ' 

donc 

A        _i 

^i  —  n2       2 

de  plus  on  aura 

(' 

K-  '-v/'- 

n' 

—  cosm)2              I  —  COSW 

n 

sin2w                 i  -h  coso) 

Donc  enfin  on  aura 

#  =  9— (tang  jj  sinztp-H-Uang— J  sin49  —  ^  (tang  —  j  sin69  +  . 


Donc  l'équation  du  temps  sera  représentée  par  la  différence  de  ces 

5 
■ne  sin(9  —  x)  —  1  tang2  —  sinaç 


1  .  •  <•)•(••.  1    ,  ■       206264 

deux  séries,  ou  j  ai  tait,  pour  abréger,  1  =  — ^-t,  savoir 


—  2z'l  e  —  —  j  K  sina(9  —  a.)  -\ —  tang'  —  sin4© 

—  2î(  e  —  -j7- )  K2sin3(©  —  a)  —  -  tangc  —  sin69  +  . . . , 

et  il  ne  s'agira  plus  que  de  substituer  dans  cette  formule  les  valeurs  nu- 
mériques des  quantités  i,  e  et  des  angles  a  et  w. 

Or  je  trouve,  par  la  Table  de  l'équation  du  centre  du  Soleil,  de  Mayer, 
que  l'excentricité  du  Soleil  est 

e  =  o,  0168022, 

dont  le  logarithme  est 

8,2253662; 

VI.  78 
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ajoutant  donc  à  ce  logarithme  celui  de  21,  qui  est 

4,4393638", 

on  aura  le  logarithme  de  lie,  savoir 

2,6647300, 

auquel  répond  le  nombre  462. 
Ensuite  on  a 

M  =  23°  28'  l5", 

et  par  conséquent 

-  =n°44'7  ; 

d'où 

Iogtang—— 9,3175040,      et      logtang2  —  —  8,635oo8o, 

à  quoi  ajoutant  le  logarithme 

logt  =  4,  i383338, 

on  aura 

2, 7733418, 

auquel  répond  le  nombre  5g3. 

Ainsi  les  deux  premiers  termes  de  notre  formule  seront 

—  462sin(cp  —  a.)  —  5g3  sin2<p, 

où  a,  longitude  de  l'apogée,  est  =  3S9°  =  99°,  et  <p  est  la  longitude  vraie 
du  Soleil. 

Or  il  est  facile  de  se  convaincre  que  ces  deux  termes  répondent  pré- 
cisément à  ceux  que  nous  avons  trouvés  à  posteriori  d'après  nos  calculs. 
En  effet,  ayant  pris  pourT,  clans  les  Exemples  ci-dessus,  le  terme  de  la 
.Table  de  l'équation  du  temps  qui  répond  à  la  longitude  1  isio°,  et  ayant 
mis  70  degrés  de  distance  entre  un  terme  et  l'autre,  il  est  clair  que  l'on 
aura,  pour  un  terme  quelconque  dont  le  quantième  est  m, 

cp  =  1  is  io°  -1-  m.700; 
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ainsi  l'on  aura 

ep  —  «  —  8S  i °  H-  m .  700  ; 

donc 

sin(<p  —  a)  — :  —  sin(6i°~i-  m.700), 

et 

29  =  22s20°  -1-  m.  i4o°, 

d'où 

sin2<p  =  —  sin(i4o°-+-  m.  i4o°); 

de  sorte  qu'on  aura  la  formule 

462  sin(6i°-+- 171.70°)  h-  5g3sin(i4o°4-  m.  i4o"). 

Or  la  formule  trouvée  à  posteriori  est 

A  sin(a  -h  ma)  -+-  Bsin(6  -1-  m (3), 

c'est-à-dire,  à  cause  de  A  =  45i,   B  =  59i(n°42),    et  a  =  69°59', 
/3  =  i4o°x',  a  =  6o°5o\  è  =  i39°56'(n°44), 

45i  sin(6o°5o'+  /w.69"5p')  -+-  5gi  sin(i3o°56'  -+-  m.  i4o°i'), 

laquelle  s'accorde,  comme  l'on  voit,  à  très-peu  près  avec  la  précédente. 
On  voit  aussi  par  là  que  les  vraies  valeurs  de  A,  B;  a,  b;  a  et  /3  sont 

A  =  462,     B  =  5g3;     a  =  6i°,     b -—  i4o°;     «  =  70°,     (3  =  \^o", 

d'où  l'on  peut  juger  combien  les  résultats  de  nos  méthodes  approchent 
de  la  vérité. 

A  l'égard  des  autres  termes  de  la  formule  ci-dessus,  il  est  facile  de  se 
convaincre  d'abord  qu'ils  seront  nécessairement  très-petits  vis-à-vis  des 
deux  premiers,  puisque  ces  termes  décroissent  dans  des  raisons  moin- 
dres que  1  :  e  et  1  :  tang2  —  •  En  effet,  si  l'on  suppose 

e  —  sine, 

78. 
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oq  aura 

T,          sine  •       g 

K  =  =.  tang  -  ; 


or,  ayant 
on  trouvera 
d'où 


I  -+-  COSE 

loge  =  8,2253662, 

e  =  56'46", 

logK  =  logtang28'23"=  7,9167994, 


et  de  là  on  aura  pour  le  coefficient  de  sin2(ç  —  a)  le  nombre  2,  9;  en- 
suite on  trouvera  pour  celui  du  terme  sin4y  le  nombre  12,  8;  d'où  l'on 
voit  que  ce  dernier  terme  est  le  plus  considérable  après  les  deux  pre- 
miers, mais  qu'en  même  temps  il  est  extrêmement  petit  à  leur  égard,  de 
sorte  qu'on  sera  en  droit  de  négliger  tous  les  suivants;  c'est  pourquoi 
l'équation  du  temps  pourra  être  représentée  avec  toute  l'exactitude  re- 
quise par  cette  formule 

—  462"sin(c?  —  «)  —  593"sin2<p  —  3"sin2(o  —  x)  +  i3"sin49- 

Remarque  III. 

45.  Puisque,  dans  les  Exemples  ci-dessus,  on  n'a  poussé  le  calcul  que 
jusqu'à  la  seconde  division,  et  qu'on  a  ensuite  négligé  le  reste  de  cette 
division  comme  nul,  quoiqu'il  ne  fût  que  très-petit,  il  n'est  pas  surpre- 
nant que  les  valeurs  trouvées  par  ce  moyen  diffèrent  un  peu  des  véri- 
tables; en  effet  on  voit,  par  la  formule  précédente,  qu'outre  les  deux 
équations  proportionnelles  à  sin(œ  — a)  et  à  sin2ip,  qui  sont  les  plus 
considérables,  il  y  en  a  encore  deux  qui  montent  à  quelques  secondes, 
et  dont  l'une  est  proportionnelle  à  sin/f^  et  l'autre  à  sina(ij)  —  a);  il  est 
vrai  que  cette  dernière,  outre  qu'elle  est  très-petite,  peut  être  combinée 
avec  la  seconde,  de  manière  qu'il  n'en  résulte  qu'une  seule  de  la  forme 
—  PsinQo  +  22));  car,  puisque 

sin2(œ  —  x)  =  siri2<p  COS22  —  COS29  sin2<z, 
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il  n'y  aura  qu'à  faire  pour  cela 

P  cosp  =  593"  -1-  3"cos2a,     P  s'inp  =  —  3"sin2«, 

ce  qui  donne 

3  sinao: 
tang/j 


593  +  3t'0S2a 

et 


P  =  y/(593)2  -h  2 .  5g3 . 3  cos  2  x  -4-  3-  ; 
et  en  faisant  le  calcul  on  trouve 

p  =  5'  24"     et    P  =  5go  ; 
de  sorte  qu'au  lieu  du  terme  (Remarque  précédente) 

5g3  sin  (i/{o0-t-  m.  i4o°) 
il  faudra  mettre  celui-ci 

590  sin  (i4o°5'  -+-  m.  i4o°), 

ce  qui  altère  un  peu  les  valeurs  de  B  et  de  b,  et  les  change  en  celles-ci 
B  =--  590,     et    6  =  i4o°5'. 

Il  ne  restera  donc  ainsi  que  l'équation  i3"sin/|<p;  et  il  est  clair  que, 
pour  trouver  cette  équation  à  posteriori,  il  aurait  fallu  continuer  l'opé- 
ration et  en  venir  à  une  troisième  division;  on  aurait  pu  par  là  trouver 
les  trois  équations  à  la  fois,  avec  toute  l'exactitude  requise;  mais  il  y 
a  ici  une  observation  importante  à  faire. 

Lorsque  les  termes  donnés  d'une  série  récurrente  sont  exacts  et  rigou- 
reux, on  est  assuré  de  trouver  toujours  par  nos  méthodes  la  vraie  loi 
générale  de  ces  termes;  c'est  de  quoi  on  a  vu  plusieurs  exemples  dans 
tout  le  cours  de  ce  Mémoire;  mais  il  n'en  est  pas  toujours  de  même  lors- 
que les  valeurs  des  termes  donnés  ne  sont  qu'approchées;  car,  dans  ce 
cas,  il  est  clair  qu'il  doit  y  avoir  des  limites  au  delà  desquelles  l'opéra- 
tion ne  saurait  être  continuée  sans  craindre  de  s'égarer;  et  voici  com- 
ment on  pourra  déterminer  ces  limites. 
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Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  les  termes  de  la  série  sur 
laquelle  il  s'agit  d'opérer  soient  composés  d'entiers  et  de  décimales,  el 
que  leur  exactitude  s'étende  jusqu'à  la  \ième  décimale  inclusivement; 
supposons  de  plus  que  le  premier  terme/)  de  la  série,  par  lequel  on  di- 
vise préalablement  tous  les  autres  (n°  40)  pour  avoir  la  série  s,  dont  le 
premier  terme  soit  l'unité,  supposons,  dis-je,  que  ce  terme  p  ait  une 
valeur  qui  soit  renfermée  entre  io"  et  ioCT+l,  ce  qu'on  peut  connaître 
d'abord  par  la  place  de  son  premier  chiffre  significatif;  il  est  clair 
qu'après  la  division  par/)  les  termes  de  la  série  s  ne  seront  exacts  que 
jusqu'à  la  place  décimale  (X  -+-  zs)ième  inclusivement.  Ainsi  tant  le  quo- 
tient que  le  reste  de  la  première  division  ne  seront  exacts  que  jusqu'à 
cette  limite. 

Soit  maintenant  le  coefficient/)'  du  premier  terme  du  reste  dont  nous 
parlons,  renfermé  entre  io°'  et  iora'+l,  et  comme  ce  coefficient  doit  servir 
de  diviseur  à  tous  les  autres,  il  s'ensuit  qu'après  la  division  les  termes  de 
la  nouvelle  série  s',  sur  laquelle  on  devra  opérer,  seront  exacts  jusqu'à 
la  (X  +  37  -f-  zs')ieme  place  décimale,  mais  non  pas  au  delà,  de  sorte  que  le 
second  quotient,  ainsi  que  le  second  reste,  n'auront  pas  non  plus  une 
exactitude  plus  grande;  et  ainsi  de  suite. 

De  là  il  sera  facile  déjuger,  dans  chaque  cas  particulier,  jusqu'où  l'on 
peut  continuer  l'opération  avec  sûreté  ;  car  il  est  clair  qu'il  faudra  néces- 
sairement s'arrêter  dès  qu'on  sera  parvenu  à  un  reste  dont  les  termes  ne 
contiendront  plus  que  des  chiffres  douteux. 

Il  est  clair  que  les  termes  de  la  Table  de  l'équation  du  temps  ne  sont 
qu'approchés,  puisqu'ils  sont  exprimés  en  nombres  ronds  de  secondes; 
ainsi  les  séries  que  nous  avons  examinées  dans  les  Exemples  précé- 
dents sont  dans  le  cas  dont  nous  venons  de  parler.  Considérons  le  cas 
de  l'Exemple  II,  et  l'on  aura  d'abord  X  =  o;  ensuite,  dans  la  première 
série,  on  a  (à  cause  de  p  =  772)  37  =  2,  d'où  il  s'ensuit  que  le  premier 
reste  n'est  exact  que  jusqu'à  la  seconde  place  décimale  inclusivement; 
de  plus  (à  cause  de  p' =  —  t ,  23. . .)  on  a  zs'  =  o;  de  sorte  que  le  second 
reste  n'aura  aussi  que  le  même  degré  d'exactitude;  mais  la  plupart  des 
termes  de  ce  second  reste  ne  contiennent  de  chiffres  significatifs  que 
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dans  la  troisième  place;  donc  ce  reste  doit  être  regardé  comme  douteux, 
et  par  conséquent  doit  être  rejeté.  On  appliquera  le  même  raisonnement, 
aux  autres  cas,  et  l'on  en  conclura  que  l'on  ne  doit  pas  aller  au  delà  de 
la  seconde  division,  de  crainte  que  l'opération  ne  donne  faux. 

Remarque  IV. 

46.  L'inconvénient  que  nous  venons  d'exposer  empêche  donc  sou- 
vent qu'on  ne  puisse  trouver  directement  la  loi  exacte  d'une  série  pro- 
posée; c'est  pourquoi  il  est  très-important  de  chercher  des  moyens  d'y 
remédier.  Un  des  meilleurs  est  de  tâcher  de  simplifier  la  série,  en  la  dé- 
gageant de  la  partie  dont  la  loi  est  déjà  à  très-peu  près  connue,  ainsi 
qu'on  l'a  déjà  fait  voir  dans  la  Remarque  du  n°  20. 

Ce  moyen  réussira  d'autant  mieux  que,  comme  le  dénominateur  de 
la  série  ne  dépend  que  des  angles  a,  /3, . . . ,  il  suffira  de  connaître  avec- 
précision  quelques-uns  de  ces  angles  pour  pouvoir  détruire  dans  la  série 
la  partie  qui  dépend  de  ces  mêmes  angles;  or  nous  avons  donné,  dans  la 
Remarque  I,  une  méthode  pour  approcher  autant  que  l'on  veut  de  la  vraie 
valeur  de  ces  angles;  ainsi  l'on  pourra  toujours  employer  avec  succès  la 
transformation  dont  nous  venons  de  parler. 

Lorsqu'on  emploie  la  première  ou  la  seconde  solution  des  nos  35,  36, 
alors  il  n'y  a  qu'à  faire  usage  de  la  méthode  du  n°  20,  sans  aucune  pré- 
paration; mais  il  n'en  est  pas  de  même  quand  on  emploie  la  troisième 
solution  du  n°  37,  ou  (ce  qui  est  la  même  chose)  les  méthodes  du  n°  40, 
ainsi  que  nous  l'avons  fait  dans  les  Exemples  ci-dessus.  Dans  ce  cas,  il 
faudra  modifier  la  règle  du  n°  20,  d'après  ce  que  nous  avons  démontré 
dans  le  n°  34. 

Pour  cela  on  remarquera  que  les  séries  des  sommes  ou  des  différences, 
dont  il  s'agit  dans  les  deux  méthodes  du  n°  40,  ont  des  fractions  généra- 
trices dont  le  dénominateur  commun  est  un  polynôme  réciproque  formé 
du  produit  des  trinômes 

i  —  ix cosa  -+-  x-,     i  —  a x cos |3  -f- x-,     i  —  ix cosy  +  x\. . ., 
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et  dont  les  numérateurs  sont  aussi  des  polynômes  réciproques  d'un 
degré  moindre  de  deux  unités,  mais  qui  sont  en  même  temps  multipliés 
par  i  —  x,  s'il  s'agit  de  la  série  des  sommes  de  la  première  méthode; 
par  i  -+-  x,  s'il  s'agit  de  la  série  des  différences  de  la  même  méthode;  et 
par  i  —x-,  s'il  s'agit  de  la  série  des  sommes  de  la  seconde  méthode. 
Donc,  si  l'on  suppose  qu'on  connaisse  déjà  assez  exactement  la  valeur 
de  quelques-uns  des  angles  a,  p,  7,...,  et  que  le  nombre  de  ces  angles 
connus  soit  p,  il  n'y  aura  qu'à  former  le  produit  des  trinômes  corres- 
pondants 

1  —  2XCOSa:  +  z:,      1  —  ix  cosfï  -+-  x-, .  .  . , 

que  j'appellerai,  pour  plus  de  simplicité,  II,  et  l'on  multipliera  par  ce 
polynôme  connu  n  la  série  des  sommes  ou  des  différences  qu'on  se  pro- 
pose d'employer;  ce  qui  donnera,  après  avoir  ordonné  tous  les  termes 
par  rapport  aux  puissances  de  x,  une  nouvelle  série,  qu'on  partagera  en 
deux  parties,  l'une  que  je  désigne  par  R  et  qui  contiendra  les  p  premiers 
termes;  l'autre,  que  je  désignerai  par  x?S  et  qui  contiendra  les  termes 
suivants,  lesquels  seront  tous  divisibles  par  x?,  en  sorte  que,  après  cette 
division,  on  aura  la  série  S. 

On  formera  maintenant  le  polynôme  contraire  au  polynôme  R  (n°  23), 
et  le  dénotant  par  (R)  on  distinguera  quatre  cas,  suivant  la  forme  de  la 
série  que  l'on  aura  employée. 

i°  Si  l'on  fait  usage  de  la  série  des  sommes  de  la  première  méthode, 
on  ajoutera  le  polynôme  (R)  à  la  série  S,  et  la  série  résultante  S  +  (R) 
sera  de  la  même  nature  que  la  série  primitive  des  sommes;  mais  elle  en 
sera  plus  simple,  puisqu'elle  sera  débarrassée  de  la  partie  qui  dépendrait. 

des  angles  connus  a,  p, On  traitera  donc  cette  nouvelle  série  suivant 

les  règles  prescrites  pour  la  série  des  sommes  de  la  première  méthode, 

et  l'on  en  déduira  la  fraction  en  y,      H,t)    >  que  nous  désignerons  ici 

par  y*  Ayant  trouvé  cette  fraction  en  y,  pour  avoir  celle  de  la  série  pri- 
mitive, on  prendra  la  différence  R  —  (R)a??  des  deux  polynômes  R  et 
(R)#p,  laquelle  sera  nécessairement  divisible  par  1  —  x  (n°23,  5°),  et 
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après  la  division  on  aura  un  polynôme  réciproque  du  degré  p  —  2,  que 
nous  désignerons  par  P,  en  sorte  que 

P(i  —  X)  =  R  —  (R)^; 

p 

on  considérera  maintenant  la  fraction  =,  dont  le  numérateur  est  un  po- 
lynôme réciproque  du  degré  ip  —  2  et  dont  le  dénominateur  en  est  un 
du  degré  ip,  et,  l'ayant  multiplié  par  1  -1-  x- ,  on  le  transformera,  par  la 

substitution  de  y  à  la  place  de  a»  en  une  simple  fraction  en  y,  ayant 

pour  numérateur  un  polynôme  Q  du  degré  p  —  1  et  pour  dénominateur 
un  polynôme  W  du  degré  p  (n°  27).  Pour  faire  cette  transformation  avec 
facilité,  il  n'y  aura  qu'à  employer  les  substitutions  enseignées  dans  le 

n°  6,  changer  ensuite  z  en  —,  et  multiplier  le  bas  et  le  haut  parjp;  ou 

bien,  ce  qui  sera  encore  plus  simple,  on  fera  d'abord 

Y  =  (1  —  2 y  cos«)  (1  —  aj  cos(3) ...  ; 

ensuite  on  retranchera  du  polynôme  P  les  p  —  1  premiers  termes,  et  l'on 
mettra  dans  les  p  derniers,  à  la  place  de  x9,  x?+{ ,  x?+2,...,  x?+v-,  les 
quantités 

et  l'on  aura  le  polynôme  Q;  en  sorte  que  -^  sera  la  fraction  en  y  qu'on 
cherche. 

Il  ne  restera  plus  maintenant  qu'à  ajouter  cette  fraction  ^  à  la  frac- 

V  •  •       0^¥  -+-  V 

tion  ^  divisée  par  W,  et  la  somme,  c'est-à-dire,  la  fraction  — ûrv —  sera 

la  véritable  fraction  en  y,  qui  répond  à  la  série  des  sommes,  et  qu'on 
aurait  dû  trouver  directement  en  faisant  toutes  les  opérations  requises. 
On  traitera  donc  cette  fraction  de  la  manière  prescrite  à  l'égard  de  la 

fraction  P  Ull)    ■>  dans  la  première  méthode  du  n°  40. 

VI.  79 
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2"  Lorsqu'on  fera  usage  de  la  série  des  différences  de  la  méthode,  il 
n'y  aura  d'autres  changements  à  faire  aux  procédés  qu'on  vient  d'ensei- 
gner, sinon  qu'à  la  place  de  la  somme  S  +  (R)  on  prendra  la  différence 
S  —  (R)  pour  avoir  une  série  de  la  même  nature  que  la  primitive,  et 
susceptible  des  mêmes  opérations;  et  qu'ensuite  à  la  place  de  la  diffé- 
rence R—  (R)a?P  il  faudra  prendre  la  somme  R  +  (R)x?,  qu'on  divisera 
par  i  -t-  ce,  pour  avoir  le  polynôme  réciproque  P. 

3°  Dans  le  cas  où  l'on  emploie  la  nouvelle  méthode  et  où  l'on  veut 
opérer  sur  la  série  des  sommes,  on  suivra  encore  les  mêmes  procédés,  si 
ce  n'est  qu'on  prendra  S  H-  (R)a?  pour  la  série  qui  doit  être  de  même 

V  , 

nature  que  la  primitive  et  qui  doit  fournir  la  fraction  en  y,  ^i  et  qu  en- 
suite, pour  avoir  le  polynôme  réciproque  P,  on  prendra  le  polynôme 
R—  (R)a?P"M,  qu'on  divisera  par  i  —  ar. 

4°  Enfin,  lorsqu'il  s'agira  de  la  série  des  différences  de  la  même  mé- 
thode, il  fandra  prendre  pour  (R)  le  polynôme  réciproque  de  R  diminué 
de  son  dernier  terme,  c'est-à-dire,  le  polynôme  réciproque  de  celui  qui 
est  formé  par  les  p  —  2  premiers  termes  de  la  série  après  qu'elle  aura  été 
multipliée  par  II;  ensuite  on  procédera  comme  ci-dessus  (20),  avec  cette 
seule  différence  qu'il  faudra  prendre  immédiatement  P  +  (R);rp  pour  le 
polynôme  P. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  cette  matière,  et  nous  ne 
chercherons  pas  non  plus  à  l'éclaircir  par  des  Exemples,  parce  que  cela 
nous  mènerait  trop  loin,  et  que  d'ailleurs  elle  ne  doit  plus  être  sujette  à 
aucune  difficulté,  après  tout  ce  que  nous  avons  démontré  dans  le  cours 
de  ce  Mémoire. 

Remarque  V. 

47.  Au  reste,  quoique  les  méthodes  exposées  ci-dessus  soient  prin- 
cipalement destinées  pour  les  séries  composées  de  sinus  et  de  cosinus 
d'angles,  elles  peuvent  néanmoins  être  appliquées,  en  général,  à  toutes 
sortes  de  séries  récurrentes;  et  il  suffit  pour  cela  de  remarquer  que, 
lorsque  parmi  les  racines  ts,  p,  a,...  qu'on  a  supposées  égales  à  2  cosa, 
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2COS|3,  2COS7,...  il  s'en  trouvera  d'égales  ou  de  plus  grandes  que  l'unité 
ou  d'imaginaires,  alors  la  série  ne  contiendra  plus  simplement  des  sinus 
et  cosinus,  mais  elle  contiendra  une  partie  algébrique  ou  des  exponen- 
tielles réelles;  et  il  sera  facile  de  résoudre  ces  différents  cas  par  des  mé- 
thodes connues. 

Enfin  je  dois  remarquer,  en  finissant  ce  Mémoire,  que  les  différentes 
méthodes  que  nous  y  avons  données  peuvent  aussi  être  d'un  grand  usage 
dans  la  Physique,  lorsqu'il  s'agit  de  découvrir  la  loi  des  phénomènes 
d'après  les  résultats  de  plusieurs  expériences;  et,  en  général,  elles  pour- 
ront servir  pour  résoudre  un  grand  nombre  de  questions  dont  on  ne 
pourrait  venir  à  bout  qu'en  tâtonnant,  et  d'une  manière  très-imparfaite, 
sans  le  secours  de  ces  méthodes. 
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[Mémoires  de  l'Académie  Royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1772.) 


Je  prends  la  solution  du  Problème  des  trois  Corps  de  M.  Clairaut 

{Théorie  de  la  Lune,  p.  6),  et  j'observe  que,  puisque 


£=■- 


1  u ( S  ~~  I  Q  ducosu\  —  cos u  (  c  -h  I  Q  du  sin u 

si  l'on  fait 

g  —  j  Q  ducosu  =  esinl,      c  +  /  Q  dusinu  —  e  cosl, 

on  a 

f 

4r~  —i  —  e  cos  (  u  —  I  )  ; 

Mi' 

en  sorte  que  e  sera  l'excentricité  et  I  le  lieu  de  l'aphélie,  et  il  est  re- 
marquable que  les  quantités  e  et  I  peuvent  être  regardées  comme  con- 

(*)  Laplace,  en  reproduisant  cette  Lettre,  à  la  suite  de  ses  Recherches  sur  les  inégalités 
séculaires,  insérées  dans  le  volume  de  1772,  la  fait  précéder  des  lignes  suivantes  : 

«  Ayant  envoyé  à  M.  de  Lagrange  mes  Recherches  sur  les  inégalités  séculaires  des  planètes, 
lorsqu'elles  furent  imprimées,  ce  grand  Géomètre  me  communiqua,  dans  une  Lettre  datée  du 
io  avril  1775,  qu'il  me  fit  l'honneur  de  m'écrire  à  ce  sujet,  une  méthode  très-élégante  et  que 
les  Géomètres  verront  avec  plaisir,  pour  trouver  directement  les  équations  différentielles  de 
l'excentricité  et  de  l'aphélie;  la  voici  telle  qu'il  me  l'a  envoyée.  » 
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stantes,  pendant  que  les  quantités  r  et  u  varient  de  dr  et  du;  car,  comme 

f* 
■é=-  =  i  —  e  sinl  sinu  —  e  cosl  cosh, 
M/- 

il  suffit  de  démontrer  que  la  différentielle  de  cette  équation  est  nulle, 
en  ne  faisant  varier  que  les  deux  quantités  esinl,  ecosl;   c'est-à-dire, 

que 

sinu.d(e  sinl)  -+-  cosu.d(e  cosl)  =  o; 

mais 

d(e  sinl)  =  —  Q  du  cosu,     et     (/(ecosl)  =  Q  du  sinu, 

donc,  etc.  Je  fais  donc 

x  =  esinl,     y  =  ecosl; 


Jai 


=  i  —  x  sin  u  —  y  cos  m, 


M/- 

et  ensuite  j'ai,  en  différentiant,  les  équations 

dx  =  —  Q  cos  m  c/w,     c?j  =  ^  sin  ?<  c/«  ; 

si  l'on  substitue,  dans  ces  équations  et  dans  les  autres  semblables,  les 
valeurs  de  r  et  de  u  en  x,  y  et  t,  et  que  l'on  ne  conserve  que  les  termes 
où  x, y,  x',  y',..-  seront  linéaires  et  multipliés  par  des  coefficients  con- 
stants, on  aura  les  équations  cherchées;  il  faut  seulement  avoir  soin  de 
ne  pas  rejeter,  dans  la  quantité  Q  ,  les  termes  de  la  forme 

I  xsin  u  du,        jx  cosu  du,        I  y  sinu  du,        I  y  cos  m  du, 

et    les    autres   semblables;    car    ces    termes,    étant   transformés    en 

x  cos  u  4-  /  dx  cos  u, . . . ,  produiront,  dans  les  équations  différentielles, 

des  termes  de  la  forme  demandée;  à  l'égard  des  quantités  /  dx  cosu,..., 

on  pourra  les  négliger  entièrement,  parce  que  dx  est  déjà  très-petit  de 
l'ordre  des  masses  des  planètes  perturbatrices. 
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(Mémoires  de  l'Académie  Royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1774.) 


Ce  Mémoire  contient  une  nouvelle  Théorie  des  mouvements  des 
nœuds  et  des  variations  des  inclinaisons  des  orbites  des  planètes,  et 
l'application  de  cette  Théorie  à  l'orbite  de  chacune  des  six  planètes 
principales.  On  y  trouvera  des  formules  générales,  par  lesquelles  on 
pourra  déterminer  dans  un  temps  quelconque  la  position  absolue  de 
ces  orbites,  et  connaître  par  conséquent  les  véritables  lois  des  change- 
ments auxquels  les  plans  de  ces  orbites  sont  sujets. 

J'invite  les  Astronomes  à  faire  usage  de  ces  formules  et  à  examiner 
si,  par  leur  moyen,  on  peut  rendre  raison  du  peu  d'accord  que  je  trouve 
entre  les  observations  anciennes  et  les  modernes,  les  formules  que 
d'autres  Auteurs  ont  données  pour  cet  objet  étant  insuffisantes,  puis- 
qu'elles ne  représentent  que  les  variations  différentielles  des  lieux  des 
nœuds  et  des  inclinaisons;  de  sorte  que  ces  formules  cessent  d'être 
exactes  au  bout  d'un  certain  nombre  d'années,  au  lieu  que  les  nôtres 
peuvent  s'étendre  à  tant  d'années  qu'on  voudra. 
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Enfin  on  trouvera,  dans  ce  Mémoire,  des  Tables  des  variations  sécu- 
laires de  l'obliquité  de  l'écliptique  el  de  la- longueur  de  l'année  tro- 
pique, avec  les  formules  nécessaires  pour  calculer  les  variations  sécu- 
laires des  étoiles  fixes  en  longitude  et  en  latitude;  ces  Tables  s'étendent 
jusqu'à  vingt  siècles,  tant  avant  qu'après  1760. 

Article  Ier.  —  Formules  générales  du  mouvement  des  nœuds,  et 
de  la  variation  de  l'inclinaison  de  l'orbite  que  décrit  un  corps 
animé  par  des  forces  quelconques. 

1.  Soient  x,  y,  z  les  trois  coordonnées  rectangles  qui  déterminent 
dans  cbaque  instant  la  position  du  corps  par  rapport  à  un  plan  fixe 
quelconque;  supposons  que  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le  corps 
soient  décomposées  suivant  les  directions  des  lignes  x,  y,  z,  et  soient 
réduites  à  ces  trois  X,  Y,  Z;  on  aura,  en  prenant  l'élément  du  temps  dt 
pour  constant,  les  trois  équations 

cPx___         cj!X  —  _\      d'z  —      z 
dr  '     dt-  ~         '     dt2  ~~         ' 

qui  serviront  à  déterminer  le  mouvement  du  corps. 

2.  De  ces  trois  équations  je  tire  celles-ci 

xd'y —  rd2x      ,.         ,r        xd2z —  zd2x      _.         „        yd2z — zd2y      ,, 

J— j-: =  Xy  —  Yx,    f- =  Xz  —  Zx,   • t- ,—  =Yz  —  Zr, 

dt2  J  dt2  dt' 

lesquelles,  étant  multipliées  par  dt  et  ensuite  intégrées,  donnent,  en 
faisant,  pour  abréger, 


P=f(Yz  —  Zy)dt,      Q=f(X2  —  Zx)dt,      R=f(Xj  —  Yx) 


dt, 


ces  trois  autres-ci 


x  dy —  y  dx  x  dz  —  z  dx _         y  dz  —  z  dy 

^~dt  '  ~~dt  _U'  dï~ ~  -     ; 
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d'où  je  tire  sur-le-champ  cette  équation  finie 

Vx  —  Qj-t-Rs  =  o. 

3.  Si  les  quantités  P,  Q,  R  étaient  constantes,  ou  du  moins  dans  des 
rapports  constants  entre  elles,  il  est  visible  que  cette  équation  serait 
celle  d'un  plan  fixe  passant  par  le  point  qui  est  l'origine  des  coordon- 
nées x, y,  z,  et  dont  la  position  dépendrait  des  mêmes  quantités  P,  Q,  R. 
Et  il  est  très-aisé  de  démontrer  que,  dans  ce  cas,  l'intersection  du  plan 
dont  il  s'agit  avec  celui  des  coordonnées  x  et  y,  c'est-à-dire,  la  ligne  des 
nœuds  de  ces  deux  plans,  fera,  avec  l'axe  des  abscisses  x,  un  angle  dont 

P 

la  tangente  serait  j=p   et  que  l'inclinaison  mutuelle  des  mêmes  plans 

serait  égale  à  l'angle  qui  a  pour  tangente  - — n — -• 

4.  Or  les  quantités  P,  Q,  R  ne  peuvent  être  constantes  qu'en  taisant 
leurs  différentielles  nulles,  ce  qui  donne 

Yz  —  Zy=o,     Xz  —  Zx  =  o,     Xy  —  Yx  =  o; 

d'où  l'on  tire 

X  =  II.r,     Y  =  Uy,     Z  =  Ilz, 

II  étant  une  quantité  quelconque;  ce  qui  fait  voir  que  les  trois  forces 
X,  Y,  Z  se  réduisent  a  une  seule  égale  à 


II  s/x2+y2-h  z2, 

et  toujours  dirigée  au  point  fixe  qui  est  l'origine  des  coordonnées. 

Mais,  si  l'on  veut  seulement  que  les  rapports  de  ces  quantités  soient 
constants,  en  sorte  que  l'on  ait 

P  =  mR,     Q  =  «R 

(m  et  n  étant  des  coefficients  quelconques),  alors  il  faudra  que  l'on- ait 
ces  deux  équations 

Yz  —  Zy=m(Xy  —  Yx),     Xz  —  Zz  =  ra(Xj  —  Y*}. 
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Or,  si  dans  l'équation 

Px  —  Qj-t-  R?  =  o 

on  met  à  la  place  de  P  et  Q  leurs  valeurs  ci-dessus,  elle  devient 

mx  —  ny  -+-  z  =  o, 

et  si  ensuite  on  substitue  dans  les  deux  équations  précédentes  ny  —  mx 
au  lieu  de  z,  on  trouve  qu'elles  se  réduisent  à  celte  équation  unique 

mX  —  n¥  +  Z  =  o. 

On  aura  donc,  entre  les  forces  X,  Y,  Z,  une  équation  semblable  à  celle 
qui  doit  être  entre  les  coordonnées  x,  y,  z,  et  de  là  on  conclura  aisé- 
ment que  ces  forces  doivent  être  telles  que  leur  résultante  soit  toujours 
dirigée  dans  le  même  plan  qui  est  représenté  par  les  coordonnées  dont 
il  s'agit  :  c'est  ce  qui  est  d'ailleurs  de  soi-même  évident;  mais  nous 
avons  cru  qu'il  n'était  pas  inutile  de  le  déduire  aussi  de  nos  formules. 

5.  Voilà  donc  les  seuls  cas  dans  lesquels  un  corps  puisse  se  mouvoir 
dans  un  plan  fixe;  dans  tout  autre  cas,  c'est-à-dire,  lorsque  l'équation 

raX-«Y  +  Z  =  o 

n'aura  pas  lieu,  le  corps  sollicité  par  les  forces  X,  Y,  Z  décrira  nécessai- 
rement une  courbe  à  double  courbure. 

Cependant,  si  l'on  fait  attention  que  les  trois  équations  différentielles 
du  n°  2,  d'où  l'on  a  tiré  celle-ci 

Px  —  Q >■•-+-  Rz  =  o, 

donnent  également  cette  autre-ci 

Pdx  —  Qdy  +  Kdz  =  o, 

qui  n'est  autre  chose,  comme  l'on  voit,  que  la  différentielle  de  celle-là, 
dans  la  supposition  où  les  quantités  P,  Q,  R  seraient  constantes,  ou  au 
moins  dans  des  rapports  constants,  on  verra  que,  quoique  les  rapports 
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de  ces  mêmes  quantités  ne  soient  pas  justement  constants,  ils  pourront 

néanmoins  être  regardés  comme  tels  pendant  que  le  corps  parcourt  les 

espaces  infiniment  petits  dx,  dy,  dz;  d'où  il  suit  que  le  plan  représenté 

par  l'équation 

Px  —  Q7-I-  Rz  =  o 

sera  celui  dans  lequel  le  corps  se  meut  dans  l'instant  où  il  décrit  ces 

espaces  infiniment  petits;  mais  la  position  de  ce  plan,  au  lieu  d'être 

fixe,  changera  d'un  instant  à  l'autre,  à  cause  de  la  variabilité  des  quan- 

,v     P    Q 
t.tes  r  r 

6.  Nommant  donc  w  l'angle  de  la  ligne  des  nœuds  avec  l'axe  des  ab- 
scisses x,  et  Q  la  tangente  de  l'inclinaison  du  plan  de  l'orbite  avec  celui 
des  coordonnées  x  et  y,  on  aura,  d'après  les  déterminations  du  n°  3,  ces 
formules  fondamentales 


P       0      \/P2  +  Q2 
tangw=Q'       9= g , 

qu'on  peut  réduire  à  celles-ci 

P  O 

0sin&>=:=->     9  cos «  =  =- • 
a.  H 

7.  Puisque,  dans  l'Astronomie,  on  a  coutume  de  représenter  le  mou- 
vement des  planètes  par  les  longitudes  et  les  latitudes,  nous  supposerons 
que  le  plan  des  coordonnées  x,  y  soit  celui  de  l'écliptique,  en  regardant 
l'écliptique  non  pas  comme  l'orbite  réelle  de  la  Terre,  mais  comme  un 
plan  fixe  qui  passe  toujours  par  les  mêmes  étoiles,  et  nous  prendrons 
l'axe  des  a?  pour  la  ligne  des  équinoxes,  ou  plutôt  pour  la  ligne  qui  passe 
par  le  premier  point  d'Anes  supposé  fixe,  duquel  nous  compterons  les 
longitudes;  nous  nommerons  ensuite  q  la  longitude  du  corps,  p  la  tan- 
gente de  sa  latitude,  et  r  le  rayon  vecteur  projeté  sur  l'écliptique;  il  est 
visible  qu'on  aura 

x=rcosq,    y=rs\nq,     z  =  rp, 
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ce  qui,  étant  substitué  dans  l'équation 

Px  —  Qy  +  Rz  =  o, 

donnera  celle-ci 

P  cosq  —  Q  sinq  -t-  Rp  =  o, 

laquelle  servira  à  déterminer/?. 

Si,  de  plus,  on  met  dans  cette  équation  pour  P  et  Q  leurs  valeurs 
RO  sincù,  R9  cosoo  (6),  on  aura,  en  divisant  par  R  et  réduisant, 

p  =  6  sin(q  —  w), 

équation  qu'on  peut  aussi  tirer  immédiatement  de  la  Trigonométrie 
sphérique. 

8.  Pour  rendre  nos  formules  plus  simples  et  plus  commodes  pour  le 

calcul,  nous  ferons 

5=5sin&3,     h  =  6  cosgù, 

ce  qui  donnera  (numéro  précédent) 

p  =  usinq  —  s  cosq, 

et  les  deux  équations  du  n°  6  deviendront 

Rs=P,     R2<  =  Q, 

lesquelles  étant  différentiées  pour  faire  disparaître  les  intégrations  des 
quantités  P  et  Q  deviendront  celles-ci 

ds       dR 
KTi+Ws  =  Yz-Zr> 

du.     dR 

R  —. — — =—  u  =  Xz  —  lx, 
dt        dt 

équations  qui  serviront  à  déterminer  les  deux  variables  s  et  u,  d'où  dé- 
pend la  solution  du  Problème.  En  effet,  ces  deux  quantités  étant  con- 
nues, on  aura  sur-le-champ  le  lieu  du  nœud  et  l'inclinaison  par  les 
formules 

tangw=->      8  =  )/s*-+-  u2. 
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Pour  faire  usage  des  équations  précédentes,  il  n'y  aura  qu'à  y  substi- 
tuer à  la  place  des  quantités  x,  y,  z  leurs  valeurs 

rcosq,     rsinq,     rusinq —  rscosq; 

et,  comme  dans  la  recherche  du  mouvement  des  nœuds  et  de  la  variation 
de  l'inclinaison  on  peut  regarder  l'orbite  projetée  sur  l'écliptique  comme 
déjà  connue,  du  moins  à  très-peu  près,  les  quantités  r  et  q  seront  don- 
nées en  t,  et  il  ne  restera  d'inconnues  que  s  et  u. 

Il  est  bon  de  remarquer  encore;  à  l'égard  de  la  quantité  R,  qu'elle  est 

égale  à  —jj->  qui  est  ce  que  devient  la  quantité  x  y  ~7r  x ■>  en  y  substi- 
tuant, pour  a?  et  y,  leurs  valeurs  ci-dessus,  de  sorte  qu'on  pourra  regar- 
der aussi  cette  quantité  R  comme  déjà  connue. 

9.  Tous  les  Géomètres  qui  se  sont  occupés,  jusqu'à  présent,  de  la  re- 
cherche du  mouvement  des  nœuds  et  des  variations  de  l'inclinaison  des 
orbites  planétaires,  ont  cherché  immédiatement  les  valeurs  de  la  tan- 
gente 6  et  de  l'angle  eo;  leurs  formules  sont  faciles  à  déduire  des  précé- 
dentes, mais  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas,  parce  que  d'un  côté  elles 
sont  très-connues,  et  que  de  l'autre  elles  sont  peu  propres  à  la  recherche 
dont  il  s'agit  lorsqu'il  est  question  de  déterminer  à  la  fois  les  mouve- 
ments des  nœuds  et  des  variations  des  inclinaisons  de  plusieurs  planètes 
qui  s'attirent  mutuellement.  [Voir  plus  bas  (23).]  C'est  par  cette  raison 
que,  dans  les  essais  que  j'ai  donnés  ailleurs  sur  la  Théorie  des  satellites 
de  Jupiter  et  de  Saturne,  j'ai  fait  abstraction  des  nœuds  et  des  incli- 
naisons des  orbites,  et  je  n'ai  considéré  que  les  tangentes  de  la  lati- 
tude (*);  mais  la  méthode  que  nous  proposons  ici  est  préférable,  parce 
qu'elle  conduit  à  des  équations  beaucoup  plus  simples  et  plus  faciles  à 
résoudre. 


(*)  OEuvres  de  Lagrange,  t.  I,  p.  609,  et  t.  VI,  p.  67. 


VI. 
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Article  II.  —  Application  des  formules  précédentes  a  la  recherche 
du  mouvement  des  nœuds  et  des  'variations  des  inclinaisons  des 
orbites  des  planètes. 

10.  Il  faut  commencer  par  chercher  les  valeurs  des  forces  X,  Y,  Z, 
qui  agissent  sur  une  planète  quelconque  T,  en  vertu  de  l'attraction  du 

Soleil  S,  et  des  autres  planètes  T,,  T2, Pour  cela  nous  regarderons  le 

Soleil  comme  immobile,  et  nous  le  prendrons  pour  l'origine  des  coor- 
données qui  déterminent  la  position  de  chaque  planète  par  rapport  à 
l'écliptique;  nous  nommerons  ces  coordonnées  x,  y,  s  pour  la  pla- 
nète T;  x,,  y,,  z,  pour  la  planète  T,  ;  #2,  y2,  z2  pour  la  planète  T2,  et 
ainsi  des  autres,  et  nous  désignerons,  pour  plus  de  simplicité,  les  dis- 
tances de  ces  planètes  au  Soleil  par  (TS),  (T,S),  (T2S)„...,  et  celles  des 
mêmes  planètes  entre  elles  par  (TT, ),  (TT2),...,  (T,T2),...,  de  sorte  que 
l'on  aura 


(TS)  = 

=  Jx*  -+■/■ 

-+-  -3% 

(T,8)  = 

-^x\+y\ 

''  +  Z]: 

(T,S)= 

=  <Jx\-k-f. 

\-hzl 

(TT,)  =  /(i-a;l)1  +  (/-7l)1+(2-î,)1, 
;  T  Ts)  =  J(x  —  x7y+(r  —  r2y+{z  -  z2)2, 

t  TtT,)  =  J(x,—  x2y  -t- (j,—  r,Y 4-  (z,-  z,y, 

11.  Cela  posé,  le  corps  T  étant  attiré  vers  les  corps  S,  T,,.T2,...  par 
les  forces  d'attraction 

S  T,  T, 

(TS)2'     (TTT72'     (TT,)2''"' 

si  l'on  décompose  ces  forces  suivant  les  directions  des  trois  lignes  x,  y,  z 
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perpendiculaires  entre  elles,  on  aura  celles-ci 

Sx         T,(x  —  x,)        T,(x  —  x,) 
(TS)3  A        (TTT7        '        (TTTy        h-"' 

Sj        T.ir-r.)    ,  T,(,r-r,) 
(TS)3  (TT,)3      "*"      (TT,)"  ' 

Sz         T,(z  —  z,)       T2(z  —  z2) 


(TS)3  (TT,)3  (TT2j3 

Mais  le  corps  S  est  attiré  de  même  par  les  corps  T,  T(,  T2 avec  les 

forces 

T  T,  T2 

(TS)2'     (T,  S)2'      (T7SF'"' 

lesquelles,  étant  décomposées  suivant  les  mêmes  directions,  donnent 
celles-ci 

T x  Ttx,  T2X, 

~  (TS)3  ~  (TTsy  ~"  (TTsF  _  "  '  ' 


(TS)3       (T,S)3       (T2S)3      ""' 

Tz  T,z,  T2z2 

_  (TS)3  ~~  (T,S)3  ~~  (TTSJ3  —  •  ■  •  • 

Retranchant  donc  ces  forces  des  précédentes,  on  aura  les  véritables 
forces  qui  font  décrire  au  corps  T  son  orbite  autour  du  corps  S,  regardé 
comme  immobile,  c'est-à-dire,  les  valeurs  des  quantités  X,  Y,  Z;  on  aura 
donc 

■ = Ujsy  +  (tt?  +  f rfj' +  •  •  J  ''  ~hT|  [JxW  ~  fnxl  *' +T'  LctTs)5- (TTlpJ^"^'" 

L(ÏS)3      (TT,)3      (TT2)3         JJ        'L(T,S)3      (TT,)3_KI+   2|_(T2S)3      (TT2)3J->2  +  -- 

\jJSf  +  jTTj3  +  (TV  +  ' "  J  3  +T|L(T7S7 ~~  (TT^VJ  Z' +1"2 L(t7S?  ~  (TT^J32 +-'' 
et  par  conséquent 

Yz ~ z-r  =  T< [(îTsp -  (TTT3] (r'z _rZ|)  +  Tz [{îTs? _ (tt")3] tr,*-^)  +■  ■  • , 

Xî  ~~ Zj  =  Ti  L(î7s?  ~  (ttj3  J  {x>z~xz,) + T2  [(TW  _  (W3  J  ' 


Lr,  z  —  .rz, 
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12.  On  substituera  donc  les  quanlilés  précédentes  dans  les  deux  équa- 
tions du  n°  8;  ensuite  on  mettra  à  la  place  de  œ,  y,  z  leurs  valeurs 

rcosq,     rsinq,     r(usiïiq  —  s  cosq), 

et  à  la  place  de  x{,  y,,  s,  les  valeurs  analogues 

r,  cosçr,,     r,  s'mqt,     r,(«,  sinq,  —  s,  cosçr,), 

et  ainsi  des  autres,  en  supposant  généralement  que  les  mêmes  lettres, 
sans  indice,  ou  avec  l'indice  i,  ou  2,...,  représentent  les  mêmes 
quantités  relativement  à  l'orbite  du  corps  T,  ou  du  corps  T,,  ou  du 

corps  T2 On  aura  donc,  en  développant  les  produiCs  des  sinus  et  des 

cosinus, 

r,z  — rz,=       ^-i(u  —  Ul)[cOs(q  —  r/,)  —  COS(q-i-ql)]-t-7^-{s-i-.'!i)sm[q  —  ql)—-^{s  —  .<!l)sin[(J-hr/l), 

x,z  — .rz,= (s  —  st)[oos(q  —  q,)-t-  008(17  +  17,)] h ■  («  +  «,) sin (17  —  q{) -+-  — !  («  —  »,)sin(7 -t-</,), 

et  ainsi  des  autres  quantités  semblables.  Ensuite  on  aura  (10) 


(T  S)  =  r  y/i  -+-  [u  sin<7  —  s  cosq  )2, 


(T,S)  —  r,^i  _(_  (M|  sing,  —  s,  cos<jr,)% 


(TTi)  =  \lr2  —  2/r,  cos{q  —  q,)-\- r;  + (rusïnq  —  rs  cosq  —  r,«,  sin</,  -+-r,s,  cosq,)\ 
( TT2)  =  y/''2  —  2  rr,  cos [q  t-  qj -t-  r]  +  (  ru  sinq  —  rs  cos  q  —  r, «2  sin  q2  -t-  r-,s. cos q2)2, 

13.  On  remarquera  maintenant  que,  comme  les  orbites  des  planètes 
sont  fort  peu  inclinées  à  l'écliptique,  les  quantités  6,  Q,,...,  et  par  con- 
séquent aussi  les  quantités  u,  s,  u,,  *,,...  (8)  seront  nécessairement  des 
quantités  très-petites;  de  sorte  qu'on  pourra,  du  moins  dans  le  premier 
calcul,  négliger  les  termes  affectés  de  ces  quantités  dans  les  expressions 
des  distances  (TS),  (T,S),...;  l'erreur  sera  même  d'autant  moindre  que 
les  quantités  à  négliger  sont  très-petites  du  second  ordre. 
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Les  équations  du  n°  8  deviendront  donc  par  toutes  ces  substitutions 
et  réductions 


n  ds       rfR  T.rr 

dt       dt  2     1/ 


|>2  —  in\  cos(y  —  q{)  -+-  r2]2  / 
x[(«  —  «,)cos(y  —  q[)-h(s-hsl)sin(q  —  y,)  —  (u  —  «,)  cos(y  +  y,)  —(*—*,)  sm  (y -t- g,)] 


T2  rr2/i 

~\7î 


[r2  —  irr2  cos(y  —  y2)  -+-  r2]2 
X[(u—u2)cos(q  —  q2)-i-(s-)-s2)sm(q  —  q2)  —  (u  —  u2)cos(q-i-g2)  —  (.1  —  S2)sm(q  +  q2)'] 


„  du       dK  T,  rr,  /  i 

R  -y-  H j~  U  =    — I   — 

dt        dt  i     I  H 


[r2  —  2/r,  cos(y  —  7,)  +  /-2]2 
x[—  (s  —  .f,)cos(y  —  y,) -H  («-+-«,)  sin(y  —  y,)  —  (s  —  s,)  cos(r/+ (7,)-!- (;;  —  «,)  sin(r/  + 7,)] 


T27V2  /i 


[r2 —  2/7-,  cos(y  —  y2)  -t-  r2,]2 
x  [ — (  .t  —  .?2)  cos  (y  —  y2)  +  («  +  k2)  siu  (y  —  y2)  —  (s  —  s2)  cos  (q  -t-  y2)  -t-  (m  —  ;«,)  sin  (y  h-  y,)] 

14.  De  plus  on  pourra  regarder,  du  moins  dans  la  première  approxi- 
mation, les  orbites  comme  circulaires,  et  par  conséquent  les  rayons  r, 
r{,  /,,...  comme  constants,  et  les  angles  q,  q,,  q*,...  comme  proportion- 
nels au  temps,  en  sorte  que  l'on  ait 

q  =  p.t,     qx  =  y.{t,     q,  =  fx2t, ..., 

a,  p.,,  fJt,2,  •  •  •  étant  des  constantes  telles  que  \xt,  \xKt,  [j.2t, . . .  soient  les 
mouvements  moyens  des  planètes  T,  T,,  T2,...  qui  répondent  au  temps  t. 

Donc,  comme  (8)  R  =  '—j^-->  on  aura,  dans  cette  hypothèse,  R  =  p./*2, 

et  de  même  R,  =  \>.tr\,  R2  =  /x2  r\,...\  de  sorte  que  ces  quantités  seront 
aussi  constantes. 

Enfin  on  sait  que  la  quantité  rompue  et  radicale 

_  3^ 
[r2  —  in\cos,(q  —  q,)  -+-  r2]   2 


646  RECHERCHES   SUR   LES    ÉQUATIONS  SÉCULAIRES 

peut  se  réduire  à  une  expression  de  cette  forme 

(r,  /•,)  -h{r,  r,),  cos(<jr  —  g,)  -I-  (r,  r,),  cosz(q  —  g,)  -l-  (r,  r,)3  cos3(g  —  9,)  -t- . .  .  , 

où  les  coefficients  (r,  r,),  (r,  r,),,  (r,  r,)2,  (r,  r,  )„,...  sont  des  fonctions 
de  r  et  r,,  qu'on  peut  trouver  par  différentes  méthodes  connues;  de 
même  la  quantité 

[r2  —  2rr2cos(q  —  gr2)  +  »•{]   2 

se  réduira  à  la  série 

(r.  /•,)  -l-  (r,  r2),  cos(q  —  g2)  -t-  (r,  r2)2  cos2(g  —  g,)  -+-  {r,  r2)3  cos3(g  —  g2)  -t-. . . , 

et  ainsi  des  autres  quantités  semblables. 

Donc,  si  l'on  fait  ces  substitutions  dans  les  deux  équations  ci-dessus, 
et  qu'on  sépare  les  termes  qui  contiennent  les  variables  s  et  u,  sans  aucun 
sinus  ou  cosinus,  de  ceux  où  ces  mêmes  variables  sont  multipliées  par 
des  sinus  ou  cosinus,  on  aura  deux  équations  de  cette  forme 

ds       T,r,(r,  r,),  .  ,       T2r2(r,  r2),  . 

dt  [\\j.r  4^'' 

du       T,  r,(r,.r,),  .  ,       Tar2(r,  r2),,  .  llr 

dt  4fjir  4,ar 

dans  lesquelles  les  quantités  II  et  W  dénotent  la  totalité  des  termes  qui 
contiennent  les  variables  u  et  s  mêlées  avec  des  sinus  ou  cosinus. 

On  aura  des  équations  semblables  pour  chacun  des  autres  corps  T(, 
T2,...;  il  n'y  aura  pour  cela  qu'à  marquer  de  l'indice  1,  ou  2,...  les 
lettres  qui  n'en  ont  aucun,  et  d'effacer  en  même  temps  ceux  des  lettres 
qui  sont  marquées  à  la  fois  de  l'indice  1  ou  2, 

15.  Pour  intégrer  les  équations  précédentes,  on  commencera  par  né- 
gliger les  quantités  IT  et  W,  et  l'on  aura  des  équations  linéaires  en  u,  s, 
u,,  s,,...,  qu'on  pourra  intégrer  par  les  méthodes  connues;  ensuite  on 
substituera,  si  l'on  veut,  ces  premières  valeurs  de  u,  s,  mm.  ..  dans  les 
différents  termes  des  quantités  II  et  W,  et  l'on  intégrera  derechef,  et 
ainsi  de  suite;  or,  comme  dans  les  quantités  II  et  W  il  n'y  a  aucun  terme 
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qui  ne  soit  multiplié  parle  sinus  ouïe  cosinus  d'un  de  ces  angles  q,  qK, 

q  ±  q ,  il  est  clair  que  ces  quantités  ne  pourront  produire  dans  les 

valeurs  de  s  et  de  u  que  des  inégalités  dépendant  des  lieux  des  planètes 
dans  leurs  orbites;  de  sorte  que,  lorsqu'on  voudra  faire  abstraction  de 
ces  sortes  d'inégalités  et  chercher  uniquement  les  mouvements  des 
nœuds  et  les  variations  des  inclinaisons  en  tant  qu'ils  sont  indépendants 
des  mouvements  mêmes  des  planètes  dans  leurs  orbites,  on  pourra  re- 
jeter d'abord  les  quantités  dont  il  s'agit,  ce  qui  rendra  les  équations  dif- 
férentielles en  s,  u,  s,,  u,,...  très-simples  et  très-faciles  à  intégrer.  C'est 
ainsi  que  nous  en  userons  dans  la  suite  de  ces  Recherches,  dont  l'objet 
n'est  que  de  déterminer  la  loi  des  équations  séculaires  des  mouvements 
des  nœuds  et  des  inclinaisons  des  orbites  planétaires. 

16.   Supposant  donc,  pour  plus  de  commodité, 

T,  r,(r,  r,  ),  T2r2(r,  r2), 

0,1= ,       o,  2    = ,.-•; 

4fxr  4p.r 

Tr(r„r),  T,  r2(rt,r2), 

(i,o)= — -, »        (i,2)= ,    ■■; 

4^  r,  4f/.,  r, 

Tr(r„  r),  T,  rt{r2,  r,), 

[20)=       ,         2,1= — /  ,■■■, 

4fs'"2  4^2  r2 

et  ainsi  de  suite,  on  aura  les  équations  suivantes 


dt 


+  (0,    l)(«  — M,)  +  (O,  2)  (U    —  «,)  +  ... =  0, 


-jj     —  (O,    l)(*    —  *0  —  (O,  2)(i    —  St) 

ds, 


dt 

dits 
HT 

ds, 


(i,  o)  (u,  —  u)  +  (i,  i)  (u,  —  u,)  + . .  .  =  o, 

■  (i,   O)  (s,  —   *  )  —  (i,    2)  (i,  —  S2)  —  .  .  .  =  O, 


+  (2,0)  (M2 —  W)  +  (2,    1)(U2—  Us) 
Ul 

du. 


dt 


—  (2,o)(S2  —    S)  —  (2,    l)(«2  —  4|)  — •  •  •  =  O, 
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C'est  par  l'intégration  de  ces  équations  qu'on  pourra  parvenir  a  une 
seule  solution  exacte  du  Problème  qui  concerne  le  mouvement  des 
nœuds  et  la  variation  des  inclinaisons  des  orbites  de  plusieurs  pla- 
nètes T,  T(,  T2,...,  en  vertu  de  leurs  attractions  mutuelles.  Nous  allons 
nous  en  occuper,  après  avoir  fait  quelques  remarques  qui  serviront  à 
jeter  un  plus  grand  jour  sur  cette  matière. 


Article  III.  —  Remarques  sur  les  équations  qui  donnent  les 
mouvements  des  nœuds  et  les  variations  des  inclinaisons  des 
orbites  planétaires. 

17.  Imaginons  qu'il  n'y  ait  que  deux  planètes  T  et  T,,  et  que  l'orbite 
de  cette  dernière  soit  fixe  et  immobile  :  on  pourra  alors  regarder  le  plan 
de  cette  orbite  comme  celui  de  l'écliptique,  et  y  rapporter  l'orbite  mo- 
bile de  la  planète  T.  De  cette  manière,  9  sera  la  tangente  de  l'inclinaison 
et  w  la  longitude  du  nœud  de  l'orbite  de  T  sur  l'orbite  de  T,;  la  tan- 
gente 9,  de  l'inclinaison  de  cette  dernière  orbite  sera  nulle  :  par  con- 
séquent on  aura  s,  =  o,  u,  =  o,  et  toutes  les  autres  quantités  s2,  u2,... 
seront  aussi  nulles,  parce  qu'on  ne  considère  que  les  seules  planètes  T 
et  T,. 

Donc,  dans  cette  hypothèse,  les  équations  du  n°  16  se  réduiront  à  ces 

deux-ci 

ds       .       .  du 

_+(o,i)«  =  o,     3?-(o,i)<  =  o; 

d'où  l'on  tire  sur-le-champ  celle-ci 

-j-  -+-  (o,  ifs  —  o, 


laquelle  donne 
et  de  là 


dt 

s  =  Asin[a  —  (o,  i)  t'], 
u  =  A  cos[a  —  (o,  i)  /]; 
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donc 

tango  =  —  =  tang[a  —  (o,  i)  f], 


c'est-à-dire, 


:—{o,i)t,     et     0  =  \js2-Ç  W  =  A, 


où  «  et  A  sont  deux  constantes  arbitraires. 

On  voit  par  là  que  l'inclinaison  des  deux  orbites  sera  constante,  et 
que  le  nœud  de  l'orbite  mobile  de  la  planète  T  aura,  sur  l'orbite  fixe  de 
la  planète  T(,  un  mouvement  rétrograde  dont  la  vitesse  sera  exprimée 
par  la  quantité 

T,  r,(r, /■,),  T,  r,  r'(r,  r,), 

(o,  i)  = -.- -,     ou  bien     = y-~ ■> 

^U.r  4  S 


S 
à  cause  de  p.=  —  ■>  par  les  Théorèmes  connus;  c'est  ce  qui  s'accorde  avec 

le  résultat  des  méthodes  ordinaires. 


18.  En  appliquant  le  même  raisonnement  à  toutes  les  orbites  consi- 
dérées successivement  deux  à  deux,  et  supposées  alternativement  l'une 
mobile  et  l'autre  fixe,  on  en  conclura,  en  général,  que  les  quantités 
(o,  i),  (o,  2),  (o,  3)',...  ne  sont  autre  chose  que  les  vitesses  rétrogrades 
des  nœuds  de  l'orbite  de  la  planète  T  sur  les  orbites  des  planètes  T,,  T2, 
T3,...,  considérées  comme  fixes;  que,  de  même,  les  quantités  (1,0), 
(1,  2),  (1,  3),. . .  expriment  les  vitesses  rétrogrades  des  nœuds  de  l'or- 
bite de  la  planète  T,  sur  les  orbites  des  planètes  T,  T2,  T3, . . .  considé- 
rées comme  fixes;  que  les  quantités  (2,  o),  (2,  1),  (2,  3),...  expriment 
pareillement  les  vitesses  rétrogrades  des  nœuds  de  l'orbite  de  la  pla- 
nète T,  sur  celles  des  planètes  T,  T,,  T3,...,  et  ainsi  de  suite. 

D'où  il  s'ensuit  qu'il  suffit  de  connaître  les  mouvements  particuliers 

des  nœuds  de  chaque  orbite  sur  chacune  des  autres,  regardée  comme 

fixe,  pour  pouvoir  déterminer  les  véritables  mouvements  des  nœuds  et 

les  variations  des  inclinaisons  des  mêmes  orbites,  relativement  à  l'éclip- 

VI.  82 
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tique;  mais  il  faut  pour  cela  intégrer  deux  fois  autant  d'équations  de  la 
forme  de  celles  du  n°  16  qu'il  y  a  d'orbites  mobiles  a  considérer. 

19.  M.  de  Lalande  a  donné,  dans  les  Mémoires  de  l'année  1758,  le 
calcul  du  mouvement  annuel  des  noeuds  de  l'orbite  de  cbacune  des  six 
planètes  principales  sur  les  orbites  de  toutes  les  autres,  regardées 
comme  fixes;  on  aura  donc  par  là  les  valeurs  des  coefficients  (o,  1), 
(o,  2),...;  mais,  comme  M.  de  Lalande  a  adopté  pour  les  masses  des  pla- 
nètes les  déterminations  de  M.  Euler,  lesquelles  sont  un  peu  différentes 
de  celles  qui  résultent  des  dernières  observations  du  passage  de  Vénus, 
nous  avons  cru  devoir  changer  les  valeurs  des  mouvements  des  nœuds, 
trouvées  par  M.  de  Lalande,  en  sorte  qu'elles  répondent  aux  valeurs  des 
masses  établies  par  ces  observations,  et  qui  se  trouvent  dans  la  Connais- 
sance des  Temps  de  l'année  1 774- 

Les  logarithmes  des  fractions  qui  représentent  les  masses  de  Mercure, 
Vénus,  la  Terre,  Mars,  Jupiter  et  Saturne  (celle  du  Soleil  étant  prise 
pour  l'unité),  telles  que  M.  de  Lalande  les  a  employées  dans  l'endroit 
cité,  sont 

3,37345,  4,39467,  4,77 139,  3,03666,  6,97184,  6,51985; 
mais,  d'après  la  Connaissance  des  Temps,  je  trouve  ceux-ci 

3,58930,  4>5o5Ô7,  4,4^722,  3,77941,  6,96870,  6,46620. 

Donc,  comme  les  mouvements  des  nœuds  sont  (les  temps  périodiques  et 
les  rapports  des  distances  au  Soleil  demeurant  les  mêmes)  proportion- 
nels aux  masses  des  planètes  qui  les  produisent  (17),  il  faudra  multi- 
plier respectivement  ceux  que  M.  de  Lalande  a  trouvés  par  les  nombres 
dont  les  logarithmes  sont  les  différences  des  précédents,  savoir 

o,2i585,  0,11100,  9,66583,  0,75275,  9,99686,  9,94635. 

Supposant  donc  que  le  terme  t  soit  exprimé  en  années  tropiques,  et 
que  T,  Tt,  Tj,.Ts,  T4,  T5  soient  les  six  planètes  premières,  suivant  l'ordre 
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de  leur  grosseur,  savoir  :  Jupiter,  Saturne,  la  Terre,  Vénus,  Mars  et 
Mercure,  on  aura  les  valeurs  suivantes 


(o,  i)  =  7,564, 
(ï,°)  =17,773, 
(2,0)  =  6,874, 
(3,  o)  =  4, 100, 
(4,  o)  =14,060, 
(5,o)  =   i,564, 


(o,  2)  =  o,o3o, 
(1,2)  =  0,0009, 
(2,  1)  =  o,334, 
(3,  1)  =  0,203, 
(4,0  =  o,645, 
(5,  1)  =  0,080, 


(o,  3)  =  o,oo5, 
(i,3)  =  0,0007, 
(2,  3)  =6,646, 
(3,  2)  =  6,703, 
(4,2)  =  1,773, 
(5,  2)  =  0,867, 


(0,4)  =0,271, 
(i,4)  =  0.02S, 
(2,4)  =  o,532, 
(3,4)  =  o,5i5, 
(4,3)=  1,701, 
(5,  3)  =  3,749, 


(o,  5)  =  0,0002. 
(1,  5)  =  0,00002, 
(2,5)  =0,077, 
(3,5)  =  o,33o, 
(4,  5)  =  o,oi3, 
(5,  4)  =  o,o5i , 


Au  reste,  comme  il  n'y  a  que  les  masses  de  Saturne,  de  Jupiter  et  de 
la  Terre  qui  soient  bien  connues,  et  que  les  autres  n'ont  été  déterminées 
que  d'après  l'hypothèse  que  les  densités  sont  comme  les  racines  des 
moyens  mouvements,  on  ne  doit  regarder  comme  vraiment  exactes  que 
les  valeurs  des  quantités  où,  après  la  virgule,  il  y  a  un  de  ces  chiffres 
o,  1,  2  entre  les  deux  parenthèses. 

20.  Les  mouvements  particuliers  de  chaque  orbite  sur  chacune  des 
autres  étant  donnés,  il  est  clair  que  c'est  un  Problème  purement  analy- 
tique de  déterminer  le  changement  de  position  des  orbites  au  bout  d'un 
temps  quelconque.  Les  équations  du  n°  16  renferment  la  solution  com- 
plète de  ce  Problème  dans  l'hypothèse  que  les  inclinaisons  des  orbites 
soient  très-petites;  mais,  comme  ces  équations  ont  été  déduites  immé- 
diatement de  la  Théorie  de  la  gravitation  universelle,  il  ne  sera  peut- 
être  pas  inutile  de  faire  voir  comment  on  y  peut  parvenir  directement, 
par  la  simple  considération  des  mouvements  particuliers  des  nœuds  de 
chaque  orbite  sur  chacune  des  autres,  regardée  comme  fixe. 

21.  Considérons,  pour  cet  effet,  deux  orbites  seulement,  pour  les- 
quelles les  lieux  des  nœuds  sur  l'écliptique  soient  w,  w( ,  et  les  tangentes 
des  inclinaisons  6,  5,,  et  supposons  que  la  longitude  du  nœud  de  la 
première  de  ces  orbites  sur  la  seconde  soit  ty,  et  que  la  tangente  de  l'in- 
clinaison mutuelle  de  l'une  à  l'autre  soit  yj;  on  sait  que  la  tangente  de 
la  latitude  correspondant  à  une  longitude  quelconque  <p  sera,  pour  la 

82. 
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première  orbite,  égale  à  S  sin  (y  —  w),  et,  pour  la  seconde,  égale  à 
0,  sin(ip  —  w,);  et  de  même,  en  rapportant  cette  orbite-là  à  celle-ci,  la 
tangente  de  la  latitude  correspondant  à  la  longitude  <p,  comptée  sur 
celte  dernière  orbite,  sera  exprimée  par  vj  sin  (cp  —  |). 

Or,  à  cause  que  les  deux  orbites  sont  supposées  très-peu  inclinées  à 
Pécliptique,  il  est  clair  que  les  tangentes  des  latitudes  doivent  être,  à 
très-peu  près,  égales  aux  latitudes  elles-mêmes;  de  plus  il  est  facile  de 
voir  que  le  cercle  de  latitude,  correspondant  à  la  longitude  f  comptée 
sur  l'écliptique,  se  confondra  aussi,  à  très-peu  près,  avec  le  cercle  de 
latitude  correspondant  à  la  même  longitude  ©,  mais  comptée  sur  l'une 
des  orbites.  De  là  il  est  aisé  de  conclure  que  la  tangente  de  latitude 
ri  sin  (<p  —  <p)  sera  à  très-peu  près  égale  à  la  différence  des  deux  tangentes 
de  latitude  0sin(^  —  u)  et  6,  sin(<p  —  «,),  de  sorte  qu'on  aura  cette 
équation 

7jsin(<p  —  <\>)  =  0sin(<p  —  <o)  —  0,  sin  (9  —  w,), 

laquelle  devra  avoir  lieu,  en  général,  quelle  que  soit  la  longitude  <p;  on 
aura  donc  nécessairement  ces  deux  équations  particulières 

n  sin  <\i  =  0  sin  w  —  0,  sin  w,, 
yi  cos<\i  =  Qcosw  —  0,  cosw,, 

lesquelles  serviront  à  déterminer  le  lieu  du  nœud  commun,  et  la  tan- 
gente de  l'inclinaison  mutuelle  de  deux  orbites  dont  on  connaît  les 
lieux  des  nœuds,  et  les  inclinaisons  sur  l'écliptique.  On  aura,  en  effet, 
par  les  deux  formules  précédentes, 


tangij; 


9  cosw  —  5,  cosw, 


•/)  =  v/(02  4-0J)  —  200,COS(w  — w,). 

22.  Cela  posé,  imaginons  que  la  première  des  deux  orbites,  celle  à 
laquelle  répondent  les  éléments  6  et  w,  se  meuve  sur  l'autre  orbite  re- 
gardée comme  fixe,  en  sorte  que  l'inclinaison  demeure  constante  et  que 
le  nœud  rétrograde  avec  une  vitesse  représentée  par  (o,  1);  il  est  clair 
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que,  dans  cette  hypothèse,  la  quantité  y?  sera  constante,  et  que  l'angle  ^ 
variera  de  la' quantité  —  (o,  i)  dt,  en  sorte  qu'on  aura 

rf(ï)sin4')=      rjcos^f — (°> ')  dt\, 
d(n  cos^1)  =  —  yi  sin^[—  (o,  i)dt~\; 

mais,  par  le  numéro  précédent,  on  a 

n  sintp  ==  9  sinw  —  6,  sinw,,     n  cos^  =  9  cosw  —  9,  cosw,; 

et,  comme  l'orbite  à  laquelle  répondent  les  éléments  0,  et  u,  est  regar- 
dée comme  immobile,  pendant  que  l'autre  orbite  est  supposée  rétrogra- 
der sur  elle  de  la  quantité  {o,  i)dt,  il  est  clair  qu'il  faudra  regarder, 
dans  la  différentiation,  les  quantités  0t  et  u,  comme  constantes,  et  les 
quantités  6  et  w  comme  seules  variables;  c'est  pourquoi  on  aura  donc 

d(n  sinij;)  =  û?(0sinw),     d(n  cos^1)  =  û?(9cosw). 

Substituant  donc  ces  valeurs  dans  les  deux  équations  précédentes,  elles 
deviendront 

d(8  sinw)  =  —  (o,  i)  (0  cosw  —  9,  cosw,)  dt, 

rf(9  cosw)  =      (o,  i)  (9  sinw  —  9,  sinw,)  dt. 

S'il  y  avait  une  troisième  orbite  pour  laquelle  le  lieu  du  nœud  fût  w2 
et  la  tangente  de  l'inclinaison  92,  et  qu'on  supposât  que  la  première 
orbite  dût  rétrograder  sur  celle-ci,  regardée  comme  immobile,  avec  une 
vitesse  égale  à  (o,  2),  et  en  gardant  la  même  inclinaison  mutuelle,  on 
aurait  pareillement,  en  vertu  de  ce  mouvement, 

d(9  sinw)  =  —  (o,  2)  (9  cosw  —  92  cosuh)  dt, 
d(6cos(x>)  =      (o,  2)  (6  sinw  —  92  sinw,)  dt. 

Donc,  si  l'on  suppose  que  la  même  orbite  soit  mobile  à  la  fois  sur  les 
deux  autres,  il  est  clair  que  les  différentielles  de  0  sinw  et  de  ô  cosw 
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auront  pour  valeurs  la  somme  des  valeurs  particulières  qui  répondent 
aux  vitesses  (o,  i),  (o,  2);  par  conséquent  on  aura,  pour  lors,  en  divi- 
sant par  dt, 

=  —  (0-,  i)(0  cosm  —  0,  cosco,)  —  (o,  2)  (0  cosco  —  02cosco2), 


dt 

d{6  cos 

ir 


(o,  1)  (0  sinco  —  0,  sinco,)  +  (o,  2  )  (0  sin m  —  02  sin&>2). 


Il  est  aisé  maintenant  d'étendre  ces  formules  à  tant  d'orbites  mobiles, 
à  la  fois,  qu'on  voudra,  et,  si  l'on  y  met  s,  s,,...  à  la  place  de  5  sinco, 

0,  sinco,,.. .,  et  u,  u, , . . .  a  la  place  de  S  cosco,  6,  cosco ,  suivant 

les  dénominations  établies  plus  haut,  on  en  verra  naître  les  équations 
du  n°  16. 

23.  Comme  l'on  a 

d(  0  sinw)  =  9  coswf/co  -+-  sinco  e?0,     d(B  cosm)  =  —  0  sincotfco  -+-  cosco  c/0, 

il  s'ensuit  que,  si  l'on  prend  la  différence  et  la  somme  des  deux  équa- 
tions ci-dessus,  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  coso  et 
sinw  dans  le  premier  cas,  et  par  sinco  et  cosco  dans  le  second  cas,  on  aura 

—j^-  =  —  (o,  i)[0  —  0,  cos (co  —  co,)]  —  (o,  2)  [0  —  02  cos(w  —  wj)], 

dQ 

—    =      (o,  1)  0,  sin(co  —  co,)  -+-  (o,  2)  02sin(co  —  co2)  ; 

et  l'on  aura  des  équations  semblables  pour  les  valeurs  de  rfco,,  dô, 

Ces  équations  sont  surtout  utiles  pour  déterminer  les  changements 
instantanés  dans  les  lieux  des  nœuds  et  dans  les  inclinaisons  de  plu- 
sieurs orbites  mobiles  les  unes  sur  les  autres;  mais  elles  seraient  fort 
difficiles  à  intégrer  sous  cette  forme. 

24.  Au  reste  on  doit  se  ressouvenir  que  les  équations  précédentes 
sont  fondées  sur  l'hypothèse  que  les  inclinaisons  des  orbites  à  Péclip- 
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lique  soient  très-petites;  ainsi  elles  ne  peuvent  être  regardées  comme 
exactes  qu'autant  que  cette  hypothèse  a  lieu.  Si  l'on  voulait  résoudre  le 
Problème,  en  général,  pour  des  inclinaisons  quelconques,  il  faudrait 
suivre  un  autre  chemin,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  dans  un  Mémoire 
particulier  sur  cette  matière,  que  nous  avons  donné  à  l'Académie  de 
Berlin,  et  qui  renferme  la  solution  complète  du  cas  où  il  n'y  a  que 
deux  orbites  mobiles  (*);  quant  au  cas  où  il  y  aurait  trois  orbites  mo- 
biles, nous  avons  trouvé  qu'il  dépend  de  la  rectification  des  sections 
coniques,  de  sorte  que  la  solution  de  ce  cas,  et  à  plus  forte  raison  celle 
des  cas  plus  compliqués,  échappe  nécessairement  à  toutes  les  méthodes 
analytiques  connues.  Mais,  comme  les  orbites  des  planètes  sont  toutes 
à  peu  près  dans  un  même  plan,  et  qu'il  en  est  de  même  de  celles  des 
satellites  de  Jupiter  et  de  Saturne,  la  solution  générale  du  Problème 
dont  il  s'agit  serait  plus  curieuse  qu'utile  dans  le  Système  du  monde. 


Article  IV.  —  Intégration  des  équations  qui  donnent  les  mouve- 
ments des  nœuds  et  Les  variations  des  inclinaisons  des  orbites 
planétaires . 

25.  Les  équations  qu'il  s'agit  d'intégrer  sont  celles  du  n°  16,  dont  le 
nombre  est,  comme  l'on  voit,  double  de  celui  des  orbites  mobiles;  or, 
pour  peu  qu'on  considère  la  forme  de  ces  équations,  on  verra  aisément 
qu'on  y  peut  satisfaire  par  les  valeurs  suivantes 

s  =  A  cin(at  -t-  oc),  u  =  A  cos{at  ■+-  a), 
s,  =  A,sin(at  -h  a),  u,  =  A,  cos(al  ■+-  a), 
s,=  A2sin(at  +  a),       u2=  A2cos(a*  -+-  a), 


où  a,  a  et  A,  A,,  A2,...  sont  des  constantes  indéterminées.  Les  subslitu- 

(*)  OEuvres  de  Lagrange,  t.  IV,  p.  m. 
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tions  faites,  on  aura  ces  équations  de  condition 

a  A  •+-  (o,  i)(A  —  A,) -H  (o,  2)  (A  —  A2)  +..  .  =  0, 
aA,-t-  (1,  o)(A,  —  A)  +  (1,  2)  (A,  — A2)  -*-. .  .=  0, 
«A,+  (2,  o)(A2  —  A) -H  (2,  i)(A2  —  A,)  4-.  ..=  0, 

dont  le  nombre  est  égal  à  celui  des  quantités  A,  A,,  A2,...,  et  n'est  par 
conséquent  que  la  moitié  de  celui  des  équations  différentielles,  en  sorte 
qu'il  est  égal  au  nombre  des  orbites  mobiles. 

Supposons  que  ce  nombre  soit  n;  on  aura  donc  n  constantes  indéter- 
minées A,  A,,  A2,...,  et  n  équations  entre  ces  constantes;  mais,  en  éli- 
minant successivement  ces  mêmes  constantes,  on  verra  toujours  que  la 
dernière  s'en  ira  d'elle-même,  en  sorte  qu'il  en  restera  nécessairement 
une  d'indéterminée;  et  l'on  trouvera  pour  équation  finale  une  équation 
en  a  du  degré  nième,  laquelle  servira  par  conséquent  à  déterminer  la 
constante  a. 

Il  restera  donc  deux  constantes  indéterminées  A,  par  exemple,  et  a; 
et,  comme  l'équation  qui  doit  donnera  est  du  nu'me  degré,  on  en  pourra 
tirer  n  valeurs  différentes  de  a;  moyennant  quoi  on  aura  n  valeurs  par- 
ticulières de  cbacune  des  in  variables  s,  s,,  s2,...,  u,  «,,  u2,...,  les- 
quelles satisferont  toutes  également  aux  équations  différentielles  don- 
nées; et  il  est  facile  de  voir,  par  la  nature  même  de  ces  équations,  que, 
pour  avoir  la  valeur  complète  de  cbacune  des  variables  dont  il  s'agit,  il 
n'y  aura  qu'à  prendre  la  somme  des  n  valeurs  particulières  de  la  même 
variable,  en  donnant  différentes  valeurs  aux  constantes  arbitraires. 

Si  donc  on  dénote  par  a,  b,  c,.. .  les  n  racines  de  l'équation  en  a,  et 
qu'on  prenne  n  coefficients  arbitraires  À,  B,  C,...  et  autant  d'angles 
arbitraires  «,  p,  7,...,  on  aura 

» 
s  =  A  sin(a<  +  a)-f-B  sin(6<-i-(3)-t-C  sin-(  c*  •-+-  y  j  -j- . . . , 

s,  ==  A,sin(af -h  a)  +  B,sin(6<  -f-  (3)  -t-  Cisin(c£  -h  y)  -t-. . ., 

s2=  A2sin(aJ-f-  a)  -t-  B2sin(6*  -t-  (3)  -4-  C2sin(c£  -+-  y)  ■+-. . . , 
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u  =  A  cos(at+  a.)  H-  B  cos{bt  -+-  (3)  -t-  C  cos(c*-i-  y)  -f-. 
m,  =  A,cos(«f -h  a)  -+-  B,  cos(6i  -+-  [3)  -i-  C,  cos(c/-i-y)  -4-. 
m2=  A2cos(tfi+  a)  -t-B,  cos(èi  -t-  (3)  -t-  C2cos(e<-f-  y)  -+- . 
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les  quantités  B(,  B2,...  devant  être  données  par  B  et  b,  et  les  quan- 
tités C,,  C2, . . .  devant  l'être  par  C  et  c,  et  ainsi  des  autres,  de  la  même 
manière  et  par  les  mêmes  équations  que  les  quantités  A,,  A2)...  le  sont 
par  A  et  a. 

26.  Pour  déterminer  maintenant  les  2n  constantes  arbitraires  A,  B, 

C,...,  a,  /5,  7 il  faudra  supposer  que  l'on  connaisse  les  valeurs  des 

2n  variables  s,  s,,  s2,...,  u,  u,,  u2,...  pour  une  époque  quelconque,  par 
exemple,  lorsque  t  =  o,  et,  désignant  ces  valeurs  données  par  S,  S,, 
S2, . . . ,  U,  U,,  U2, . . . ,  on  aura  les  équations 

S  =  A  sin a.  -t-  B  sin (3  -t-  C  sin  y  -+- . .  ■. , 
S,  =  A,  sin  oc.  -+-  B,  sin  (3  -t-  C,  sin  y  -t- .  . ., 
S2  =  A2sina  4-  B2sin(3  -t-  C2siny  -(-. . 


U  =  A  cosa  -+-  B  cos(3  -+-  C  cosy 
U,  =  A,  cosa  -+-  B,  cosp  -t-  C,  cosy 
U2  =  A2cosa  -t-  B2cos(3  -+-  C2cosy  ■ 


lesquelles,  étant  aussi  au  nombre  de  2n,  serviront  à  déterminer  toutes 
les  constantes  dont  il  s'agit. 

Quoique  cette  détermination  soit  toujours  facile  dans  les  cas  particu- 
liers, au  moyen  des  règles  connues  de  l'élimination,  cependant,  si  l'on 
voulait  traiter  la  question,  en  général,  pour  un  nombre  quelconque 
d'orbites  mobiles,  on  tomberait  nécessairement  dans  des  formules  très- 
compliquées  et  dont  la  loi  serait  difficile  à  apercevoir;  c'est  pourquoi 
VI.  83 
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j'ai  cru  devoir  chercher  une  méthode  particulière  pour  remplir  cet  objet, 
et  je  me  flatte  que  celle  que  je  vais  donner  pourra  mériter  l'attention 
des  Géomètres,  tant  par  sa  simplicité  et  sa  généralité  que  par  l'utilité 
dont  elle  pourra  être  dans  plusieurs  autres  occasions. 

27.  Considérons  les  n  équations 

S  =  A  sin  a  -+-  B  sinp  -+-  C  sin  y.  -+-. . . , 
S,  =  A,  sin  y.  -t-  B,  sin (3  +  C,  siny  +  .  . . , 
S2  =  A2  sin  a  -+-  B2  sin  (3  -t-  C2  sin  y  -+- .  .  ., 


Il  est  visible  que  toutes  les  opérations  qu'on  fera  sur  celles-ci  pourront 
s'appliquer  aussi  aux  autres  équations,  en  changeant  seulement  les 
quantités  S,  S,,  S2,...  en  U,  U,,  U2,...,  et  sina,  sinj3,  sin-/,...  en  cosa, 
cos(3,  cos-y 

On  formera  d'abord  les  quantités  suivantes 

'  S(1)  =  -(o,  i)(S  -S,) -(0,2)  (S  -S2)  -..., 
S^  =  —  {i,  o)(S,  -  S)-(i,  2) (S,  —  S2)— ..., 


dont  la  forme  est,  comme  l'on  voit,  analogue  à  celle  des  équations 
différentielles  proposées  (16);  il  est  aisé  de  prouver,  en  substituant  les 
valeurs  ci-dessus  de  S,  S,,  S2,...  et  ayant  égard  aux  équations  de 
condition  du  n°  25 ,  lesquelles  doivent  avoir  lieu  également  entre  les 
quantités  a,  A,  A,,  A2, . . . ,  b,  B,  B,,  B2, . .  . ,  c,  C,  C,,  C2, . . . ,  il  est  aisé 
de  prouver,  dis-je,  qu'on  aura 

S  =  ak  sina  -t-  6B  sin (3  ■+-  cC  siny  n-. . ., 
S,  =  aA,  sina  -t-  6 B,  sin (3  -i-  cC,  siny  -+-..., 
Si  =aA,  sina  ■+-  èB2sin(3  -t-  cC2siny  +. . ., 
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Ensuite,  de  la  même  manière  que  les  quantités  S01,  S1^',  S1^,. ..  sont 
formées  des  quantités  S,  S4,  S2,...,  je  forme  les  quantités  S(5),  S'f,  S^,... 
de  celles-ci  S  ,  S/,  S2,...,  et  pareillement  je  forme  les  quantités 
S  ',  S/,  S2,...  des  quantités  précédentes  Sl2>,  S(,!>,  S(22), . . . ,  et  ainsi  de 
suite;  j'aurai,  en  vertu  des  mêmes  équations  de  condition,  les  équations 
suivantes 

S(2)=  a2  A  sina  -t-  62B  sin  3  ■+-  c'C  siny  -t-. 

S,2'  =  a2A,sina:  -+-  62B,sin(3  -+-  c2C,siny  +. 

S22  =  a2A2sina:  -t-  62B2sinS  -+-  c2C,siny  -4-. 


Sl3>=  a3 A  sina  -+-  è3B  sin  3  -t-  c'C  sin  y  4-. . . 
S!,3'  =  a3 A,  sina  -+-  63B,  sin  3  +  6-3C,siny  -!-... 
S23)  =  a3A2sina  -t-  6*B2sinS  -1-  c3C2s.iny  ■+-... 


et  ainsi  de  suite. 

Il  faudra  continuer  ces  suites  d'équations  jusqu'à  la  niè'"e  inclusive- 
ment, laquelle  sera  donc  représentée  ainsi 

S  "-1  =  a"-'  A  sin  a  -+-  b"~'  B  sin  3  -+-  c"~'  C  sin  y  ■+■ . . . , 
g(n-o__  a»-i^iSina  _,_  ft»-iB,  sin ,3  +  c"-'C,  siqy  -+-. . . , 
S,       =  a"-'  A2  sin  a  -+-  b"-'  B2  sin  3  -+-  c"-'  C2  sin  y  ■+- .  .  ., 


Cela  posé,  je  considère  l'équation  dont  les  racines  sont  a,  b,  c,...,  et  je 
la  représente,  en  général,  par 

x"  -+■  1  x"~'  -t-  [J.  x"~'  -+■  y  x"~3  -+-  us  x"~i  -+- .  .  .  ==  o, 

,en  mettant  a;  à  la  place  de  a  pour  plus  de  généralité.  J'élimine  de  cette 
équation  une  des  racines,  comme  a,  en  la  divisant  par  x  —  a,  ce  qui 

83. 
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me  donne  le  quotient 

x"~l  +  (a  -+-  1)  x"~2  -t-  (a2  -+- 1  a  -t-  [x  )  x"-3  -4-  (a3  ■+- 1  a-  -t-  fx  a  ■+■  v )  a"~'  -+- . .  . 

-4-  (a"-'  -1-  \  a"--  -+-  [j.  a"~3  -+-  v  a"-4  -t-  ■  . .)  =  o. 

Cette  équation  n'aura  donc  plus  pour  racines  que  les  n  —  i  quantités 
b,  c,...,  de  sorte  que  son  premier  membre  ne  deviendra  égal  à  zéro 
qu'en  faisant œ=b,  ou  x=c,  ou  ...;  mais,  en  faisant x=a,  il  deviendra 

n  a"-'  -+-  (  n  —  i)l  a"~2  4-  ( n  —  2 )  fx  a"~3  -t-  .  .  .  . 

Si,  dans  l'équation  précédente,  on  change  a  en  b  ou  en  c,  ou  ...;  on 
aura  une  équation  qui  sera  vraie  pour  toutes  les  racines,  excepté  b, 

ou  c, 

Je  suppose  maintenant  que  je  veuille  déterminer  les  valeurs  des 
n  quantités  Asina,  Bsin/3,  C  sin-y,...;  je  n'aurai  qu'à  prendre  les 
n  équations 

S  =  Asina  +  Bsin(5-f-  Csiny -t-. . ., 
S  n  =  a  Asina  -t-  b  Bsinf3  -+-  c  C  sin  y  -+- . . ., 
S(   =«2Asina  -+-  i-Bsinp  -+-  c'Csiny  +. . ., 


:  a"—'  A  sin  a  -+-  b"~'  B  sin  (3  -+-  c"-1  C  sin  y 


et  les  ajouter  ensemble  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par 
les  coefficients  de  l'équation  ci-dessus  pris  à  rebours,  c'est-à-dire,  en 
commençant  par  le  dernier 

a"-'  -h  1  a"-2  ■+- . . . . 

Il  s'ensuit  de  ce  que  nous  avons  dit  sur  la  nature  de  cette  équation  que 
le  coefficient  de  la  quantité  Asina  deviendra 

ii a"~'  -+-  ( n  —  i )  A  a"~2  -h  (n  —  i )  \x  a"—3  ■+- . . . , 

et  que  les  coefficients  des  autres  quantités  Bsin/3,  Csin-y, ...  devien- 
dront tous  nuls  à  la  fois;  de  sorte  que,  divisant  toute  l'équation  par  le 
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coefficient  de  Asina,  on  aura  sur-le-champ  la  valeur  de  cette  même 
quantité.  Donc 

A  sin  a  =  ( a"-'  -+- 1  a"-2  -l-  p.  a"~3  -+-  v  a"-1  -+- . . . )  S 
+  {a"~2  -+- 1  a"-3  -+-  \j.  a"-'  -+- .  .  .  )  S'1' 
+  (a^  +  k"-'  +  ...)SW, 


-(-  (a  +  ^SM  +  SI-1), 
divisée  par 

n a"~'  -+-  { n  —  i )  \  a""2  -+-  (n  —  i  )  \j.  a"-3  -+-  ( n  —  3  )  v  a"-4  -+- .  .  .  . 

On  trouvera  de  même  les  valeurs  des  quantités  B  sin/3,  Csin-y, . . . ,  et 
il  n'y  aura  pour  cela  qu'à  changer,  dans  l'expression  précédente  de 
A  sin  «,  la  racine  a  successivement  en  b,  c, . . . . 

Si  l'on  traite  d'une  manière  semblable  les  n  équations 

S,  =  A,sina+  B,  sin[3+  Csiny  +. . ., 
8e,"  =  a  A,  sin  a  -+-  b  B,  sin  (3  -+-  c  C,  sin  y  -t-. . ., 
S',2  =  a2 A,  sina  -+-  6!B,  sin(3  +  c?C,  siny  +  . . ., 


on  déduira  les  valeurs  des  n  quantités 

A,  sina,     B,  sin(3,     Csiny,...; 
et  il  est  clair  que  ces  valeurs  ne  différeront  de  celles  de 

Asina,     Bsin(3,     Csiny,..., 

trouvées  ci-dessus,  qu'en  ce  que,  à  la  place  des  quantités  S,  S(,),  S(2),..., 

il  y  aura  les  quantités  S,,  S,  ,  S,"  ; 

De  là  il  est  facile  de  conclure  que,  si  dans  les  mêmes  valeurs  de 

Asina,     B  sin  (3,     Csiny,... 

on  met  à  la  place  des  quantités  S,  S(1),  S(2),...   les  quantités  S,,  S,1, 
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S(.f, ....  ou  S3,  Sg5,  Sg' ,  ou on  aura  les  valeurs  des  quantités 

A2sina,     B2sin(3,     Csiny,..., 

ou 

A3sina,     B3sin(3,     Csiny, ..., 

ou  ... . 
Enfin,  si  dans  les  valeurs  précédentes  on  change  les  quantités 

S,  S„  Ss, . . .  ;     S!",  S1,",  S21J, ...  ;     S'%  S',2',  S1,2', ...;... 

en 

U,  U„  U?, ...  ;     Uw,  U?',  UV  ,  -  -  -  ;     U'",  Uf,  U(,2), ...;... 


(ces  quantités  UU),  U1,'1,  U^,,..;  Ul2;,  U1;1,  iÇ, ...;.. .  étant  formées 

des  quantités  U,  U(,  U2 ,  de  la  même  manière  que  les  quantités 

Sw,  S'î1,  S^,...;  Su),  S;1,  §!';,..!,.  le  sont  des  quantités  S,  S„  S,,...), 
on  aura  les  valeurs  des  quantités  correspondantes 

A  cosa,  B  cosjâ,  C  cosy, ..., 
AiCOSa,  B,  cosp,  C,  cosy,..., 
A.cosa,     B2cos(3,     Ccosy, .... 

28.  Au  reste,  dès  qu'on  aura  trouvé  les  valeurs  des  quantités 

Asina,  Bsin(3,  Csiny,...,     et    Acosa,  Bcosp,  Ccosy, ..., 

on  pourra  d'abord  déterminer  celles  des  coefficients  A,  B,  C,...  et  des 
angles  a,  ]3,  •/,...:  après  quoi  il  suffira  de  chercher  encore  les  valeurs  des 
quantités 

A.sina,  B,  sin(3,  Csiny,...;     A2sina,  B2sin(3,  Csiny,... 

pour  pouvoir  déterminer  celles  des  autres  coefficients  A4,  B,,  C,,...,  A2, 
B2,  C2r...,  ou  bien  on  pourra,  si  on  l'aime  mieux,  employer  les  équations 
de  condition  du  n°  25  pour  déterminer  les  quantités  A,,  A2>...  en  A; 
et,  comme  les  mêmes  équations  doivent  avoir  lieu  entre  les  quantités  B, 
B,.  B2 ,  ainsi  qu'entre  les  quantités  C,  C,,  C2, ...,...,  en  changeant 
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seulement  a  en  b  ou  en  c,...,  on  aura  également  les  valeurs  de  B,,  B2,... 
en  B,  de  C(,  C2,...  en  C,  et  ainsi  des  autres. 

29.  S'il  n'y  a  que  deux  orbites  mobiles,  les  équations  de  condition 

du  n°  25  seront 

[a  -t-  (o,  i)]  A  —  (o,  i)  A,  =  o, 

(  i ,  o  )  A  —  [a  -+-  (  i ,  o)  ]  A ,  ==  o  ; 
d'où  l'on  tire  cette  équation  en  a  ou  en  x  (en  changeant  a  en  x) 

[x  -f-  (o,  i)]  Ç&  ■+-  (i,  o)]  —  (o,  i)  (i,  o)  =  0, 

laquelle  est  évidemment  du  second  degré. 

Si  les  orbites  mobiles  sont  au  nombre  de  trois,  on  aura  ces  trois  équa- 
tions de  condition 

[«  +  (o,  i)  +  (o,  2)]  A  —  (o,  i)  A,  —  (o,  2}  A2  =  o, 
I .  i,  o)  A  —  [a  -t-  (i,  o)  +  (i,  2)]  A,  -+-  (i,-  2)  A,  ==  o, 
(a,  o)  A  -+-  (2,  r)  A,  —  [a  -t-  (2,  o)  -H  (2,  1)]  A 2  ==  o; 

d'où  l'on  tirera  par  les  formules  connues  cette  équation  finale  en  a  ou 
en  x 

[x'-t-(0,l)  -h[o,  2)]  [>-t-(l,  0)-t-(l,  2)]  [X+  (2,0)  -t-(2,l)] 

-[x-h(o,i)-h(o,  a)](i,a)(a,  1)  — [jm-(i,  o)-t-(i,  a)](o,  a)  (2,0) 

—  \x  -t-  (2,  o)  -+-  (2,  1  )]  (o.  1)  (1 ,  o)  —  (o,  1)  (1,  2)  (2,  o)  —  (  1 ,  o)  (2,  i  )  (o,  a)  =  o, 

laquelle  est,  comme  l'on  voit,  du  troisième  degré. 

S'il  y  avait  quatre  orbites  mobiles,  on  aurait  alors  ces  quatre  équa- 
tions de  condition 

[a-h  (o,  1)  4-  (o,  2)  -+-  (o,  3)]  A  —  (b,  1)  A,  —  (o,  2)  A2  —  (o,  3)  A,  =  o, 
(i,  o)  A  —  [a  -+-  (1,  o)  -mi,  2i-f-(i,  3)]  A,  -+-  (1,  2)  A,  -t-(i,  3)A3  =  o, 
(2,0)  A  +  (2,1-)  A,,  — [a  H- (2,0) -t- (2,  1)  +  (2,  3)]  A, -h .(.2,  3)A.,  =  0j 
(3,o)  A -4-  (3,  i)A,  -+-(3,  2)  A2  —  [«  +  (3,-o)  +  (3,  1)  -t-  (  3,  2)]  A3=  o, 
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lesquelles  donneraient  sur-le-champ  celle-ci  en  a  ou  en  x, 

[ar4-(o,  i)-h(o,  2)-4-(o,  3)][a?4-(i,  o)-f-(i,  2)  4-(i,  3)] 
X  [>4-(2,  0)4- (2,  i)-t-(2,3)][a?  +  (3,  0)4- (3,  i)-f-{3,  2)] 

-[î+(0,l)  +  (o,2)  +  (0J3)-][«  +  (l,o)  +  (l,2)+(l!l3)](2,3)(3,2) 

—  [>4-(o,  i)-t-(o,  2)-h(o,  3)] [a?  4- (2,  0)4- (2,  i)-t-(2,  3)](i,3)(3,  1) 

—  [*  +  (o,  i)-l-(o,2)  +  (b,  3)][a?-f-(3,  o)+(3,  i)-t-(3,  2)](i,2)(2,  1) 

—  [a;  4-  (  1,  o)  4-  (  1,  2)  -I-  (  r,  3)]|>  4-  (2,  o)  -4-  (2,  t  )  -+-  (2,  3)]  (  o,  3)  (3,  o) 

—  [x-h{i,  o)4-(  1,  2)  -1-  (  1,  3/]  [a?  4-  (3,  o)-i-  (3,  1)  +  (3,  2)](o,  2) (2,  o) 

—  [x -h  (2,0)  +  (2,  i)  +  (a,  3')][a?  +  (3,  o)  +  (3,  1  )  -t-  (3,  2)](o,  i)(  1,  o) 
-|>4-(o,  1)  4-  (0,2)  -4-  (o,3)]  [(1,2)  (2,  3)  (3,  l)  +  (2,  l)(3,2)(l,3j] 

—  [x-h(  I,  o)  4-(  I,  2)4-  (1,  3)][(o,  2)  (2,  3)  (3,  0)  +  (2,  0)(3,  2)(0,  3)] 

—  [«-+-(2, o)4- (2,  O-l- (2,  3)][(o,  i)(i,3)(3,o)-t-(i,o)(3,  0(o,  3)] 

—  [x  4-  (3,  o)  4-  (  3,  1 )  4-  ( 3,  2 )]  [(  o,  1  )  (' 1 ,  2 1(2,  o)  4-  (  i ,  o) ( 2,  0  ( o,  2  )] 

—  (o,  1)  (1,  2)  (2,  3)  (3,  o)  —  (o,  2)  (2,  3)  (3,  1)  (1,  o)  —  (o,  3)  (3,  1)  (1,  2)  (2,  o) 

—  (1,  o)  (2,  1)  (3,  2)  (o,  3)  —  (2,  o)  (3,  2)  (1,  3)  (o,  1)  —  (3,  o)  (1,  3)  (2,  1)  (o,  2) 

4-  (o,  1)  (1,  o)  (2,  3)  (3,  2)  4-  (o,  2)  (2,  o)  (1,  3)  (3,  1)  4-  (o,  3)  (3,  o)  (1,2)  (2,  1)  =  o, 

équation  qui  étant  ordonnée  par  rapport  à  l'inconnue  x  montera  au  qua- 
trième degré;  et  ainsi  de  suite. 

30.  Si  l'on  développe  les  équations  précédentes,  on  verra  que  leur 
dernier  terme  disparait  toujours  par  la  destruction  mutuelle  des  quan- 
tités qui  le  composent;  d'où  il  suit  que  chaque  équation  sera  divisible 
par  x,  et  aura  par  conséquent  x  =  o  pour  une  de  ses  racines.  C'est  de 
quoi  on  peut  aussi  se  convaincre,  à  priori,  par  la  forme  même  des  équa- 
tions de  condition  du  n°  25,  car  il  est  clair  qu'on  peut  satisfaire  à  ces 
équations  en  faisant 

a  =  o     et     A  =  A 1  =  À2,  ...  ; 

de  sorte  que  a  =  o  sera  nécessairement  une  des  racines  de  l'équation 
en  a.  On  voit  aussi  par  la  que  les  valeurs  de  A,  A,,  A2,...,  qui  répondent 
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à  cette  racine  a  =  o,  sont  toutes  égales  entre  elles.  Par  conséquent  les 
expressions  de  s,  s„  s2,...,  u,  u,,  u2,...  deviendront 

s  =  Asina  +  B  sin(bt  -+- (3)  -+-  C  sin (et  -h  y)  -h . 
5,  =  A  sina-f-  B,  sin(ô/ -t- (3)  +  C,  sin(ct-hy)  -+-. 
s2=  Asina  -t-  B,  s'm(bt  -+-  (3)  4-  C2  sin(ct  4-y)  +. 


u  =Acoso:  +  B  cos(bt  -+-  (3)  -+-  C  cos(c£  +  /)+..'■. 
H,  =  Acosa  +  B,  cos(^  +  (3)  -f-  C,  cos(c/  -+-  y)  +.  .. 
n,=  Acos<x-h~B2cos(bl  +p)+  C2cos(c/ -h  y)  h-,  . . 


dans  lesquelles  6,  c,...  seront  les  racines  des  équations  ci-dessus  en  x, 
après  qu'elles  auront  été  rabaissées  par  la  division  par  x. 

Ainsi,  dans  le  cas  de  deux  orbites  mobiles,  la  quantité  b  sera  donnée 
par  l'équation  du  premier  degré 

x  ■+■  (o,  i)  +  (i,  o)  =  o. 

Dans  le  cas  de  trois  orbites  mobiles,  les  quantités  b  et  c  seront  données 
par  l'équation  du  second  degré 

x?  +  [(o,  i)  -+-  (o,  2)  +  (i,o)h-  (i,  2)  -+-  (a,  o)  +(2,  i)~]x 

-t-  (O,   l)(l,  2)  -1-   (O,  2)(l,0)  H-  (O,  2)  (i,  2)-+-  (O,   l)(2,  O) 

+  (O,  l)(2,   l)  +  (o,  2)  (2,    l)  +  (l,0)(2,  O)  +  (l,0)(2,   i)  +  (l,  2)  (2,  o)  =  O, 

et  ainsi  de  suite. 

31.  Avant  de  terminer  cet  Article,  nous  devons  encore  remarquer 
que,  quoique  nous  ayons  supposé  que  toutes  les  racines  a,  b,  c,...  de 
l'équation  en  x  soient  réelles  et  inégales,  il  peut  néanmoins  arriver  qu'il 
y  en  ait  d'égales  ou  d'imaginaires;  mais  il  est  facile  de  résoudre  ces  cas 
par  les  méthodes  connues  :  nous  observerons  seulement  que,  dans  le  cas 
des  racines  égales,  les  valeurs  de  s,  s,,  s2,...,  u,  u,,  u*,...  contiendront 
des  arcs  de  cercle,  et  que  dans  celui  des  racines  imaginaires  ces  valeurs 
contiendront  des  exponentielles  ordinaires;  de  sorte  que,  dans  l'un  et 
l'autre  cas,  les  quantités  dont  il  s'agit  croîtront  à  mesure  que  /  croît;  par 
VI.  Si 
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conséquent  la  solution  précédente  cessera  d'être  exacte  au  bout  d'un 
certain  temps  (23);  mais  heureusement  ces  cas  ne  paraissent  pas  avoir 
lieu  dans  le  Système  du  monde  (*). 

Article  V.  —  Remarques  sur  les  mouvements  des  nœuds  et  les 
variations  des  inclinaisons  qui  résultent  des  formules  trouvées 
dans  V  Article  précédent. 

32.  Puisque 

tanew=—     et     6  =  Js2  +  u2, 
u  v 

par  le  n°  8  on  aura,  en  substituant  les  valeurs  de  s  et  de  u  (30), 

Asiiia-t-B  sin  (£;-+-  (3)  -t- C  sin  (  c; -t- 7  )  -1-. . . 

tîinS  M  =   -7 =r -j—, jT-. j= -. r ) 

Acosùt-t-Bcos(W-+-  p)  -t- C  cos  (  rf -+- 7  )  +  . . . 
0  =  y/A2+B2-HG2H-...-)-2ABcos(6f+|3— a)+2A.Ccos(rt-i-7— a)  +  ...-)-aBCcos[(6— c)/-+-p— 7]+. 

par  la  première  de  ces  équations,  on  connaîtra  donc  la  longitude  «  du 
nœud  de  l'orbite  de  la  planète  T,  rapportée  à  l'écliptique  ou  au  plan  fixe 
qui  en  tient  lieu,  et  par  la  seconde  on  aura  la  tangente  6  de  l'inclinaison 
de  la  même  orbite. 

On  aura  des  formules  semblables  pour  le  lieu  du  nœud  et  la  tangente 
de  l'inclinaison  de  l'orbite  de  chacune  des  autres  planètes  T,,  T2,...;  il 
n'y  aura  qu'à  marquer  les  lettres  A,  B,  C, ...  de  l'indice  1,  ou  2,  ou.... 

33.  Si  l'on  voulait  déterminer  directement  la  longitude  w  du  nœud, 
il  n'y  aurait  qu'à  substituer  la  valeur  de  tangu  dans  l'équation 

.  Jiangco 

1  -+-  lang-w 

ce  qui  donnerait,  après  les  réductions,  cette  équation  différentielle 

rfoi  _  bW-h  rC-h ...-{-  b  AB  cos  (bl-t-  fi  —  c/.)-heACcos{el-hf—  g)-)-...-t-(l>+c)BCcos[(fr— c)t+$— 7~|  - 
dt  ~  (A.'-i-B'-i-C2-i-...)-i-2ABcos(6<-(-p— a)-f-2ACcos(rt+7  — a) -t-...+2BCcos[(6  — c)/+p — 7]  - 

(*)  Il  convient  de  rappeler  ici  que  les  résultats  qui  précèdent  ont  été  reproduits  avec  des 
développements  étendus  dans  la  Théorie  des  variations  séculaires  des  éléments  des  planètes 
insérée  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  année  1761.  Voir  le  tome  V  des 
Œuvres  de  Lagrangc,  p.  125.  [Note  de  l'Éditeur.) 
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d'où  l'on  pourra  tirer  par  l'intégration  la  valeur  de  l'angle  w.  Si  l'on 
suppose 

6B2+cC2+...+6ABcos(fo+f  —  a)+cACcos(c/-+-7—z)-i-...-^(6-t-c)BCcos[((!'-c)<-f-fi —7] -+-...= 

on  a  l'équation  qui  donne  les  maxima  et  mininia  de  l'angle  w;  si  donc 
cette  équation  est  possible,  l'angle  œ  sera  renfermé  dans  des  limites  don- 
nées, et  le  nœud  n'aura  par  conséquent  qu'un  mouvement  de  libration; 
mais,  si  l'équation  dont  il  s'agit  est  impossible,  il  n'y  aura  alors  ni  maxi- 
mum ni  minimum;  l'angle  w  croîtra  donc  continuellement,  et  le  nœud 
aura  nécessairement  un  mouvement  continu  et  progressif. 

34.  Pour  mettre  ce  que  nous  venons  de  dire  dans  un  plus  grand  jour, 
considérons  le  cas  où  il  n'y  a  que  deux  orbites  mobiles;  on  aura  dans 

ce  cas 

A  sina  -+-  B  sintbt  -+-  fi) 

tango  =  -7 =: tj- -^ri 

Acosa  -+-  Bcos{bt  ■+-  (3) 

et  de  là 

du  _     6B[B-f-Acos(6ii+fi  —  «)] 
dt  ~  A2-t-B2+2ABcos(^  +  (3  —  «)' 

l'équation  du  maximum  ou  minimum  sera  donc 

B  4-  Acos(6*  -+-  fi  —  a)  =  o, 
laquelle  donne 

cos(i*  +  (3  —  «)=  —  -r- 

Cette  équation  n'est  possible,  comme  l'on  voit,  que  lorsque  B  =  ou 
<  A,  abstraction  faite  des  signes  :  dans  ce  cas  donc  le  nœud  de  l'orbite 
de  la  planète  T  n'aura  qu'un  mouvement  de  libration;  mais  si  B>A, 
alors  l'équation  deviendra  impossible,  et  le  nœud  aura  par  conséquent 
un  mouvement  progressif  sur  l'écliptique. 

35.  Pour  déterminer  ces  mouvements  du  nœud,  nous  allons  chercher 
la  valeur  de  l'angle  w  par  l'intégration  de  l'équation  ci-dessus.  Faisant, 

pour  abréger, 

bt  +  (3  —  a.  =  9, 
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on  aura  donc  à  intégrer  l'équation 

B2-+-  ABcoscp  .    _  da       i  (B2  — A*)t/<p 

dw  ~  A'-f-BH-2ABcos<p     ?  ~  T  +  2  AJ+  B1  -+-  aABcosip  ' 

or  j'observe  que,  si  l'on  prend  un  angle  i]>  tel  que  l'on  ait 

B  — A  m 

tang^=B+ÂlanS2' 

on  trouve,  par  la  différentiation, 

rf.  =  1  (B'-A')</q>       , 

^       2  A2  H-  B2  H-  2  AB  coscp  ' 


d'où  il  s'ensuit  qu'on  aura 


et,  en  intégrant, 


da  =  —  H-  (/<];, 


9        1 

eu  =  -  -t-  y  "+"  mi 


m  étant  une  constante  qui  sera  égale  à  la  valeur  de  w  lorsque  <p  =  o,  parce 
que  tp  est  aussi  égal  à  zéro  dans  ce  cas;  or,  en  faisant  y  =  o,  on  a 

bt  +  (3  =  a, 

et,  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  ci-dessus  de  tangœ,  il  vient 

sina 

langw= =  langa: 

cosa 

donc  a  —  a;  par  conséquent  ?n  =  a;  de  sorte  qu'on  aura,  en  général, 

m  —  -  +  ù  +  «. 
2       T 

Maintenant  il  est  clair  que,  si  B>  A  (abstraction  faite  des  signes),  la 

T>  A 

quantité  = — -  sera  toujours  positive,  quels  que  soient  les  signes  de  B 

et  A;  de  plus,  si  A  et  B  sont  de  même  signe,  cette  quantité  sera  toujours 
<  1  ;  au  contraire  elle  sera  >i,  si  A  et  B  sont  de  signes  différents. 
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Dans  le  premier  cas,  on  pourra  donc  supposer 

B-A 

— =  COS/(, 

B  -t-  A 
et  l'on  aura  l'équation 

tangy  =  cos/j  tang  -, 

laquelle  fait  voir  que  l'arc  di  est  la  base  d'un  triangle  sphérique  rectangle, 
dont  -  est  l'hypoténuse  et  h  l'angle  compris.  On  pourra  donc  regarder 

l'arc  -  comme  l'argument  de  latitude,  l'arc  ty  comme  la  distance  au  nœud, 

en  prenant  /Tpour  l'inclinaison  de  l'orbite,  et  alors  la  différence  -  —  ty 

sera  ce  qu'on  appelle  la  réduction  à  l'écliplique,  dont  la  valeur  est  alter- 
nativement positive  et  négative.  Désignant  donc  cette  réduction  par  p, 
on  aura 


donc 


et  par  conséquent 


Y  I 

a  -<J/=p; 

i        9 

T  2  ' 

%. —  p  =  6f  -;-  (3  —  p; 


d'où  l'on  voit  que  la  valeur  moyenne  de  w,  c'est-à-dire,  le  lieu  moyen 

du  nœud,  sera  6*4-/3. 

Dans  le  second  cas,  c'est-à-dire,  lorsque  A  et  B  sont  de  signes  différents, 

on  pourra  faire 

B  —  A  _      i 

B  -t-  A  ~~  cos  h  ' 

et  l'on  aura  l'équation 

tang-  =  cos«  tangq;. 

Dans  ce  cas  <f  sera  l'argument  de  latitude,  -  la  distance  au  nœud,  et, 
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nommant  la  réduction  a,  on  aura 

iL  —  -  —  (y; 

T  2 

donc 

Y  =  — •"  ff> 

et  par  conséquent 

63  =  cp  +  a.  -h  a  =  bt  +  (3  +  c-  ; 

de  sorte  que  le  lieu  moyen  du  nœud  sera  aussi  bt  -+- 13. 
Mais,  si  B  <  A  (abstraction  faite  des  signes),  la  quantité  g-jr^  sera 

toujours  négative,  par  conséquent  la  quantité  v—g  sera  toujours  po- 
sitive; ainsi  il  n'y  aura  qu'à  prendre  l'angle  <b  négativement,  et  l'on 
aura  l'équation 

tang+  =  ÏTÏtang-, 
dans  laquelle  A  >B,  et  qui  donnera  comme  ci-devant 

Y  = P> 

si  A  et  B  sont  de  même  signe,  ou 

<|j  =  ?  +  <7, 

si  A  et  B  sont  de  signes  différents;  mais,  en  faisant  ^  négatif,  la  valeur 
de  6>  deviendra 

m  = tu  +  «  ; 

2        ' 

donc,  substituant  la  valeur  de  t|>,-  on  aura,  dans  le  premier  cas, 

w  =  ce  -+-  p, 
et  dans  le  second 

w  =  a  —  t; 

d'où  l'on  voit  que  le  lieu  moyen  du  nœud  sera  a,  et  par  conséquent  fixe. 
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Enfin,  si  B  =  A,  on  aura  tang^  =  o;  donc  $  =  o  et 

9                bt  +  S  -I-  a 
a=-  +  et= ; 

2  3 

et,  si  B  =  —  A,  on  aura  tang^  =  co  ;  donc  ^  =  900,  et 

„  bt  +  &-'r-<X 

m  =  qo°  -I ~ 

2 

S6.  On  peut  encore  trouver  la  valeur  de  l'angle  w  par  le  moyen  de  sa 
tangente,  sans  employer  aucune  différentiation  ni  intégration.  En  effet 
on  a,  comme  l'on  sait, 

2  w  y/—  1  =  loge'V-  '  —  loge-'V-'  =  log  (cosco  +  sin  w  <J—  1  )  —  log  (cos  <w  —  sin&>  y/—  1  ] 


,      cosw  +  sincV— 1       ,      1  4-tangwyA-i 

=  1og—  v —  =Iog v — ; 

cosw  —  sinwy/— [  1— langtuy/ — 1 

qu'on  substitue  donc  dans  cette  formule  la  valeur  de  tangw,  en  faisant, 

pour  abréger, 

bt  -f-  (3  =  Ç, 


1 ,      A(coso:  +  sin«y/^7)  +  Bfcosg-j-  singy/— 1) 

2  y/— 1        A  (cos  a  —  sin  a  y/—  1)  +  B(cos£  —  sinÇ  y/—  1) 

1       ,         Ae^-'  +  BcW-1 
los 


2\J—i         Ae-V-'  +  Be-^-1 
Supposons  d'abord  B  >  A;  on  mettra  la  valeur  de  m  sous  cette  forme 

e^ri+^et»-')^! 
w=— ^=log = j—      — J= 

2y/—i         «-îfi    i+J.rMJfJ 

Iog[.+  i«(^)/^]  -log[i+  Ae-(«-C)s/-J 

2  y/—  1 
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réduisant  ces  deux  logarithmes  en  série,  on  aura 

AêM)(/~-e-('-ï)^         A2    *'(«-') \/-  —e-^-^W-i 

0)  =  Ç  +   -n    F= i?;    r=~ h  ■ 

B  2^-1  2«-  3v/_! 

ou  bien 

Asin(a—  Ç)       A2sin2(a  —  Ç)       A3sin3(a  —  Ç) 


W  =  Ç 


iB2  3B3 


Comme  -^  est  supposée  une  quantité  moindre  que  l'unité,  il  est  clair 

que  la  série  précédente  sera  toujours  convergente,  et  par  conséquent 
d'autant  plus  exacte  qu'on  la  poussera  à  un  plus  grand  nombre  de 
termes;  d'où  il  est  aisé  de  conclure  que  la  valeur  moyenne  de  w  sera  Ç 
ou  bien  bt+  (3,  comme  on  l'a  trouvé  ci-dessus.  Mais,  si  B<  A,  alors  il 
n'y  aura  qu'à  changer,  dans  l'expression  précédente  de  co,  A  en  B,  a  en  Ç, 
etvice  versa,  ce  qui  ne  change  rien  à  la  valeur  de  lange»,  et  l'on  aura 
par  ce  moyen 

Bsin(Ç  —  a)       B2sin2(Ç-a)       B»sin3(Ç-«) 
w  =  a+____  2A,  -3ÂT-  -+••■• 

Cette  série  sera  aussi  convergente  à  cause  de  —  <i;  par  conséquent 

on  aura  dans  ce  cas  a  pour  la  valeur  moyenne  de  m,  ainsi  qu'on  l'a  déjà 
vu  plus  haut. 

37.  On  peut  aussi  appliquer  la  méthode  précédente  à  la  formule  gé- 
nérale du  n°  32,  et  l'on  trouvera,  en  faisant  ht  +  (3  — -  Ç,  et -h  y  =  £,..., 

loff(Aea^-t-Be^3I-+-Ce^~ -î-...)       log(At--B  <~  +  Bc-'^~-  Ce~^~-...) 
w  = — — ; 

1  \j  —  I  2  \J  —  I 

on  réduira  ces  logarithmes  en  séries,  en  commençant  par  le  terme 
dont  le  coefficient  sera  le  plus  grand,  pour  avoir  des  suites  convergentes, 
et  il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  les  sinus  à  la  place  de  leurs  valeurs 
exponentielles  imaginaires;  mais  il  faut  remarquer  qu'on  n'aura  de 
cette  manière  une  série  véritablement  convergente  dans  tous  les  cas,  à 
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moins  que  le  plus  grand  coefficient  ne  surpasse  la  somme  de  tous  les 
autres  pris  positivement. 

Supposons,  par  exemple,  que  A  soit  plus  grand  que  la  somme  de  B, 
C,...;  alors  on  réduira  le  logarithme  de 

AW^  +  Be^  +  Cfi5^-*-.  .  . 
dans  la  série 

l0gA-l-av/-l  H 7 — ry 


donc,  changeant  le  signe  de  y/—  i  et  prenant  la  différence  des  deux 
séries,  on  aura,  après  l'avoir  divisée  par  2  y/—  1 ,  et  y  avoir  substitué 
les  sinus  à  la  place  des  exponentielles,  on  aura,  dis-je, 

B2sin2(Ç— a)  -t-2BC  sin(Ç-i-?— aa)-i-C2sina(?— a) -(-... 


Cette  série  sera,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  toujours  convergente, 
et  approchera  d'autant  plus  de  la  vraie  valeur  de  w  qu'on  y  prendra  plus 
de  termes;  d'où  il  s'ensuit  que  a  sera  la  valeur  moyenne  de  w.  En  géné- 
ral, on  peut  conclure  de  là  que,  lorsque  l'un  des  coefficients  A,  B,  C,... 
surpasse  la  somme  des  autres,  la  valeur  moyenne  de  l'angle  w  sera 
égale  à  l'angle  même,  dont  le  sinus  et  le  cosinus  seront  multipliés  par- 
ce coefficient  clans  la  valeur  de  tango. 

38.  Pour  ce  qui  regarde  la  tangente  0  de  l'inclinaison  de  l'orbite,  il 
est  clair  qu'elle  sera  toujours  nécessairement  renfermée  dans  de  cer- 
taines limites,  à  moins  que  les  racines  b,  c, . , .  ne  deviennent  égales  ou 
imaginaires  (31,  32). 

S'il  n'y  a  que  deux  orbites  mobiles,  on  aura 


e=z  v/A24-B2-i-2ABcos(/'M-  (3  —  a); 

et  il  est  visible  que  les  deux  limites  de  Q  seront  A  -t-  B  et  A  —  B. 

En  général,  il  est  facile  de  voir  que  la  valeur  de  Q  sera  toujours  néces- 
VI.  -  85 
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sairement  renfermée  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  de 

la  quantité 

±A±B±C±..., 

en  prenant  les  signes  à  volonté;  mais,  si  l'on  voulait  déterminer  exac- 
tement les  maxima  et  les  minima  de  0 ,  il  faudrait  résoudre  l'équation 

b AB  sin {bt-i-$—  a)  -+- c AC sin (ct-t-y  —  a.) -t- . . .  +  (b  —  c)  BC s\n[(b  —  c )  t  +  (3  —  7]  -+- . . .  =  o, 

ce  qui  ne  sera  pas  facile  lorsqu'il  y  aura  plus  d'un  terme. 

39.  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  ne  regarde  que  la  position  de 
l'orbite  de  la  planète  T  rapportée  à  l'écliptique;  mais  on  peut  l'appli- 
quer immédiatement  aux  orbites  des  autres  planètes  T,,  T2,...,  en  sub- 
stituant seulement  à  la  place  des  quantités  A,  B,  C,...  les  quantités  A,, 
B,,  C,,...,  A2,  B2,  Co,....  Enfin  il  est  facile  d'appliquer  la  même  Théorie 
à  la  position  relative  des  orbites,  d'après  ce  qu'on  a  démontré  dans 
l'Article  III  (21). 

En  effet,  pour  déterminer,  par  exemple,  la  position  de  l'orbite  de  la 
planète  T  à  l'égard  de  celle  de  la  planète  T,,  on  aura,  en  conservant  les 
dénominations  du  numéro  cité,  les  deux  équations 

7]  sin q/  =  9  sin  m  —  0,  sinu,  —  s  —  s,, 

■/]  cosij/  =  ôcosw  —  0,  cosw,  —  u  —  u,  ; 
donc (30) 

7isiniJ/=:(B  —  B,)sin(6«-i-(3)-h(C  —  C,)  sin(cZ-t-y)  +.    ., 
7]C0s|  =  (B  —  B,)cos(6*h-  (3)  h-  (C  —  C,)cos(ci  +  y)  +. . ., 

où  <|>  est  la  longitude  du  nœud,  c'est-à-dire,  de  la  ligne  d'intersection  des 
deux  orbites,  et  vj  la  tangente  de  leur  inclinaison  mutuelle. 

Comme  ces  expressions  de  yj  sinip,  •/jcostf  sont  entièrement  semblables 
à  celles  de  Ssinw  =s,  9  cosw  =  u,  avec  cette  seule  différence  que  les 
termes  multipliés  par  A  ne  s'y  trouvent  point,  et  que  dans  les  autres  il 
y  a  B  —  B,,  C  —  C,,...  à  la  place  de  B,  C,...,  il  est  facile  de  conclure,  en 
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général,  que,  pour  appliquer  les  déterminations  du  lieu  du  nœud  et  de 
l'inclinaison  de  l'orbite  d'une  planète  quelconque  T,  rapportée  à  l'.éclip- 
tique,  à  celles  du  lieu  du  nœud  et  de  l'inclinaison  de  la  même  orbite 
par  rapport  à  l'orbite  d'une  autre  planète  quelconque  T( ,  il  n'y  aura  qu'à 
faire  A=  o,  et  changer  B,  C,...  en  B  —  B,,  C  —  C,,...;  ainsi  nous  n'en- 
trerons dans  aucun  nouveau  détail  sur  ce  sujet. 

4-0.  Voici,  au  reste,  une  manière  fort  simple  de  trouver  la  position  de 
chaque  orbite  au  bout  d'un  temps  quelconque,  et  d'en  représenter  les 
divers  mouvements.  Ayant  tracé  sur  la  surface  de  la  sphère  un  grand 
cercle  qu'on  prendra  pour  l'écliptique,  on  décrira  un  autre  grand  cercle 
qui  coupe  celui-là  en  sorte  que  la  longitude  du  nœud  soit  a.,  et  la  tan- 
gente de  l'inclinaison  A;  on  décrira  ensuite  un  troisième  grand  cercle 
qui  coupe  le  second  en  sorte  que  la  longitude  de  son  nœud  sur  ce  même 
cercle  soit  ht  + 13,  et  la  tangente  de  l'inclinaison  B;  on  décrira  de  même 
un  quatrième  grand  cercle  qui  coupe  le  troisième  de  manière  que  la 
longitude  du  nœud  soit  et -h  y,  et  la  tangente  de  l'inclinaison  C,  et  ainsi 
de  suite;  le  nombre  des  cercles  inclinés  au  premier  devant  être  égal  à 
celui  des  orbites  mobiles,  le  dernier  de  tous  ces  cercles  déterminera  la 
position  de  l'orbite  de  la  planète  T,  et  son  intersection  avec  le  cercle  de 
l'écliptique  donnera  le  lieu  du  nœud  et  l'inclinaison  cherchée  de  cette 
orbite. 

On  fera  la  même  chose  pour  l'orbite  de  chacune  des  autres  planètes 
Tj,  T2,...,  en  conservant  les  mêmes  longitudes  des  nœuds,  mais  en  pre- 
nant, pour  les  tangentes  des  inclinaisons,  les  quantités  A,,  B,,  C^  . , . , 
A2,  B2,  C2 

De  cette  manière,  on  voit  que  le  mouvement  du  nœud  et  la  variation  de 
l'inclinaison  de  chaque  planète  peuvent  être  regardés  comme  le  résultat 
des  seuls  mouvements  des  nœuds  des  différentes  orbites  dont  chacune 
serait  mue  uniformément  sur  la  précédente  en  gardant  toujours  la  même 
inclinaison;  et  ces  mouvements  particuliers  des  nœuds  seront  les  mêmes 
pour  les  orbites  de  toutes  les  planètes,  mais  les  inclinaisons  devront 
être  différentes  pour  chaque  planète. 

85. 
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La  démonstration  de  cette  construction  est  très-facile  à  déduire  des 
expressions  (30)  des  quantités 

s  =  9  sin  m     et     u  =  6  cos  a> 

par  le  moyen  des  Théorèmes  du  n°  21 .  Ainsi  nous  ne  croyons  pas  devoir 
nous  arrêter  davantage  sur  cette  matière. 

Article  VI.  —   Des  équations  séculaires  des  nœuds  et  des 
inclinaisons  des  orbites  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

41.  Pour  appliquer  la  Théorie  précédente  aux  orbites  des  planètes 
principales,  il  n'y  aura  qu'à  employer  les  données  du  n°  19.  Nous  sup- 
poserons donc  que  les  planètes  T,  T,,  T2,  T3,  T.,,  T5,...  soient  Jupiter, 
Saturne,  la  Terre,  Vénus,  Mars  et  Mercure,  moyennant  quoi  les  lettres 
sans  indice  se  rapporteront  a  l'orbite  de  Jupiter,  celles  avec  l'indice  i 
à  l'orbite  de  Saturne,  celles  avec  l'indice  2  à  l'orbite  de  la  Terre,  et 
ainsi  de  suite.  Ainsi  w  sera  la  longitude  du  nœud  de  Jupiter,  6  la  tan- 
gente de  l'inclinaison  de  son  orbite,  w,  la  longitude  du  nœud  de  Saturne, 
5,  la  tangente  de  l'inclinaison  de  son  orbite,  et  ainsi  des  autres. 

42.  Cela  posé,  je  remarque  que,  parmi  les  quantités  (o,  1),  (o,  2),... 
de  la  Table  du  n°  19,  ces  deux-ci  (o,  1)  et  (1,  o)  ont  des  valeurs  consi- 
dérablement plus  grandes  que  les  suivantes,  où  il  y  a  aussi  les  chiffres  o 
ou  1  avant  la  virgule;  d'où  il  s'ensuit  qu'on  pourra  négliger  toutes  celles- 
ci,  et  les  regarder  comme  nulles  vis-à-vis  de  celles-là. 

De  cette  manière  les  quatre  premières  équations  différentielles  du 
n°  16  deviendront  simplement 

ds       ,       .  ,  .  du 

-^  4-  (o,  i)(k  —  u,)  =  o,       —  -(o,  i)(.s  —s,)=o, 

ds,       ,       .  ,  .  du,       ,       . 

-^  4-  (1,0)  (m,-  u)  =0,       __(i,o)(*,—  s)  =  o, 

lesquelles,  ne  renfermant  que  les  quatre  variables  s,  u,  s,,  uK,  pourront 
être  traitées  à  part  et  indépendamment  de  toutes  les  autres. 
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C'est  le  cas  où  il  n'y  aurait  que  deux  orbites  mobiles,  et  ces  orbites 
seront,  comme  l'on  voit,  celles  de  Jupiter  et  de  Saturne,  dont  les  masses 
sont  en  effet  trop  grandes  par  rapport  à  celles  des  autres  planètes,  pour 
que  celles-ci  puissent  produire  des  dérangements  sensibles  dans  la  posi- 
tion des  orbites  de  celles-là. 
On  aura  donc (30) 

s  —A  sinec  +  B  sin  (bt  -s-  (3), 
u  ---  A  cosa  -+  B  cos(bt  ■+■  (3), 
s,  --  ATsTn  a  +  B,  sin  (  bl  -i-  (3 ), 
ir,  =  Acos«+  B,  cos  (bt  +  (3), 

et  la  quantité  è  sera  la  racine  de  l'équation 

x  -i-  (o,  i)  -!-  (i,  o)  =  o, 

en  sorte  qu'on  aura  (19) 

6=  —  (o,  i)  —  (i,o)  =  —  25", 337. 

On  pourrait  maintenant  employer  la  méthode  générale  du  n°  26  pour 
déterminer  les  constantes  A,  B,  B,,  a,  |3;  mais  il  paraît  encore  plus 
commode,  dans  le  cas  présent,  de  faire  usage  de  la  méthode  ordinaire 
d'élimination. 

On  commencera  donc  par  déterminer  la  valeur  de  Bf  en  B  à  l'aide  de 
l'équation  de  condition  (27  et  28) 

[b  -i-  (o,  i)]B  —  (o,  1)  B,  =o, 

laquelle,  à  cause  de 

b=-(0,   !)-(.,    O), 

donnera 

B1  =  _^B  =  -i^B--2,3497B. 

(o,  1)  7  ,564 


Après  cela  on  n'aura  plus  que  quatre  constantes  à  déterminer,  ce  qui 
demande  qu'on  connaisse  les  lieux  des  nœuds  et  les  inclinaisons  de  Ju- 
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piter  et  de  Saturne,  pour  une  époque  quelconque  donnée,  pour  laquelle 

nous  prendrons  le  commencement  de  l'année  1760. 

Or  on  a,  suivant  les  dernières  Tables  de  M.  de  Lalande, 

s      0      ,      „ 
Longitude  du  nœud  de  Jupiter  pour  1760 3.  8.26.  o, 

Longitude  du  nœud  de  Saturne 3. 21 .36. 17, 

Inclinaison  de  l'orbite  de  Jupiter 1 .  19. 10, 

Inclinaison  de  l'orbite  de  Saturne 2.30.20. 

Donc 

o)  =  g8°26'o",  m,  =  iii°36'i7", 

6  =  tangi°i9' 10",     0,  =  lang2°3o'2o"; 

d'où  l'on  tire 

s  =  0  sinw  =  0,022783,     u  =  9  cosa>  =  —  0,003378, 

s,  =  0,  sinco,  =  0,040684,     u,  =  0,  cosw,  =  —  o, 016112. 

Ce  sont  là  les  valeurs  qui  répondent  à  l'époque  de  1 760  ;  par  conséquent, 
si  l'on  suppose  que  t  désigne  le  nombre  des  années  écoulées  depuis 
cette  époque,  ou  bien  de  celles  qui  la  précèdent  en  prenant  t  négatif,  il 
faudra  que  l'on  ait,  lorsque  t  =  o,  ces  quatre  équations 

A  sin  a  +  li  sin  (3  =  0,022783, 

A  cosa  -+-  B  cos[3  =  —  0,003378, 

A  sin  a.  —  2,3497  B  sin  (3  =  0,040684, 

A  cosa  —  2,34g7Bcos(3  =  —  0,016112; 
d'où  l'on  lire 

A  sina  =  0,028127,  B  sin(3  =  —  o,oo5344T> 

A  cosa  =  —  0,0071800,     B  cos(3  =  o,oo38oi5; 

donc,  à  cause  de  B,  =  —  2,3497 B, 

B,  sin  (3  =  0,012557,     B,  cos[3  =  —  0,0089324; 

et  de  là 

A  =  0,02902g,     B  =  o,oo6558,     B,  —  —  0,01 54 10, 

a.  =  1800  —  75°4o'46",     (3  =  36o°—  54°  34' 25". 
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De  sorte  qu'il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans  les  expres- 
sions ci-dessus  de  s,  u,  s,,  ut  ;  car,  connaissant  les  valeurs  de  ces  quan- 
tités pour  un  temps  quelconque,  on  trouvera  aisément  les  longitudes  w 
et  &),  des  nœuds  de  Jupiter  et  de  Safurne,  ainsi  que  les  inclinaisons  de 
leurs  orbites,  dont  0  et  Q,  sont  les  tangentes,  et  cela  par  le  moyen  des 
formules 

tangw  =  -,      Q=sji-+u-, 


43.  Comme 


tangw,  =  — ,     0,  =  i/sî -h  u:. 

U,  vii 

sin  ((3  H-  bt)  =  sin(3cosZ>j  h-  cos(3  s'mbt, 
cos((3  -t-  bt)  —  cos(3  cosbt  —  sin (3  s'mbt, 

on  pourra  mettre  les  valeurs  de  s,  u,  s,,  u,  sous  la  forme  suivante,  qui 
est  en  quelque  façon  plus  commode,  tant  que  bt  est  un  petit  angle. 

Pour  Jupiter, 
s  =      0,028127  —  o, oo5344  cos(25",  337/) — o,oo38o2  sin(25",  337/), 
m=  —  0,007180  h-  o,oo38o2  cos(25",  337  i)  —  o,oo5344sin(25",  33^  t). 

Pour  Saturne, 
5,  =      0,028127  "+"  0,012557  cos(25",337*)  +  0,008932  sin(25",337^), 
u,  =  —  0,007180  —  0,008932  cos(25",337<)  -+-  0,012557  sin  (25",  337/). 

Il  faut  se  souvenir  que  les  années  dont  le  nombre  est  marqué  par  t  sont 
des  années  tropiques,  dont  la  durée  est  de 

365J5b48'n45% 

et  qu'elles  doivent  être  comptées  depuis  le  ier  janvier  1760  à  midi 
moyen,  à  cause  que  cette  année  est  bissextile. 

On  doit  remarquer  de  plus  que  les  longitudes  w  et  w,  doivent  toujours 
se  compter  depuis  le  lieu  de  l'équinoxe  de  1760,  en  sorte  que,  pour 
avoir  les  vraies  longitudes  des  nœuds  des  orbites  de  Jupiter  et  de  Sa- 
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turne  sur  l'écliptique  pour  un  temps  quelconque,  il  faudra  ajouter  aux 
longitudes  données  par  les  formules  précédentes  la  précession  des  équi- 
noxes  5o",33(3f. 

44.  Comme  la  valeur  de  A  est  plus  grande  que  celle  de  B  et  que  celle 
de  B,,  il  s'ensuit  de  ce  qu'on  a  démontré  dans  le  n°  35  que  le  lieu 
moyen  des  nœuds  des  orbites  de  Jupiter  et  de  Saturne  sera  fixe ,  sa 
longitude  comptée  depuis  l'équinoxe  de  1760  étant  a,  c'est-à-dire, 
io4°i9'i4";  en  sorte  que  les  nœuds  de  ces  deux  planètes  n'auront  que 
des  mouvements  de  libration  autour  de  ce  point  de  l'écliptique.  La  plus 
grande  libration,  ou  excursion  des  nœuds,  aura  lieu  lorsque 

l> 

cos((3  —  «4-  bt)  =  —  — 

pour  l'orbite  de  Jupiter,  ou 

cos((3  —  «  4-  bt)  =  — — 

pour  l'orbite  de  Saturne. 

De  là  on  trouvera  pour  Jupiter 

1800  4-  2i° G' 21"  —  25",  331;  t  —  180e  dr  76°  56' 36" -i-  36o°f/. 

(jjl  étant  un  nombre  quelconque  entier,  positif  ou  négatif,  ou  zéro); 

donc 

25", 337/  —  — 55°5o'i5' — 36o°f/.,     ou     =  g8°2'57"  —  36o°f/.; 

par  conséquent,  en  négligeant  les  fractions, 

l  =  —  7933  —  5ii5o^.,     ou     =  1 3g3 1  —  5n5of/., 

ce  qui  donne  les  années  de  la  plus  grande  et  de  la  plus  petite  libration; 

et  l'on  voit  que  la  période  entière  d'une  libration  sera  de  5i  i5o  ans,  ou 

,  ,  ,    1 206000 

plus  exactement  de     ?,.-  ans. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  de  t  dans  l'expression  de  la  tangente  - 
de  la  longitude  du  nœud,  on  trouvera  que  les  longitudes  qui  y  répondent 
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sont,  en  négligeant  les  secondes,  9i°i6'  et  ii7°23';  de  sorte  que  l'éten- 
due de  la  libration  du  nœud  de  Jupiter  sur  l'écliptique  sera  de  26°7'. 
On  trouvera  de  même  pour  Saturne 

180°-+-  2i°6'2i"—  25",337<  =  ±57°  56'  i4"  -+-  36o°f/., 

d'où  l'on  tire 

25",  337 t  =  1 8o°  —  36°  49'  53"  —  36o°  [x, 
ou 

25",  337 1  —  1800  -h  790   2' 35"  —  36o°«; 

par  conséquent  on  aura 

t  =  20342  —  5ii5o^/.,     ou     t  =  368o6  —  5ii5o/j. 

pour  les  années  de  la  plus  grande  et  plus  petite  libration,  en  sorte  que 
la  période  d'une  libration  sera  la  même  que  ci-devant. 

De  là  on  trouvera,  pour  les  longitudes  correspondantes  du  nœud, 
72°i6'et  i36°24';  en  sorte  que  l'étendue  de  la  libration  du  nœud  de 
Saturne  sur  l'écliptique  sera  de  640  8'. 

45.  Si  l'on  veut  connaître  les  inégalités  mêmes  des  mouvements  des 

nœuds  de  Jupiter  et  de  Saturne,  on  pourra  employer  la  série  du  n°  36; 

il  n'y  aura  pour  cela  qu'à  y  substituer  io4°i9'i4"  à  la  place  de  a,  et 

1800  -1-  2ï°6'2i"—  25",  337  z-  à  la    place  de  Ç—  a  =  j3  —  a-i-bt,   et 

faire  ensuite 

B 


pour  Jupiter,  ou 


—  O,225oi 

A  •' 


=r  —  —  o,53o85 
A 


pour  Saturne;  après  quoi  il  faudra  encore  multiplier  les  coefficients  des 
différents  sinus  par  l'arc  égal  au  rayon,  lequel  est  de  206265",  à  très- 
peu  près. 
De  cette  manière,  si  l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité, 

<a  —  210  6' 21"  —  25",  337  t, 
VI.  86 


G82         RECHERCHES  SUR  LES  ÉQUATIONS  SÉCULAIRES 

on  aura  la  longitude  du  nœud  de  Jupiter  égale  à 

3S 1 4°i9'  i4" —  46598" sino  —  5260" sin 27  —  792" sin  3?  —  i34"sin4<? —  24"sin5y  —  5"sin6y  —  1"  sin  7  y, 

et  celle  du  nœud  de  Saturne  sera  égale  à 

3si{°  1 9'  14"-+-  10949a" sin o  —  29062" sin 2»-+- 10285" sin 3  <?  —  4o95"sin4?  -4-1739"  sin  5  <f 
—  769"  sin  60-+-  35o"sin7©  —  i62!'sin8f  -+-  77"sin9?  —  37"sin  107 
-h  18" sin  11  cp —  9"sini2'j)-t-4"sini3tp  —  2"  sin  1.4? *  i"sini5«p. 

46.  A  l'égard  de  l'inclinaison,  le  maximum  et  le  minimum  auront 
lieu  lorsque  l'on  aura  (38) 

cos(|3  —  «-+-60— ,—  '? 
ce  qui  donne  dans  notre  cas 

180e  -1-  2i°6'2i'' — 25",337?  =  36o°p,     ou     =  1800  +  36o°p. ; 

d'où  l'on  tire 

t  —  aS5';4  —  5i  i5op.,     ou     =2999  —  5ii5o//.. 

Dans  les  années  marquées  par  la  première  de  ces  deux  valeurs  de  t, 
l'inclinaison  de  l'orbite  de  Jupiter  sera  la  plus  grande,  et  aura  la  tan- 
gente 

A  +  B  =  o,o35587, 

à  laquelle  répond  l'angle  20  2' 18";  et  l'inclinaison  de  l'orbite  de  Saturne 
sera  la  plus  petite,  et  aura  pour  tangente 

A  -+-  B,  =  o,oi36ig, 

à  laquelle  répond  l'angle  46' 49"-  Au  contraire,  dans  les  années  mar- 
quées par  la  seconde  valeur  de  t,  l'inclinaison  de  l'orbite  de  Jupiter  sera 
la  plus  petite,  ayant  pour  tangente 

A  —  B  =  0,022471, 
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à  laquelle  répond  l'angle  i°i7'i5";  et  l'inclinaison  de  l'orbite  de  Sa- 
turne sera  la  plus  grande,  ayant  pour  tangente 

A  —  B,  =  o,o44439; 

à  laquelle  répond  l'angle  2°32'/(i  "• 

D'où  l'on  voit  que  la  variation  totale  de  l'inclinaison  de  l'orbite  de 
Jupiter  sera  de  45' 3",  et  que  la  variation  de  l'inclinaison  de  l'orbite  de 
Saturne  sera  de  i°45'5i".  Quant  à  la  période  de  ces  variations,  elle  sera 
aussi  de  5n5o  années. 

47.  Si  l'on  voulait  déterminer  les  mouvements  annuels  des  nœuds, 
ainsi  que  les  variations  des  inclinaisons  de  Jupiter  et  de  Saturne,  il  est 
clair  que,  à  cause  de  ce  que  le  coefficient  de  t  est  très-petit  dans  les  ex- 
pressions de  s,  u,  s,,  u,,  il  n'y  aurait  qu'à  chercher,  par  la  différentia- 
tion,  les  valeurs  de  du,  efa,  et  dQ,  ddlt  et  y  supposer  .dt  =  1;  mais,  sans 
se  donner  cette  peine,  on  pourra  faire  usage  des  formules  trouvées  dans 
le  n°  23. 

On  aura  donc  pour  Jupiter,  en  substituant  la  valeur  du  coefficient 
(o,  1)  et  négligeant  les  autres  comme  nuls,  le  mouvement  annuel  par 
l'apport  aux  étoiles  fixes 

0,  COS(m  —  W|)~| 


day  =  —  7",  564    ' 


et  la  variation  annuelle  de  l'inclinaison 

dd  =  7",  564  0i  sin  (»  —  «i  )■ 

On  aura  de  même  pour  Saturne,  en  changeant  w  en  &>',,  9  en  6,, 
(o,  1)  en  (1,  o),  et  substituant  pour  cette  dernière  quantité  sa  valeur,  le 
mouvement  annuel  des  nœuds  par  rapport  aux  étoiles  fixes 

.                 „      ,[        9cos(«,  —  w)"l 
dWl=- 17  ,773^1 ~-      -J, 

et  la  variation  annuelle  de  l'inclinaison 

d8,  =  17",  773 6  sin(wi  —  m). 

86. 
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On  n'aura  donc  plus  qu'à  substituer,  dans  ces  expressions,  les  valeurs 
des  quantités  w,  w,,  0,  S,,  correspondant  au  temps  donné  pour  lequel 
on  cherche  les  variations  annuelles  du  nœud  et  de  l'inclinaison. 

Si  l'on  adopte  celles  qui  répondent  à  l'époque  de  1760,  on  trouvera 

du>  =      6",  428,       dd  = — o",o-]5, 
chh  =  —  8", 665,       d0,=      o",og3, 

et  ces  valeurs  pourront  être  regardées  comme  exactes  pendant  tout  le 
siècle  courant. 


Article   VIL    — ■   Des   équations   séculaires   des  nœuds  et  des 
inclinaisons  des  orbites  de  la  Terre,  de  Vénus  et  de  Mars. 

48.  Comme  l'action  de  Mercure  sur  les  autres  planètes  ne  peut  pro- 
duire que  des  effets  très-petits,  ainsi  qu'on  le  voit  par  la  Table  du  n°  19, 
où  les  quantités  qui  renferment  le  chiffre  5  après  la  virgule  sont  toutes 
très-petites,  nous  n'aurons  aucun  égard  à  cette  action,  et  nous  regarde- 
rons, par  conséquent,  comme  nuls  tous  les  termes  des  équations  diffé- 
rentielles du  n°  16,  qui  seront  multipliés  par  quelqu'une  des  quantités 
dont  il  s'agit.  Or,  ayant  déjà  examiné,  dans  l'Article  précédent,  les 
quatre  premières  de  ces  équations,  il  ne  restera  plus  qu'à  considérer  les 
six  suivantes 


ds 


dt 

-  (2,  0)  (u,  —  II)  +  (2,  l)*(«s  —  II,)  H-  (2,  3) 

du,. 
~dt~ 

-  (2,0)  (s,  —  s)  —  (2,  t)(s,  —  st)  —  (2,  3) 

_1  +  (3,  o)  (a,  -  u)  +  (3, 1)  («3  -  «,)  4-  (3,  2) 


}  -  (3,  o)  (*,  -  s)  -  (3, 1)  (*,  -  »,)  -  (3,  2) 

(4,  o)  {Ui  -  u)  +  (4,  o  (m4  -  «,)  +  (4, 2) 


dt 

dsL 
dt 

^ - (4, o) {s, -s)- (4, .) (Sl  -,,.)- (4, 2; 


i<!  —  «3)  -+-  (2, 4)  («2  —  «l)  =  o, 

*!     —    Si)    —    (2,   4)   (*S    —    S,)   =   O, 

iii  —  «,)  -+-  (3,  4)  («3  —  «<)  ==  o, 
s.i  —  s>)  —  (3,  4)  (s3  —  St  )  =  o, 
u„  —  m,)  -1-  (4,  3)  («4  —  «3)  =  o, 
St  —  s,)  —  (4,  3)  [st  —  s3)  =  o. 
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Dans  ces  équations,  les  quantités  s,  u,  st,  h,  sont  déjà  connues, 
ayant  été  déterminées  dans  l'Article  précédent  :  ainsi  ces  équations 
suffiront  pour  déterminer  les  six  inconnues  s2,  u2,  s3,  us,  s,,  uA,  dont 
les  premières  se  rapportent  à  l'orbite  de  la  Terre,  les  deux  suivantes  à 
l'orbite  de  Vénus  et  les  deux  dernières  à  celle  de  Mars. 

Si,  pour  intégrer  ces  équations,  on  voulait  employer  la  méthode  gé- 
nérale de  l'Article  IV,  il  faudrait  les  combiner  avec  les  quatre  de  l'Ar- 
ticle précédent,  pour  avoir  autant  d'équations  que  de  variables  s,  u, 
s,,...;  mais  cela  allongerait  inutilement  le  calcul,  puisque  les  quatre 
premières  de  ces  variables  sont  déjà  connues  :  c'est  pourquoi  il  sera 
plus  à  propos  de  traiter  ces  équations  à  part. 

On  commencera  donc  par  y  substituer  les  valeurs  de  s,  u,  st,  u,,  dé- 
terminées dans  l'Article  précédent;  ensuite  on  remarquera  qu'on  peut 
satisfaire  à  ces  équations,  en  faisant 

s,  — -  A  sina  h-  B2  sin  [bt  -+-  (3)  -4-  C2  sin(ci  -h  y), 
u.=  Acosa  -+-  B2cos{bt  -f-  (3)  h-  C2cos(c£  -t-  y), 
s3  =  A  sina  -4-  Bs  sm(bt  -4-  (3)  -)-  C,  sin  (ci  -4-  y), 
u3=  A  cosa  -t-  B3  cos{bt  -+-  S)  -f-  C3cos(ct  -f-  y), 
Si  =  A  sina  -4-  B,  sin(ô<  -4-  (3)  -t-  C4  sin  (ci  4-  y), 
Ut  =  Acosa  -i-  B,  cos(bt  4-(3)4-Ct  cos{ct  -+-  y), 

où  B2,  B3,  B4;  C2,  C3,  C4;  c  et  y  sont  des  quantités  indéterminées. 

Ces  substitutions  faites,  on  comparera  les  termes  analogues,  et,  fai- 
sant, pour  abréger, 


(2)  =  (2,0)  -4-  (2,1 

)  +  (2,3)  +  (2,4), 

(3)  =  (3,o)-t-(3,i 

)  4- (3,  a) -4- (3,  4), 

(4)  =(4,o)  +  (4,i 

)  -4-  (4, 1)  +  (4, 3), 

on  aura  les  équations  de  condition  suivantes 

[b  -4-  (2)]B2  -  (2,  o)  B  -  (2, 1)  B,  -  (2,  3)  B3  -  (2,  4)  B4  =  o, 
[6  +  (3)]B3—  (3,  o)B-(3,i)B,  —  (3,  a)B2  — (3,4)B,  =0, 
[6  +  (4)]B,  -  (4,  o)  B  -  (4, 1)  B,  -  (4,  a)  B,  -  (4,  3)  B3  =  o, 
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[C-(2)]C2-(2,3)C3-(2,4)Ci  =  o, 
[c-4-(3)]C3-(3,  a)C2-  (3,4),Ç«  =  p, 

[c-h(4)]c4-(4,2)C2-(4,3)C3  =  o. 

Comme  les  quantités  B,  B,  et  b  ont  déjà  été  déterminées  dans  l'Article 
précédent,  il  est  clair  que  les  trois  premières  des  équations  précédentes 
serviront  à  déterminer  les  trois  quantités  B2,  B3,  B,  ;  à  l'égard  des  trois 
dernières,  il  est  visible  qu'en  éliminant  deux  des  trois  quantités  C2,  C3, 
C.,,  la  troisième  s'en  ira  d'elle-même,  et  l'on  aura  une  équation  finale 
en  c,  qui  sera  de  cette  forme 

[C  +  (2)][c  +  (3)][C  +  (4)]-(3,4)(4,3)[C  +  (2)]-(2,4)(4,2)[c-u(3)] 

-(2,3)(3,2)[C  +  (4)]-(2,3)(3,4)(.4>2)-(3,2)(4,3)(2,4)^o. 

Ainsi  il  faudra  déterminer,  par  cette  équation,  la  quantité  c;  ensuite  on 
déterminera  deux  quelconques  des  trois  quantités  C2,  C3,  C4  par  le 
moyen  de  deux  des  trois  dernières  équations  ci-dessus,  et  la  troisième 
de  ces  quantités  demeurera  indéterminée,  ainsi  que  la  quantité  y. 

49.  Je  remarque  maintenant  que  l'équation  précédente  en  c,  étant 
du  troisième  degré,  donnera  trois  valeurs  différentes  de  c,  qui  satisfe- 
ront également  aux  équations  différentielles  proposées;  d'où,  et  de  ce 
que  ces  équations  sont  simplement  linéaires,  il  est  facile  de  conclure 
que,  si  l'on  désigne  par  c,  d,  e  les  trois  racines  de  l'équation  dont  il 
s'agit,  et  qu'on  prenne  six  autres  constantes  D2,  D3,  D4  etE2,  E3,  E., 
telles  qu'il  y  ait  entre  les  trois  premières  et  la  quantité  d,  ainsi  qu'entre 
les  trois  dernières  et  la  quantité  e,  la  même  relation  que  nous  avons 
trouvée  entre  les  constantes  C2,  C3,  C4  et  la  quantité  c;  qu'enfin  on 
prenne  encore  deux  autres  indéterminées  5,  e,  on  en  conclura,  dis-je, 
que  les  valeurs  complètes  de  s2,  u2;  s3,  u3  ;  s4,  u,,  seront  de  la  forme  sui- 
vante 

s2  —  A  sina-t-B2  sin(6/  +  P)  +  C.!  sin(ci  +  y)4-Da  s\ia(dt -P é) '■+- E2  sin(e<-t-s), 
m,  =  A  cosa-t-B,  cos(bl -h  fi) -h  C, cos (et -hy)  -+- D2  cos (dl ■+- è)  -t-Ea  cos(et-he), 
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*3  =  A  sina  +  Bj  sin(6<  +  (3)  +  C3  sin(c<  +  y)  +  D3  sin (dt -h  §)-\-  E3  sin(e/-t-e), 
us  =  A  cos a  +  B3  cos (bt -+-  8)  -+•  C3  cos(ct  +  y ) -+■  D3  cos (dt ~h S) ■+■  E3  cos (et-he), 
Si  =  A  sina-t-Bi  sin(6fH-8)4-C4  sin(ci-t-y)-i-D4  sin(c//-f-ô)-i-E4  sin(ef-t-e), 

«4  =  A  cosa-f-B4cos(&f-i-8)-t-C4  cos(ct-hy)~hDi  cos(dt-+-§)-i-'Ei  cos(ei-f-e). 

En  effet  il  est  facile  de  voir  que  ces  expressions  doivent  satisfaire  aux 
équations  différentielles;  et,  comme  elles  contiennent  d'ailleurs  six  con- 
stantes arbitraires,  il  s'ensuit  qu'elles  sont  aussi  générales  que  la  nature 
du  problème  l'exige,  puisqu'on  peut,  par  le  moyen  de  ces  constantes, 
donner  aux  six  quantités  s2,  u2,  ss,...  des  valeurs  initiales  quelconques. 

Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  faire  les  substitutions  numériques;  et  d'a- 
bord on  trouve,  d'après  les  valeurs  de  la  Table  du  n°  19, 

(2)  =  i4",386,     (3)  =  ii", 5ai,     (4)  =  i8",i79; 

de  sorte  que,  mettant  ces  valeurs,  ainsi  que  celles  de  b=  —  2.5", 337, 
B,  =  —  2,3497]}  (Article  précédent),  dans  les  trois  premières  équations 
de  condition  (48),  elles  deviendront 

io,g5i  B,  -t-  6,646B.,  +  o,532 B4  -1-  6,0898  =  o , 

i3,8i6B3  -t-  6,7o3B2  -h  o,5i5B4  -+-  3,622B  =  o , 

7,i58Bs  -t-  i,773B,h-  i.joiB,  h- 1 2,544 B  =  °; 

d'où  l'on  tire 

B2=  — o,5o235B,     B3  =  o,o426ooB,     B4  =-.  —  i,63SoB, 

et  par  conséquent,  en  substituant  les  valeurs  de  Bsin/3  et  Bcos/3  de 
l'Article  précédent, 

B2sinS=      0,0026845,       B2cos8  =  —  0,0019097, 
B3sin6=  —  0,00022766,     B3cos6~-      0,00016195, 
B4sin6  =      0,0087535,       B4  cos 8  =  —  0,0062269; 

ensuite  l'équation  en  c  (48)  deviendra,  en  y  changeant  c  en  x, 

(x  +  i4,386)  {x  -4- 1 1,021)  (x  -t-  18,179)  -  0,876  (x  4- 14,386) 

—  0,943(07  -t-  1  i,52i)  —  44>547  [x  +■  18, 179)  —  (2,i3o  ==  o, 
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laquelle,  en  faisant 

x  —  y  —  '4»695, 

pour  en  faire  disparaître  le  second  terme,  se  transforme  en 

(y  —  0,309)  (j—  3>!74)(j  "+-  3,484)  —  0,876(7-  o,3og) 

—  0,943  [y  —  3,i74)  —  44>547  (j+  3,484)  —  i2,i3o  =  o, 

c'est-à-dire,  en  développant  les  termes, 

y1  —  57,5207  —  160, 653  =  o. 
Cette  équation  étant  comparée  avec  celle-ci 

j'3  —  3r'y  —  ar3  COS9  =  o, 

dont  les  racines  sont,  comme  l'on  sait, 


'.r  cos  %i      —  arcos 


6o°),      —  2rcos  (| -f- 6o°j , 


on  trouve 

/■  =  4)3787,     cos  9  =  0,9568, 

d'où 

o  =  i6°54'  ; 

de  sorte  qu'on  aura  pour  les  trois  valeurs  dey 

8,715,      —  5,io3,      —  3,6i  3  ; 

par  conséquent  celles  de  x  seront 

—  5,980,    — 19,797,     —  i8,3o8; 

de  sorte  qu'on  aura 

c  =  —  5", 980,     cl  — :  —  ig",7g8,     e— —  i8",3o8. 

On  prendra  maintenant  deux  des  trois  dernières  équations  de  condi- 
tion (48),  et,  y  substituant  la  valeur  de  c,  on  en  tirera  les  rapports  des 
trois  quantités  C2,  C3,  G,;  ensuite,  changeant  successivement  c  en  c?  et 
en  e,  on  en  tirera  de  même  les  rapports  des  quantités  D2,  D3,  D4,  et  ceux 
des  quantités  E2,  E3,  E4. 
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Or  quoique,  à  la  rigueur,  il  soit  indifférent  lesquelles  de  ces  équa- 
tions de  condition  on  choisisse  pour  ces  déterminations,  il  y  a  cepen- 
dant une  observation  importante  à  faire,  laquelle  peut  être  appliquée  à 
tous  les  cas  semblables  :  c'est  qu'il  peut  arriver  que  les  équations  qu'on 
emploie  pour  l'élimination  des  inconnues  donnent  pour  les  valeurs  de 
ces  inconnues  des  fractions  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur 
soient  à  la  fois  des  nombres  très-petits,  auquel  cas  une  erreur  très-petite 
dans  ces  nombres  en  produirait  une  beaucoup  plus  grande  dans  la  va- 
leur de  leur  rapport,  et  rendrait  par  conséquent  fautive  la  valeur  de 
l'inconnue  cherchée.  Cet  inconvénient  aura  lieu  dans  la  question  pré- 
sente si,  parmi  les  trois  équations  de  condition  dont  il  s'agit,  on  prend 
les  deux  premières  pour  déterminer  les  rapports  des  quantités  C2,  C3,  C4, 
ainsi  que  ceux  des  quantités  D2,  D3,  D^,  et  une  des  deux  premières  avec 
la  troisième  pour  déterminer  ceux  de  E2,  E3,  E4,  comme  il  est  facile  de 
s'en  convaincre  par  le  calcul.  Il  conviendra  donc  de  combiner,  dans  le 
premier  cas,  une  des  deux  premières  équations  avec  la  troisième,  et, 
dans  le  second  cas,  la  première  avec  la  deuxième;  de  cette  manière,  les 
équations  à  résoudre  seront  les  suivantes 

8,4o6C2  —  6,646C,  —  o,532C,  =o, 

i2,i99C(  —  1,773  C2  —  1,701  C3  =  0, 

5,4i2.D2  -1-  6,646 D3  -+-  o,53aD4  =  o, 


i,6i9D4  -+-  1,77 3 D2  -h  1,701  D3  =  0, 

3,922  E2  +  6,646 E3  -f-  o,532  E4  =  0, 

6,787E3-H  6,7o3E2  +  o,5i5E4  =0, 

d'où  1 

l'on  tire 

C3  =      1,2394c,         C4  =      o,3i8oC2, 
D3  =  — o,7935D2,         D4=— o,26i3D2, 
E,-=      o,oio5E4,         E3  =  —  0,0863  e!  ; 

et  les  trois  quantités  C2,  D2,  E.,  resteront  indéterminées. 

50.  Pour  les  déterminer,  ainsi  que  les  autres  quantités  7,  o\  s,  il  faut 
connaître  les  lieux  des  noeuds  et  les  inclinaisons  des  orbites  de  la  Terre, 
VI.  8t 
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de  Vénus  et  de  Mars,  pour  la  même  époque  que  nous  avons  employée 
dans  l'Article  précédent  pour  Jupiter  et  Saturne,  c'est-à-dire,  pour  le 
commencement  de  l'année  1760,  afin  de  pouvoir  en  déduire  les  valeurs 

correspondantes  des  quantités  s2<  «*>  *3< 

A  l'égard  de  l'orbite  de  la  Terre,  il  est  clair  qu'on  doit  la  supposer 
dans  le  plan  même  que  nous  prenons  pour  l'écliptique;  mais,  comme 
nous  regardons  ce  plan  comme  fixe,  tandis  que  celui  de  l'orbite  de  la 
Terre  esl  réellement  mobile,  il  s'ensuit  que  la  supposition  dont  il  s'agil 
ne  peut  avoir  lieu  que  pour  un  instant,  qui  sera  donc  celui  de  l'époque 
en  question;  de  sorte  que  le  plan  de  notre  écliptique  fixe  sera  celui  de 
l'écliptique  réelle  et  mobile,  au  commencement  de  l'année  1760;  ainsi 
l'inclinaison  de  l'orbite  de  la  Terre  sera  nulle  pour  cette  époque  :  par 
conséquent  la  quantité  ô2  qui  en  exprime  la  tangente  sera  nulle  aussi; 
ce  qui  donnera 

s,  =  62  sin  w.  =  o,       iij  ==  Q.,  cos  &>D  =  o. 

Quant  aux  orbites  de  Vénus  et  de  Mars,  on  trouve,  par  les  dernières 
Tables  de  M.  de  la  Lande,  les  éléments  suivants 

Longitude  du  nœud  de  Vénus,  pour  1760 2. i4-3i .28, 

»                  de  Mars,             »         1.17.43.  8, 

Inclinaison  de  l'orbite  de  Vénus,          »         3.23.20, 

»                   de  Mars,            »         1 .5i .  o. 

Donc 

co-,  =         74°3i'28",        ou  =         47°43'8", 

0.,=tang  3°23'2o",         9S  =  tang  i°5i'o"; 
d'où  l'on  tire 

s,  =  &.  sinw3  =  0,057070,       il-,  =  6,  COSM3  =  o,oi58oi , 
s,  =  9t  sin  w,  =  0,023867,       u>  =  $<  cosm4  =  0,021731 . 

Comme  ces  valeurs  sont  celles  qui  répondent  à  l'époque  de  1760, 
depuis  laquelle  nous  comptons  les  années  marquées  par  t  (Article  pré- 
cédent), il  faudra  donc  les  substituer  dans  les  formules  générales  du 
numéro  précédent,  en  y  supposant  en  même  temps  t  —  o\   de  cette 
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manière,  après  avoir  fait  aussi  les  autres  substitutions  du  même  nu- 
méro, et  mis  pour  Asina,  A.çosa,  Bsin/3,  Beos|3  leurs  valeurs  trou- 
vées plus  haut  (42),  on  obtiendra  les  six  équations  suivantes 

C2  siny  -f-  D2  sinô  -+-  o,oio5E4  sine  -f-  o,o3o8i2  =  o, 

C,  cosy  -+-  D2  cosô  -f-  o,oio5E,  cose  —  0,009090  =  o, 

i  ,3394c,  siny  —  o,7935D2  sinô  —  o,o863E4  sine  —  0,029171  =  o, 

1 ,2394c,  cosy  —  0,7935  D,  cosô  —  o,o863E4  cose  —  0,022819  =  o, 

o,3i8oC2  siny  —  o,26i3D2  sinô  -+-  E4  sine  -+-  o ,0 1 2984  =  o, 

o,3i8oC2  cosy  —  0,261 3  D2  cosâ  -+-  E4  coss  —  o,o35i38  ==  o, 

qui  serviront  à  déterminer  les  six  inconnues  C2siny,  C2eosy,  D2sinô\..., 
et  l'on  aura 

Cssiny  =      o, 0014840,       C2cosy.=      o,oi5857. 

D2  sinô  =  —  o  ,o3ao68,         D2  cosô  =  —  0,0070630, 
Essins  = — 0,021 836,         E4  coss  =      0,028249, 

d'où  l'on  tire  (numéro  précédent) 

C3siny  =       0,0018393,  C3cosy  =       0,019653, 

C4siny  =       0,00047191,  C4cosy  =       o,oo5o425, 

D3sinô  =       o,  025447  >  D3cosô  =       o,oo56o44> 

L)4sinô  =       o,  oo837g5,  D,cosô  =       0,001 8455, 

E2sine=: — 0,00022894,  E2cose=       0,00029618, 

E3sine=       o,ooi8845,  E3  cose  =  —  0,002.4379. 

On  peut  déduire,  si  l'on  veut,  de  ces  valeurs  celles  des  coefficients  Ca, 
D,,...  et  des  angles  y,  ô\...,  mais  on  n'en  aura  pas  besoin  si  l'on  trans- 
forme, ainsi  que  nous  en  avons  usé  plus  haut,  les  sinus  et  cosinus  des 
angles  bt  4-  |3,  et  +  7,...  en 

sin|3  cosbt  ■+■  cos(3  sinbt, . . . ,     cos(3  cosbt  —  sin(3sin6<, . . ., 

ce  qui  est  plus  commode  pour  le  calcul,  lorsque  bt  et  a  sont  de  très-petits 

angles. 

87. 
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51.  Faisant  donc  toutes  ces  substitutions  dans  les  formules  gêné 
raies  (49),  on  trouvera  les  expressions  suivantes 

Pour  la  Terre. 

s,  —  i), 028127  "+"  0,002685  cos(25",337  t)  -t-  o.ooigio  sin(a5",  337  /) 
-+-  0,001484  cos(  5",g8oi)  —  o,oi5857  sin(  5", 980?) 

—  o,o32.o68  cos(  !9", 798 ^)  -+-  0,007063  sin(  19", 798/) 

—  0,000229  cos(  18 ",  3o8/)  —  0,000296  sin(  i8",3o8<), 

u,=  —  0,007180  —  0,001910  cos(25",337<)  +  0,002685  sin(25",337  t) 
-+-  o,oi5857  cos(  5", 980^)+ 0,001484  sin(  5",gSol) 

—  0,007063  cos(  19",  798 1)  —  o,o32o68  sin(  19",  798 1  ) 
-t-  0,000296 cos(  18",  3o8/)  —  o  ,00022g  sin(  i8",3o8/)  ; 

Pour  Vénus. 

s3  =  0,028127  —  0,000228  cos(25",337  0  — '  0,000162  sin(2,5",337 1 
-t-  o,ooi839cos(  5", 980^)  —  0,019653 sin(  5",g8oO 
-t-  0,025447  cos(  19", 798 1)  —  o,oo56o4  sin(  19",  798?) 
-1-  0,001884  cos(i8",3o8f)  -t-  o, 002438 sin(i 8", 3o8/), 

u3  =  —  0,007180  -t-  0,000162  cos(25",337/)  —  0,000228 sin( a5", 337 1) 
-+-  0,019653 cos(  5", 980/)  -t-  0,00 1 83g sin(  5",g8o<) 
-+-  o,oo56o4  cos(  19", 798/)  -t-  0,025447  sin(ig",7g8<) 

—  O,oo?438cos(i8",3o80  -!-  0,001884 sin(i8",3o80; 

Pour  Mars. 

Sj=  0,028127  -i-  0,008754  cos(25",337/)  -1-  0,006227  sin(25",33,7^) 
-(-.0,000472  cos(  5",g8o?)  —  o,oo5o43sin(  5",g8oi) 
-1-  o,oo838o  cos(ig",7g8/)  —  0,001846 sin(  19", 798 ï) 

—  o,o2i836cos(  i8",3o80  —  0,028249 sin(  >8",3o8f), 

ut—  —  0,007180  —  0,006227  cos(25",337<)  -t-  o, 008754 sin(25",337<) 
-I- o,oo5o43  cos(  5", g8o<) -f- 0,000472  sin(  5",g8oi) 
h-  0,001846  cos(  1  g", 798 0  -4-  o,oo838osin(ig",7g8<) 
+  o, 028249  cos(  18",  3o80  —  o,o2i836sin(  18",  3o80- 
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Ainsi,  prenant  i  pour  le  nombre  des  années  tropiques  écoulées  depuis 
le  ier  janvier  1760  à  midi  moyen,  ou  bien  pour  le  nombre  des  années 
qui  précèdent  cette  époque,  en  faisant  mégatif,  il  n'y  aura  qu'à  calculer 
par  les  formules  précédentes  les  valeurs  correspondantes  des  quantités 
s2,  m3,  s3,.'..,  et  l'on  en  pourra  déduire  sur-le-champ  les  longitudes  w2, 
u3,...  des  nœuds  des  orbites  des  planètes  dont  il  s'agit,  par  rapport  au 
plan  de  l'écliptique  de  1760,  regardé  comme  fixe,  ainsi  que  les  inclinai- 
sons des  mêmes  orbites  par  rapport  à  ce  plan,  dont  62,  03,...  sont  les 
tangentes;  car  on  a  .    ... 

tanew,  =  —  -,     tangco3=  —  ?••  ■» 

«2  «3 


02  =  y/sj  -1-  u; ,     93=  ijs]-!-  ul,. .  . . 

Au  reste,  à  cause  de  ce  que  les  expressions  des  quantités  s2,  s3,  s,  con- 
tiennent plusieurs  termes,  il  sera  assez  difficile  de  déterminer  si  les 
angles  w2,  co3,  w4  ont  des  limites  ou  non,  et  d'en  trouver  les  valeurs 
moyennes,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  à  l'égard  de  Jupiter  et  de  Saturne 
dans  l'Article  précédent;  c'est  pourquoi  nous  n'entrerons  pas  dans  cette 
discussion  qui  pourrait  nous  mener  trop  loin. 

52.  Nous  terminerons  donc  cet  Article  par  donner  les  formules  des 
mouvements  annuels  des  nœuds  et  des  variations  annuelles  des  inclinai- 
sons des  orbites  de  la  Terre,  de  Vénus  et  de  Mars,  formules  qui  se  dé- 
duisent facilement  de  celles  du  n°  23,  en  y  faisant  les  substitutions  con- 
venables, et  supposant  dt  =  i. 

Ayant  donc  égard  à  l'action  mutuelle  de  toutes  les  planètes,  excepté 

Mercure,  ainsi  que  nous  en  avons  usé  dans  les  recherches  précédentes, 

on  trouvera 

Pour  la  Terre. 

1                   c«  0    /  T          ecosfw,  —  <a)~|           „  ,,,  f         0,COS(tO2— M,)  I 
d',H  =  —    6", 874     1 g —  o  ,334     1 — e- — 

„,,,r         0,cos(w2  —  oh)  1          „.-:»     T.       04COS(«2-co<)1 
-    6",646|j q2 J-o,532^ g-—         | 

d02  =  6",  874  0  sin  (w2—  m)  -4-  o",  334  0,  sin  (w2—  w,)  -t-  6", 646  03  sin  (w2—  &j3) 

+  o",  532  0,  sin  (6)2 —  w4); 
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Pour  Vénus. 

i                   ,„           Y         9  cos(coa— m  H          „           ["         9,COS(>W3— &>,)~| 
d(H3=—    4",ioo     I — K- —        -     —  o",2o3     I ^ 

a„       ,r        92cos(co3  —  w2)  I         „  e  e\         94cos(&j3  —  (ù,)'\ 
-    b'7o3[.-        -g- J-o',5.5|_i -- 

efô3  =4".  i  oo 9  sin (w3—  w)  -+- o",  2o3 9,  sin (<a3 —  w,  )  4-6",  703 92  sin (co3 —  w2  ) 

-)-  o",  5 1 5  94  sin  (w3 —  co4  )  ; 

Pour  Mars. 

j  ,,,      a      T  9   COS(&)4  — ta  )"|  ,1   cet  9,  OOS  (  W4  —  M,  J~| 

efe)4  =  — i4",o6o     i—        — i^—       -    —  o',645    i — g— 

,T         9-.cos(<a4  — û)j)1         „  T        9,  cos(  to4— w3)T 

ddi  ==  i4",  060  9  sin  o>4 —  m)  4-  o",  645  9,  sin  (w,  —  w,)  + 1  ",7  73  93  sin  (wt —  as  ) 

+  i",7oi  93sin(co4 — w3); 

où  c?w2,  û?w3,  dMi  sont  les  mouvements  annuels  des  nœuds  par  rapport 
aux  étoiles  fixes,  et  dQ2,  dQ3,  dO,,  peuvent  être  prises  sans  erreur  sensible 
pour  les  variations  annuelles  des  inclinaisons  des  orbites  à  l'écliptique; 
mais,  pour  pouvoir  faire  usage  de  ces  formules,  il  faudra  déterminer 
auparavant  les  valeurs  des  quantités  w,  w,,...,  6,  d,,..-.,  qui  conviennent 
à  l'année  donnée,  d'après  les  formules  générales  de  cet  Article  et  du  pré- 
cédent. Si  l'on  emploie  celles  qui  répondent  à  l'époque  de  1760,  on  aura 
pour  l'orbite  de  Vénus 

du>3  =  —  9", 692,     d63=  —  o  ,o35, 

et  pour  celle  de  Mars 

dû,  =  —  8" ,  664,     dB,  —  —  o",  3a  1 . 

Quant  à  l'orbite  de  la  Terre,  nous  remarquerons  que,  puisque  6,=  o 
pour  1760  (  hypothèse  J,  il  faudra  que,  dans  l'expression  de  du>2,  tous  les 
termes  divisés  par  02  soient  aussi  égaux  à  zéro,  ce  qui  donne  l'équation 

t>",874  5cos(w., — w)-i-o",334&1cos(w, — w,)-)-6",64'>^3côs(w2 — w3)-j-o",532  64cos(w2 — «^  =  0; 
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d'où  l'on  tire,  pour  la  valeur  de  la  tangente  de  w2,  l'expression 

6",8748rosoi+o",3346,cosM|+6",64693cosM,-)-o",53a8<cos<ri<  _^  6",874»-t-o". 334  k, +6", 646^,-1-0". 53:2», 
6",874SsinwH-o",3349,  sinw,-i-6",64693  sinw3-i-o",53a6j  sinw4  —      6",874 s  -t-o",334  *,-t-6",646 s3  +o",532  st 

Substituant  donc  à  la  place  de  s,  u,  s,,...  les  valeurs  qui  répondent  au 
commencement  de  l'année  17H0,  et  qui  ont  déjà  été  déterminées  ci- 
dessus  d'après  les  Tables,  on  aura 

0,08707  rnm 

tangWi= ,,  .'•"  =  —  o,i5b48, 

0,06219 

d'où 

m,  =  180°  —  8°  53' 36"; 

c'est  le  lieu  où  l'orbite  de  la  Terre  doit  couper  le  plan  de  l'ecliptique 

de  1760,  au  premier  instant  ou  elle  abandonne  ce  plan. 

Employant  maintenant  cette  valeur  de  w2  dans  l'expression  de  dd2i 

on  trouvera 

(I61  =  o",56a; 

ce  qui  donne  l'augmentation  annuelle  de  l'inclinaison  de  l'orbite  de  la 
Terre,  par  rapport  au  plan  dont  il  s'agit. 

On  aurait  les  mêmes  résultats  si  l'on  cherchait  les  valeurs  de  tangw2 
et  de  ô„,  d'après  les  formules  générales  du  numéro  précédent;  car,  fai- 
sant t  =  1  dans  les  expressions  de  s2  et  de  u.lt  et  mettant  à  la  place  des 
sinus  des  arcs  très-petits  25", 337,  5", 980,...  ces  arcs  mêmes,  et  à  la 
place  de  leurs  cosinus  l'unité,  on  trouve 

s,  —  o",  08797,      Wj  —  —  o",  562 19, 

d'où 

0,08707       .         ,,  __ 

langWî^ .,'•  '-,      Q,=  o",5bq; 

0,06219  u 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  trouvé  ci-dessus,  et  pourrait  servir,  s'il 
en  était  besoin,  à  confirmer  la  justesse  de  nos  calculs. 
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Article  VIII.  —    Des  équations  séculaires  du  nœud 
et  de  V inclinais ou  de  l'orbite  de  Mercure. 

53.  Pour  achever  nos  Recherches  sur  les  dérangements  causés  dans 
les  plans  des  orbites  des  planètes  par  leur  action  mutuelle,  il  ne  reste 
plus  qu'à  examiner  ceux  qui  doivent  avoir  lieu  dans  le  plan  de  l'orbite 
de  Mercure.  Or,  suivant  nos  dénominations,  co5  sera  la  longitude  du  nœud 
de  cette  orbite,  et$5  sera  la  tangente  de  son  inclinaison;  de  sorte  que  la 
question  se  réduira  à  déterminer  les  valeurs  des  quantités  ss  =  6S  sinw5, 
w3  ;=  ?5  cosco5,  par  l'intégration  des  équations  différentielles  d'où  elles 
dépendent,  et  qui,  selon  l'ordre  des  équations  (16),  doivent  être  la  neu- 
vième et  la  dixième. 

Ces  équations  seront  donc 

—, — h(5,  o)(ms—  m)+(5,i)(«5 — u,)-\-(5, 2)  (m5— h,)+(5,3)(hs—  M3)-f-(5,4)(«s— «<)=o, 

-yy— (5,o)(ss—  s)— (5,i)(*5—  s,)— (5,2)(*s  —  s,)— (5, 3)  (*s—  '*,)— (5,4)  («s  —  s^—o, 

lesquelles,  en  y  substituant  les  valeurs  des  quantités*,  s,,...,  u,  m,,... 
déjà  trouvées  dans  les  deux  Articles  précédents,  et  faisant,  pour  plus  de 
simplicité, 

/=  — (5,0)— (5,i)  — (5,  a)  — (5,3)  — (5,4), 

M=(5,  o)B  +(5,  i)'B,  -t-(5,a)B?-t-  (5,  3)B3 +  (5,  4)B„ 
N=  (5,  2)C2+  (5,  3)C3  -+-  (5,4)C4, 
P=(5,2)D,+  (5,  3)D3+(5,4)D4, 
Q  =  (5,2)E,+  (5,  3)E3  +  (5,4)E4; 

se  changent  en  celles-ci 

-T- J\ui—A.cosoc)—Mcos{bt-t-fi)—'Ncos(ct-hy)—l>cos{dt-i-d)—Qcos(et-ht)=o, 

-^+/(«5—  Asina)+Msin(6<+(3)+Nsin(cf+y)+Psin(<//+<$)+Qsin(e/-f-e)=o. 
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Telles  sont  les  équations  qu'il  s'agit  maintenant  d'intégrer;  et  il  est 
facile  de  voir  que  pour  cela  il  n'y  a  qu'à  supposer 

,v5  =  A  sina -+- B5  sin (bt H- 3)  -t-C5  sin (et -+-  7)  -t-  D5  sin (dt  -t-  S)  -t- E5  sm(et  +  £)-+-  F5  sin (ft  -h  f) , 
«5=Acosa-i-B5cos(6;  +  p)+C5cos(rt  +  7)-i-D5cos(rff-(-5)-(-Escos(ef-(-s)-i-Fscos(/ï-+-<p); 

car,  faisant  ces  substitutions  et  égalant  à  zéro  les  termes  homogènes,  on 
n'aura  que  ces  quatre  équations  de  condition 

(b—  /)B..==MJ     (c-/)C5  =  N,     (d— /)D.  =  P,     (e-/)Es=Q, 

lesquelles  donnent 

M'      '       '        N  P  _      Q 

B5  =   ^ t;  1  Ls   =    7T  D5  =    -J  7T  5  E5  =    7;  ^ 

b-f  c-f  d-f  e-f 

de  sorte  qu'il  y  aura  encore  deux  indéterminées  F5  et  çp,  qui  dépendront 
des  valeurs  initiales  de  s5  et  de  «5  données  par  les  observations;  ainsi  les 
valeurs  supposées  de  s5  et  de  w5  sont  exactes  et  complètes. 

Pour  déterminer  les  deux  inconnues  F5  et  <p,  je  tire  des  Tables  les  élé- 
ments suivants 

Longitude  du  nœud  de  Mercure  pour  1760 isi5°28'45" 

Inclinaison  de  son  orbite 70  o'   o" 

Donc 

«:,  =  45°  28'  45",     05=tang7°; 

de  là  on  trouvera 

«;=  65  sine>)5  ==  0,087543,     «5  =  06  cosws  =  0,086092; 

ce  qui  (en  supposant,  comme  on  a  fait  jusqu'ici,  que  t  soit  égal  à  zéro 
au  commencement  de  1760)  donnera  les  deux  équations 

A  sina  -t-  B5  sin  (3  -l-  C5  siny  -f-  D5  sinô  -+-  E5  sine  -+-  F5  sin<p  =  0,087543, 
A  cosa+  B5cos(3  4-  C5cosy-4-  Dscos<3  +  E5cose  -+-  F,  costp  =  o,og 

par  lesquelles  on  pourra  déterminer  F5  et  cp. 
VI. 
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Maintenant  je  trouve,  d'après  la  Table  du  n°  19, 

f=  —  6"3n, 

et  ensuite,  en  employant  les  valeurs  de  B  si n j3 ,  B,  sin jS  déterminées  dans 
les  deux  Articles  précédents, 

B;,sin|3=      0,00028612,  B5cos(3  =      0,00020354, 

C5siny=      0,024795,  C5cosy=      0,264940, 

D5  sin  è  =  —  o ,  oo5o52o,  D5  cos  ô  =  —  o ,  00 1 1 1 26, 

E5siti£  =  —  0,00047975,  Escose  = —  0,00062066; 

enfin,  substituant  ces  valeurs  dans  les  deux  équations  ci-dessus,  on  aura 

Fs  sin 9  =  0,039867,  F5  cos  9  =  —  0,170972. 

54.  Si  donc  on  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions  ci-dessus 
de  *5  et  de  u5,  après  y  avoir  changé  les  sinus  et  cosinus  de  bt  -+-  (î, 
et  -h  y,...  en 

sin  (3  cos  bt  -+-  cos  (3  sin  bt,. . .,     cos  (3  cos bl  —  sin  (3  sin  6/,. . ., 

on  aura  les  formules  suivantes  : 

Pour  Mercure. 
Si  =     0,028127  -i-  0,000286  cos (25",  337 1)  -f-  0,000204  sin (25",  337/) 
-+-  0,024795  cos (   5",<)8ot)  —  o,264g4osin(  5",98oO 

—  o,oo5o52  cos(  i9",798<)  -+-  0,001  n3  sin(  19", 798 O 

—  0,000480  cos(  i8",3o8<)  —  0,000621  sin(i8",3o8i) 
-+-  0,039867  cos  (  6",  3i  1 t)  -t-  o,  170972  sin(  6",3iW) 

Us  =  —  0,007180  —  0,000204  cos (25", 337/)  -1-  0,000286  sin  (25",  337  t) 
-t-  o, 264g4o  cos(    5", 980/)  -t-  0,024795 sin(   5", 980/) 

—  0,0011 13  cos (19", 798O  —  o,oo5o52  sin(  19",  798 O 
-+-  0,000621  cos(  i8",3o80  —  0,000480  sin(  18",  3o8t  ) 

—  o,i70972Cos(  6",  3n  t)  -+-  0,039867  sin(  6",3nt). 

Dans  ces  formules,  /  représente,  comme  dans  les  Articles  précédents, 
le  nombre  des  années  tropiques  écoulées  depuis  le  1e1' janvier  1760  a  midi 
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moyen,  ou  de  celles  qui  ont  précédé  cette  époque,  si  l'on  fait  t  négatif; 
ainsi  l'on  pourra  par  leur  moyen  calculer  pour  un  temps  quelconque  les 
valeurs  des  quantités  s,  et  us  ;  et,  d'après  ces  valeurs,  on  trouvera  le  lieu 
du  nœud  ascendant  de  l'orbite  de  Mercure,  ainsi  que  l'inclinaison  de  son 
orbite,  par  les  formules 


w5  étant  la  longitude  du  nœud  comptée  depuis  le  lieu  de  l'équinoxe 
de  1760,  et  Qs  la  tangente  de  l'inclinaison. 

55.  A  l'égard  du  mouvement  annuel  des  nœuds  et  de  la  variation  an- 
nuelle de,  l'inclinaison,  quoiqu'on  puisse  les  déduire  aisément  des  for- 
mules précédentes,  il  sera  cependant  plus  commode  de  les  déterminer 
par  le  moyen  des  formules  différentielles  (23),  en  y  faisant  dt=i. 

De  cette  manière,  on  trouvera  pour  le  mouvement  annuel  des  nœuds 
de  Mercure,  par  rapport  aux  étoiles  fixes, 

7  „    i-r  /    T  6    C0S(W, CON~]  „       0       T  0,  COS(to5  —  «,)   I 

flCOs  =  —   I    .  564       I  —  -^-T '-       —  O'  ,  OOO       I — 

,,  or  I      Sjcos(6),i  — w2)  1     ,„    .  r      03cos(<a5  —  «sn  ' 

_o  ,86,^1-         —g- -j  —  3,749  Lr-        — BT        S 

-o",o5r[,-giCOS(^-M<)], 

et  pour  la  variation  annuelle  de  l'inclinaison 

d05  =  i',5640sin(coi—  6>)  -1-  o",o8o0,  sin(&J5  —  &>,)  -t-o",867Ô2sin(w5  —  w,) 
-+-  3",74903sin(&)5  —  w3)  -t-o",o5i  0iSin(w5—  &>,). 

Ainsi  il  n'y  aura  qu'à  substituer  dans  ces  expressions  les  valeurs  des 
quantités  &,  0,,...,  w,  w,,...,  qui  répondent  au  temps  donné,  et  qui  ré- 
sultent des  formules  générales  données  ci-dessus.  Si  l'on  emploie  celles 
qui  répondent  à  l'époque  de  1 760,  et  que  nous  avons  déduites  des  Tables, 
on  trouvera,  pour  le  siècle  présent, 

<-/«,,  =  — 4">528,     d8i  =  —  o",  i4o. 

88. 
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Article  IX.  —  Sur  les  changements  de  latitude  et  de  longitude 
des  étoiles  fixes,  causés  par  le  déplacement  de  l'orbite  de  la 
Terre. 

56.  Nous  avons  donné,  dans  l'Article  VII,  les  formules  nécessaires 
pour  déterminer  à  chaque  instant  la  position  du  plan  de  l'orbite  de  la 
Terre,  par  rapport  au  plan  dans  lequel  cette  orbite  s'est  trouvée  au 
commencement  de  l'année  1760,  que  nous  avons  prise  pour  époque; 
ainsi,  connaissant  la  position  des  étoiles  fixes  à  l'égard  de  ce  dernier 
plan,  c'est-à-dire,  leurs  longitude  et  latitude  pour  le  commencement  de 
1760,  il  sera  facile  de  trouver  les  longitudes  et  les  latitudes  pour  un 
autre  temps  quelconque. 

Pour  cet  effet,  on  commencera  par  calculer,  pour  le  temps  donné,  les 
valeurs  des  quantités  s»  et  u2  (51),  et  l'on  en  tirera  celles  de  w2  longi- 
tude du  nœud  de  l'orbite  de  la  Terre  et  de  y  inclinaison  de  cette  orbite, 
au  moyen  des  formules 


laneojj  =  — j     taner  =  9,  =  Jsï  -t-  u'i  ; 
D  u2  J  \    -  2 

on  ajoutera  à  la  longitude  w2  la  précession  des  équinoxes  5o",?>t,  pour 
avoir  la  longitude  du  nœud  de  l'orbite  de  la  Terre,  comptée  à  l'ordi- 
naire, depuis  le  premier  point  d'Anes,  c'est-à-dire,  depuis  l'intersection 
de  l'écliptique  et  de  l'équateur,  et  l'on  nommera  cette  longitude  x.  Cela 
posé,  comme  l'inclinaison  y  est  toujours  très-petite,  on  trouvera  aisé- 
ment, par  les  formules  différentielles  connues,  que  l'obliquité  de  l'éclip- 
tique sera  sujette  à  une  variation  égale  à  jcosa?,  et  que  les  points 

equinoxiaux  auront  un  mouvement  en  longitude  ésral  à tt-t-  et  un 

^  00         tanga3°| 

mouvement  en  ascension  droite  é^al  à  -? — 5—;  • 

0         sin  23°  j 

Ensuite,  nommant  /  la  longitude  d'une  étoile  quelconque  et  X  sa  lati- 
tude, calculées  en  ayant  égard  à  la  précession  des  équinoxes,  on  trou- 
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vera  que  la  variation  de  cette  étoile  en  longitude  sera 

n         <.         -,         rsina? 
ycos(l  —  x)  tang/- 


tang23°J-1 
et  que  sa  variation  en  -latitude  sera 

—  ys\x\  (/  —  x). 

57.  Pour  faciliter  le  calcul  de  ces  formules,  on  remarquera  que,  à 
cause  de  la  petitesse  de  l'angle  y,  on  aura,  sans  aucune  erreur  sensible, 
y  =  60  ;  donc,  puisque 

x  =  w2  +  5o",  3 1, 

on  aura 

sin  x  =  sin&>2cos<  5o",3<)  -f  cosw2sin(5o",3<), 

cosx  =  cos&>2cos(5o",3z)  —  sinw2sin(5o",3<); 

par  conséquent  on  aura 

y  sin  x  =  s,  cos(5o",3£)  +  M2sin(5o",3^), 
ycosx  =  «2cos(5o", 3t)—  s2  sin(5o",3<). 

De  là  il  s'ensuit  que,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

o-  =  s2  cos(5o",  3<)  -+-  w2sin(5o",  3t), 
v  =  u,  cos(5o",3<)  —  s2sin(5o",3t), 

on  aura  u  pour  la  variation  de  l'obliquité  de  l'écliptique,  et 


tang23°{  sin33°-i 

pour  le  mouvement  en  longitude  ou  en  ascension  droite  des  points 
équinoxiaux. 

De  plus,  à  cause  de 

sin  1  l —  x)  =  sin/cosar  —  cos/sinx,     cos(/ —  x)  =  coslcosx  -f-  sin/  sin  x, 
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on  aura,  pour  la  variation  en  longitude  d'une  étoile  quelconque, 

(cr  sin  long.  -4-  u  coslong.)  tanglatit. 


lang23°| 
et  pour  sa  variation  en  latitude 

ct  coslong.  —  u  sin  long. 

58.  Toute  la  difficulté  se  réduit  donc  à  calculer,  pour  le  temps  donné, 
les  valeurs  de  s0  et  u2  d'après  les  deux  formules  du  n°  51 ,  et  en  déduire 
ensuite  celles  des  quantités  cr  et  a  par  les  formules  du  numéro  précédent. 

Pour  épargner  ce  travail  aux  astronomes  qui  voudront  faire  usage  de 
notre  Théorie,  j'ai  pris  la  peine  de  calculer  les  quantités  dont  il  s'agit, 
de  siècle  en  siècle,  pour  vingt  siècles,  tant  avant  qu'après  1760,  en  fai- 
sant successivement  t  =  —  100,  —  200,  —  3oo,...  jusqu'à  —  2000,  et 
ensuite  i!=  100,  200,  3oo,...  jusqu'à  2000;  et,  afin  de  pouvoir  mettre 
une  plus  grande  exactitude  dans  les  calculs,  j'ai  d'abord  changé  dans 
les  expressions  de  s2  et  de  u2  du  numéro  cité  les  cosinus  en  1  —  2(sinus)2, 
et  j'ai  ensuite  réduit  les  coefficients  en  secondes  en  les  multipliant  par 
206265. 

De  cette  manière,  j'ai  transformé  les  expressions  dont  il  s'agit  dans 
celles-ci,  qui  sont  à  la  fois  plus  simples  et  plus  commodes  pour  le 
calcul. 

s2  =    393",  9  sin  (25",  337  0 —   1  io7",5sin2(i2",668*) 

—  3270", 8sin  (  5", 980*)  —     6i2",2sin2(  2", 990/) 
+  i456",  9sin(i9",  798O  +13229",  4sin2(  ç)",8ggt) 

—  61", 1  sin(i8",3o8<)  -t-      94", 4 sin2 (  9",  i5^l) 

.7.,=    553", 7  sin (25", 337 0  -t-     787", 8 sin2 (1 2", 668 1) 
-4-    3o6",rsin(  5",ç)8ot)—  654i",6 sin2(  2",yc)ot) 

—  66i4",7  sin(i9",7g8<)  -+-  29i3",8sin2(  9", 899?) 

—  47", 2  sin(i8",3o8<)  —     r22",2  sin2(  9",  iS^t). 

Ensuite  j'ai  construit  d'après  ces  formules  les  deux  Tables  suivantes, 
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dont  la  première  est  pour  les  siècles  qui  précèdent  l'année  1760,  et 
dont  la  seconde  est  pour  ceux  qui  la  suivent. 

TABLE   I.  TABLE  II. 


VALEURS 
de  t. 

VALEURS 

de  ss. 

VALEURS 
de  h,. 

—   100 

-  8" 5347 

56 ,  3o4 

—  200 

—  16,540 

112,77 

—  3oo 

—  24,016 

i69,38 

—  4°° 

—  3o,956 

226, i3 

—  5oo 

—  37,365 

283,04 

—  600 

—  43,233 

34o, 10 

—  700 

—  48,578 

'  397,27 

—  800 

—  53,36g 

454,37 

—  900 

—  57,633 

5l2,OI 

—  1000 

—  61 ,335 

—  64,521 

56g,5i 

—  1 100 

627,18 

—  1 200 

—  67, 121 

684,94 

—  1 3oo 

—  6g,2i3 

742,80 

—  1400 

—  70,725 

800 , 74 

—  i5oo 

—  71,697 

858 , 80 

—  1600 

—  72,099 

916,73 

—  1706 

—  7',9Io 

974,70 

—  1800 

—  71,272 

io33,28 

—  1900 

—  70,060 

1091,70 

—  2000 

—  68,287 

1 i5o,o3 

VALEURS 

de  t. 

VALEURS 

de  s,. 

VALEURS 

de  «,. 

100 

9,0628 

—  56, 144 

200 

18,648 

—  112, T2 

3oo 

28,760 

—  167,93 

4oo 

39,389 

—  223,55 

5oo 

5o,542 

—  279,02 

600 

62,206 

—  334,28 

700 

74,391 

-  389, 37 

800 

87,088 

-  444,26 

900 

100,29 

—  498,97 

1000 

Il4,02 

—  553,37 

1 100 

128,21 

—  607,70 

1200 

142,96 

—  661,73 

i3oo 

i58,i8 

—  7I5,57 

1400 

i73,90 

—  769,17 

i5oo 

igo, 12 

—  822,57 

1600 

206 , 8o5 

—  875,53 

1700 

223,945 

—  928,20 

1800 

241,70 

-  981,18 

1900 

259,90 

—  io33,43 

2000 

278,54 

—  io85,85 
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Enfin  j'ai  déduit  des  valeurs  de  s2  et  de  u2,  renfermées  dans  ces  deux 
Tables,  celles  des  quantités  a  et  v,  par  le  moyen  des  formules  du  n°  57, 
et  j'ai  formé,  de  cette  manière,  les  Tables  III  et  IV,  qui  suivent,  et  dont 
l'une,  c'est-à-dire,  la  troisième,  donne  les  valeurs  de  a  et  v  qui  répondent 
à  chaque  siècle,  à  compter  du  commencement  de  1760,  en  remontant, 
et  dont  l'autre,  c'est-à-dire,  la  quatrième,  donne  les  valeurs  des  mêmes 
quantités  pour  chaque  siècle,  à  compter  depuis  la  même  époque  en 
descendant.  11  faut  se  souvenir  que  j'entends  par  siècle  un  intervalle  de 
cent,  années  tropiques,  lequel  est  moindre  qu'un  siècle  ordinaire  de 
cent  années  juliennes,  la  différence  étant  de  i8h27m;  mais,  comme  les 
variations  séculaires  des  quantités  g  et  v  sont  moindres  qu'une  minute, 
il  est  clair  qu'on  peut,  en  toute  sûreté,  faire  abstraction  de  la  différence 
dont  il  s'agit,  et  prendre  indifféremment  des  années  juliennes  à  la  place 
des  années  tropiques. 

59.  Les  quantités  v  représentent,  comme  on  l'a  dit  plus  haut  (57), 
les  variations  de  l'obliquité  de  l'écliptique  :  on  voit  donc,  par  la 
Table  III,  que  cette  obliquité  n'a  cessé  de  diminuer  depuis  deux  mille 
ans,  et  la  Table  IV  montre  qu'elle  doit  continuer  toujours  à  diminuer, 
du  moins  pendant  l'espace  de  deux  mille  ans  auquel  cette  Table  s'étend. 
La  diminution  séculaire  est,  pour  le  siècle  présent,  d'environ  56  se- 
condes, mais  cette  diminution  n'est  point  uniforme;  elle  n'était,  il  y  a 
deux  mille  ans,  que  de  38",  67;  depuis  lors  elle  a  augmenté  continuel- 
lement, et  elle  n'arrivera  à  son  maximum  que  dans  quatre  siècles  :  elle 
sera  alors  de  56",  76,  ce  qui  diffère  très-peu  de  sa  valeur  actuelle;  mais 
dans  vingt  siècles  d'ici  elle  ne  sera  plus  que  de  49  secondes. 

Si  l'on  prend  23°28'2o"  pour  l'obliquité  moyenne  actuelle,  elle  aura 
dû  être,  suivant  la  Table  III,  de  23°44'5"  au  temps  d'Hipparque,  qui 
vivait  i5o  ans  avant  Jésus-Christ.  Il  est  vrai  que  cette  obliquité  serait 
moindre  d'environ  7  minutes  que  celle  que  les  anciennes  observations 
paraissent  donner  pour  ce  temps-là;  mais  on  sait  que  ces  observations  ne 
sont  pas  assez  exactes  pour  pouvoir  servir  à  fixer  la  juste  valeur  d'un 
élément  si  délicat;  il  doit  suffire,  ce  me  semble,  qu'elles  s'accordent 
avec  la  Théorie  à  prouver  la  diminution  de  l'obliquité  de  l'écliptique, 
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et  jusqu'à  présent  on  ne  peut  que  s'en  rapporter  à  celle-ci  pour  ce  qui 
regarde  la  quantité  et  les  lois  de  cette  diminution. 

TABLE  III.  TABLE  IV. 


VALEURS 

de  t. 

VALEURS 

de  a. 

VALEURS 

de  u. 

—   IOO 

—        9"  91 

56,07 

—   200 

—   22,02 

111,82 

—  3oo 

—  36,33 

167,18 

—  4°° 

—  52,83 

222, o5 

—  5oo 

—  71, 5i 

276,40 

—  600 

—  92,35 

33o,i6 

—  700 

—  11 5, 36 

383,25 

—  800 

—  i4°, 47 

435,6o 

—  900 

—  167,72 

487,19 

—  1000 

—  i97,o3 

537,85 

—  1100 

—  228,44 

587,64 

—  1200 

—  261,86 

636,46 

—  i3oo 

—  297,33 

684,21 

—  1400 

-  334,74 

730,84 

—  i5oo 

-  374,14 

776,42 

—  1600 

—  4i5,36 

820,42 

—  1700 

—  458,42 

863, 16 

—  1800 

—  5o3,65 

905,01 

—  1900 

—  55o,58 

945,28 

—  2000 

—  599,26 

983,95 

VALEURS 

de  t. 

VALEURS 

de  <,. 

VALEURS 

de  u. 

100 

7"  69 

—     56" 34 

200 

i3,i7 

—  112,90 

3  00 

16, 5o 

—  169,58 

4oo 

17,42 

—  226,33 

5oo 

16, 23 

—  283, og 

600 

12,80 

-  339,78 

700 

7,  '6 

—  396,35 

800 

—   0,68 

—  452,71 

900 

—  10,74 

—  5o8,84 

1000 

—  22,96 

—  564 , 54 

1 100 

-  37,44 

—  619,94 

1200 

—  54 , 02 

—  674, 83 

i3oo 

-  72,78 

—  729,22 

1400 

—  93,66 

—  782,99 

i5oo 

—  116,69 

—  836, 14 

1600 

—  i4i,75 

—  888,39 

1700 

—  168,89 

-  939,78 

1800 

-  198,16 

—  990,90 

1900 

—  229,37 

— 1040,62 

2000 

—  262,73 

—  1089,69 

VI. 
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60.  Si  l'on  divise  les  quantités  a  par  tang  23°^,  ou  plus  exactement  par 

tang23°28'=  o,434i, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  qu'on  les  multiplie  par  2,3o35,  on  aura 
l'équation  des  points  éq'uinoxiaux,  c'est-à-dire,  les  quantités  qu'il 
faudra  ajouter  ou  soustraire  du  lieu  moyen  du  premier  point  d'Aries  sur 
l'écliptique  pour  avoir  son  lieu  vrai  (57).  Donc,  si  l'on  convertit  les 
secondes  de  degré  en  secondes  de  temps,  à  raison  du  mouvement  moyen 
du  Soleil,  ce  qui  se  fera  en  multipliant  les  secondes  de  degré  par  2/4,  ou 
plus  exactement  par  la  fraction 

_  /h 

=  24,3497. 


5g,nSs,3 


on  aura  l'équation  qui  servira  à  corriger  le  temps  de  l'équinoxe;  de 
sorte  que  cette  équation  sera  représentée,  en  général,  par  56,089a.  J'ai 
donc  construit  la  Table  V  suivante,  laquelle  donne  pour  chaque  siècle, 
avant  et  après  1760,  la  valeur  de  l'équation  dont  il  s'agit,  exprimée  en 
secondes  de  temps. 

Or  il  est  clair  que,  si  l'on  prend  la  différence  des  équations  répondant 
à  deux  siècles  consécutifs,  dans  la  Table  V,  on  aura  l'équation  par 
laquelle  il  faudra  corriger  la  durée  de  100  années  tropiques  moyennes, 
pour  avoir  leur  durée  exacte;  par  conséquent,  la  centième  partie  de 
cette  équation  donnera  à  très-peu  près  l'équation  de  la  durée  des  années 
tropiques  pour  le  siècle  dont  il  s'agit.  C'est  sur  ce  principe  que  j'ai 
formé  la  Table  VI,  d'après  celle  qui  précède  :  cette  Table  fait  voir  que 
la  longueur  de  l'année  a  toujours  été  en  diminuant  depuis  vingt  siècles 
jusqu'à  présent,  et  qu'elle  doit  continuer  à  diminuer,  du  moins  pen- 
dant l'espace  de  vingt  autres  siècles,  et,  si  l'on  soustrait  l'équation 
actuelle  de  5S,  56  de  l'équation  qui  répond  au  dix-neuvième  siècle 
avant  1760,  et  qui  est  de  2  7%3i ,  on  aura  21%  75  pour  la  quantité  dont 
l'année  tropique  a  dû  être  plus  longue  au  temps  d'Hipparque  qu'elle 
n'est  à  présent. 
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SIÈCLES 
avant  1760. 

ÉQUATION 
des  équinoxes. 

SIÈCLES 
après  1760. 

ÉQUATION 
des  équinoxes. 

0 

0 

0 

0 

1 

—   556s 

I 

432* 

2 

—  1235 

2 

739 

3 

—  2o38 

3 

925 

4 

—  2963 

4 

977 

5 

—  4on 

5 

910 

6 

—  5i8o 

6 

718 

7 

-  6471 

i 

401 

8 

-  7879 

8 

—    38 

9 

—  9407 

9 

6o3 

10 

—  iio5i 

10 

— '  1287 

11 

—  12813 

11 

—  2100 

1 

12 

—  14688 

12 

—  3o3o 

i3 

—  16669 

i3 

—  4082 

i4 

-  18775 

14 

—  5a53 

i5 

—  20985 

i5 

—  6545 

16 

—  23297 

16 

—  795o 

17 

—  25712 

17 

—  9473 

18   . 

—  28250 

18 

—  11  n5 

19 

—  30882 

19 

—  12865 

20 

—  336i3 

20 

—  14737 
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TABLE  VI. 


SIÈCLES 
avant  1760. 

ÉQUATION   DE   LA   DURÉE 

des  années  tropiques. 

SIÈCLES 
après  1760. 

ÉQUATION    DE    LA    DURÉE 

des  années  tropiques. 

0 

5*56 

0 

5S,56 

t 

6,79 

I 

4 ,  32 

2 

8,o3 

2 

3,07 

3 

9,a5 

3 

1,86 

4 

10,48 

4 

o,52 

5 

11,69 

5 

—     0,67 

6 

12,91 

6 

—     1,92 

7 

14,08 

7 

—     3,i7 

8 

i5,28 

8 

—    4,3g 

9 

i6,44 

9 

—     5,65 

10 

17,62 

10 

—    6,84 

11 

i8,75 

1 1 

—     8,i3 

12 

19,81 

12 

—     9,3o 

i3 

21 ,06 

i3 

—   io,52 

i4 

22, 10 

i4 

—   11,71 

i5 

23,12 

i5 

—   12,92 

16 

24, 1 5 

16 

—   i4,°5 

!? 

25,38 

'7 

—   i5,23 

18 

26,32 

18 

—  16,42 

19 

27,31 

'9 

—  i7,5o 

20 

1 

1 

20 

—  18,72 
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61 .  Quant  aux  variations  des  étoiles  fixes  en  longitude  et  en  latitude, 
on  les  déterminera  aisément  d'après  les  valeurs  des  quantités  a  et  v  des 
Tables  III  et  IV,  et  par  le  moyen  des  formules  que  nous  avons  données 
plus  haut  (57);  mais,  comme  ces  quantités  n'ont  été  calculées  que  de 
siècle  en  siècle,  et  que  leurs  différences  sont  assez  inégales,  si  l'on  vou- 
lait avoir  les  variations  dont  il  s'agit,  d'année  en  année,  ou  du  moins 
de  dix  ans  en  dix  ans  pour  le  siècle  présent,  il  faudrait,  pour  plus 
d'exactitude,  calculer  de  nouveau,  d'après  les  formules  générales,  les 

valeurs  de  a  et  v  qui  répondent  à  t  =  i,  2,  3,...,  ou  à  z=  io,  20,  3o 

Nous  nous  contenterons  ici  de  donner  les  valeurs  qui  répondent  à  /  =  1 , 
et  pour  cela  il  suffira  de  se  souvenir  qu'on  a  déjà  trouvé  plus  haut  (52) 
pour  t  =  1 

«2  =  0", 08797,         «j  = O", 56219; 

d'où  l'on  tire 

(7  =  o",  08783,        U=  — O",  56221. 

De  là  il  s'ensuit  que,  pour  un  certain  nombre  d'années  t,  à  compter 
depuis  le  commencement  de  1760,  on  aura,  avec  une  exactitude  suf- 
fisante, 

a  =  o", 08783/,     v  = —  o",  56221  t; 

et  ces  valeurs  serviront  aussi  pour  les  années  qui  précèdent  1760,  en 
faisant  t  négatif. 

Au  reste,  comme  les  variations  dont  nous  venons  de  parler  ne  dé- 
pendent que  du  déplacement  de  l'écliptique,  i!  est  clair  que  les  décli- 
naisons des  astres  ne  souffriront  aucun  changement;  mais  les  ascen- 
sions droites  seront  toutes  également  diminuées  de  la  quantité  - — =— , ■■> 
°  ^  sin23°7 

qui  est  le  mouvement  des  points  équinoxiaux  en  ascension  droite  (57). 
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DES  VARIATIONS  DES  GRANDS  AXES  DE  LEURS  ORBITES 


(Mémoires  de  la  première  classe  de  l'Institut  de  France,  année  1808. 


On  entend,  en  Astronomie,  par  éléments  d'une  planète  les  quantités 
qui  déterminent  son  orbite  autour  du  Soleil,  supposée  elliptique,  ainsi 
que  le  lieu  de  la  planète  dans  un  instant  marqué,  qu'on  appelle  X époque. 
Ces  quantités  sont  au  nombre  de  cinq,  dont  deux,  le  grand  axe  ou  la 
distance  moyenne  qui  en  est  la  moitié,  et  l'excentricité,  déterminent  la 
grandeur  de  l'ellipse  dont  le  Soleil  occupe  l'un  des  foyers;  les  trois 
autres,  la  longitude  de  l'aphélie,  celle  des  nœuds,  et  l'inclinaison,  dé- 
terminent la  position  du  grand  axe  sur  le  plan  de  l'ellipse  et  la  position 
de  ce  plan  sur  un  plan  qu'on  regarde  comme  fixe  par  rapport  aux  étoiles. 
Ces  cinq  quantités,  jointes  à  l'époque,  étant  connues  pour  une  planète, 
on  peut  trouver  en  tout  temps  son  lieu  dans  le  ciel  par  le  moyen  de  ces 
deux  lois,  découvertes  par  Kepler,  que  les  aires  décrites  dans  l'ellipse 
par  le  rayon  vecteur  croissent  proportionnellement  au  temps,  et  que  la 
durée  de  la  révolution  est  proportionnelle  à  la  racine  carrée  du  cube  du 
grand  axe.  Les  Tables  d'une  planète,  abstraction  faite  de  ses  perturba- 

(*)  Lu,  le  22  août  1808,  à  l'Institut  de  France. 
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tions,  ne  sont  autre  chose  que  des  suites  de  valeurs  particulières  ré- 
pondant à  des  intervalles  de  temps  égaux,  des  fonctions  du  temps  et  des 
six  éléments,  par  lesquelles  la  position  de  la  planète  est  déterminée 
dans  l'espace  par  rapport  au  Soleil.  Ce  n'est  que  par  l'observation  qu'on 
peut  trouver  les  valeurs  des  éléments  d'une  planète,  mais  il  faut  beau- 
coup d'art  pour  les  déduire  des  lieux  observés;  ce  travail  occupe  les 
Astronomes  depuis  Kepler;  car,  comme  la  précision  des  éléments  dé- 
pend de  celle  des  observations,  de  nouvelles  observations  plus  exactes 
amènent  toujours  des  corrections  aux  éléments  qu'on  avait  déterminés. 

Lorsque,  dans  le  siècle  dernier,  on  entreprit  d'appliquer  le  Calcul  dif- 
férentiel à  la  solution  des  Problèmes  que  Newton  avait  résolus  par  des 
constructions  linéaires,  on  reconnut  que  le  mouvement  d'une  planète 
attirée  par  le  Soleil  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  dépend  de 
trois  équations  différentielles  du  second  ordre,  qui  demandent  par  con- 
séquent six  intégrations;  ces  intégrations  introduisent  chacune  dans  le 
calcul  une  constante  arbitraire;  de  sorte  que  la  solution  du  Problème 
renferme  en  dernière  analyse  six  constantes  arbitraires  :  ce  sont  les  élé- 
ments mêmes  de  la  planète,  ou  des  fonctions  de  ces  éléments. 

Mais  les  planètes  ne  sont  pas  seulement  attirées  par  le  Soleil,  elles 
s'attirent  encore  mutuellement,  et  l'effet  de  cette  action  mutuelle  est  de 
déranger  leur  mouvement  elliptique  et  d'y  produire  des  inégalités  qu'on 
nomme  perturbations,  dont  le  calcul  est  long  et  délicat,  et  fait  depuis 
Newton  l'objet  des  travaux  des  Géomètres  qui  s'occupent  de  la  Théorie 
du  Système  du  monde.  En  effet,  les  forces  qui  résultent  de  cette  dernière 
attraction  ajoutent  aux  équations  différentielles  de  leurs  mouvements 
des  termes  qui  en  rendent  l'intégration  impossible  dans  l'état  actuel  de 
l'Analyse,  et  qui  forcent  de  recourir  aux  approximations.  Heureusement 
ces  termes  sont  très-petits  vis-à-vis  de  ceux  qui  viennent  de  l'action  di- 
recte du  Soleil,  parce  qu'ils  sont  multipliés  par  les  masses  mêmes  des 
planètes,  ou  plutôt  par  leur  rapport  à  celle  du  Soleil;  et,  si  l'on  intègre 
les  équations  différentielles  comme  s'ils  n'existaient  pas,  il  arrive  que 
les  constantes  arbitraires  que  l'intégration  ajoute  à  chaque  intégrale  se 
trouvent  augmentées  d'une  petite  partie  variable  due  à  ces  mêmes 


DES  ÉLÉMENTS  DES  PLANÈTES,  ETC.  715 

termes,  dont  on  ne  peut,  à  la  vérité,  trouver  la  valeur  finie  et  rigou- 
reuse, parce  qu'elle  dépend  d'une  intégration  qui  est  impossible,  en 
général,  mais  dont  on  peut  avoir,  par  des  approximations  successives, 
la  valeur  aussi  approchée  qu'on  voudra.  Ainsi  les  éléments  du  mouve- 
ment elliptique,  qui  par  l'action  seule  du  Soleil  sont  constants,  de- 
viennent sujets  à  de  petites  variations;  et  quoique,  à  la  rigueur,  le  mou- 
vement ne  soit  plus  elliptique,  on  peut  néanmoins  le  regarder  comme 
tel  à  chaque  instant;  l'ellipse  variable  devient  alors  osculatrice  de  la 
véritable  orbite  de  la  planète,  comme  on  peut  le  conclure  de  la  Théorie 
générale  de  l'osculation  que  j'ai  exposée  ailleurs  (*),  et  qui  est  fondée 
sur  la  variation  des  constantes.  C'est  de  cette  manière  que  j'ai  considéré 
et  calculé  les  variations  des  éléments  des  planètes  dans  la  Théorie  de  ces 
variations,  que  j'ai  donnée  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin, 
années  1781,  1782  et  suivantes  (**). 

Mais  les  variations  dont  il  s'agit  sont  de  deux  sortes  :  les  unes  ne  sont 
composées  que  de  termes  périodiques  dont  la  valeur  dépend  de  la  confi- 
guration des  planètes,  soit  entre  elles,  soit  à  l'égard  de  leurs  nœuds  et 
de  leurs  aphélies,  et  redevient  la  même  lorsque  ces  configurations  re- 
prennent la  même  forme;  les  autres  sont  indépendantes  des  configura- 
tions des  planètes  et  peuvent  croître  avec  le  temps,  ou  avoir  aussi  des 
périodes,  mais  extrêmement  longues. 

On  nomme  les  premières  inégalités  périodiques ,  et  leur  calcul  n'a 
guère  d'autre  difficulté  que  la  longueur  jointe  à  l'attention  qu'il  faut 
avoir  aux  termes  qui,  quoique  très-petits  dans  l'équation  différentielle, 
peuvent  augmenter  beaucoup  par  l'intégration.  On  peut  détacher  ces 
inégalités  des  éléments;  alors  elles  se  simplifient  en  se  fondant  en- 
semble, et  il  en  résulte  des  inégalités  qui  affectent  immédiatement  les 
lieux  de  la  planète  calculés  dans  l'ellipse  :  c'est  pourquoi  il  est  presque 
plus  simple  de  déduire  directement  ces  inégalités  des  équations  diffé- 
rentielles par  les  méthodes  ordinaires  d'approximation. 

(*  )  Voir  les  Mémoires  de  Berlin  de  1779,  p.  i38,  et  la  Théorie  des  Fonctions,  Articles  1 13 
et  suiv.  {OEiwres  de  Lagrange,  t.  IV,  p.  583). 
(**)  OEuvres  de  Lagrange,  t.  V,  p.  125  et  suiv. 
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Les  inégalités  de  la  seconde  espèce  sont  nommées  séculaires,  et  de- 
meurent attachées  aux  éléments  qu'elles  font  varier  à  la  longue  et  d'une 
manière  insensible;  on  les  appelle  séculaires  parce  que  ce  n'est  qu'au 
bout  de  quelques  siècles  que  leur  effet  peut  se  manifester. 

L'observation  a  encore  devancé  sur  ce  point  le  calcul;  car  les  Astro- 
nomes avaient  reconnu  l'existence  de  ces  variations  relativement  aux 
excentricités,  aux  aphélies  et  aux  nœuds,  longtemps  avant  qu'on  connût 
la  Théorie  de  l'attraction  universelle. 

Parmi  les  différentes  inégalités  séculaires,  la  plus  importante  est  celle 
des  grands  axes  des  orbites,  parce  qu'elle  affecte  aussi  la  durée  des  ré- 
volutions, ou  le  moyen  mouvement;  car  il  arrive  par  l'effet  de  l'intégra- 
tion que,  si  le  grand  axe  est  sujet  à  une  inégalité  croissante  comme  le 
temps,  le  moyen  mouvement  en  a  une  qui  croît  comme  le  carré  du 
temps. 

Or  la  première  approximation  donne  dans  les  autres  éléments  des 
termes  proportionnels  au  temps;  le  grand  axe  seul  en  est  exempt  :  c'est 
ce  que  M.  de  Laplace  a  reconnu  le  premier,  par  une  analyse  très-déli- 
cate, dans  un  Mémoire  lu  à  l'Académie  des  Sciences  en  1773;  mais, 
comme  dans  ce  résultat  on  n'avait  tenu  compte  que  des  premières  et 
des  secondes  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons  supposées 
très-petites,  il  était  important  de  voir  ce  que  pourraient  donner  les 
termes  qui  contiendraient  les  autres  dimensions  de  ces  quantités. 

Dans  un  Mémoire  lu  à  l'Académie  de  Berlin  en  1776  (*),  je  considérai 
d'une  manière  directe  les  variations  auxquelles  peut  être  sujet  le  grand 
axe  d'une  planète  par  les  forces  perturbatrices  provenant  de  l'action  des 
autres  planètes,  et  je  réduisis  ces  variations  à  une  formule  générale  et 
très-simple  qui,  ne  dépendant  que  de  la  différentielle  partielle  d'une 
fonction  finie  relativement  au  mouvement  moyen  de  la  planète,  fait  voir 
tout  de  suite"  que  le  grand  axe  ne  peut  jamais  contenir  aucun  terme  pro- 
portionnel au  temps,  quelque  loin  qu'on  continue  l'approximation  par 
rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  des  orbites,  mais  en  s'arrê- 

(*)  OEuvres  de  Lagrange,  t.  IV,  p.  2'35. 
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tant  à  la  première  approximation  par  rapport  aux  termes  proportionnels 
aux  masses  des  planètes. 

On  n'avait  pas  été  plus  loin  sur  ce  point;  mais  M.  Poisson  y  a  fait  un 
pas  de  plus  dans  le  Mémoire  qu'il  a  lu  il  y  a  deux  mois  (*)  à  la  Classe, 
sur  les  inégalités  séculaires  des  moyens  mouvements  des  planètes,  et  dont 
nous  (")  avons  fait  le  Rapport  dans  la  dernière  séance.  Il  a  poussé  l'ap- 
proximation de  la  même  formule  jusqu'aux  termes  affectés  des  carrés  et 
des  produits  des  masses,  en  ayant  égard  dans  cette  formule  à  la  varia- 
tion des  éléments  que  j'avais  regardés  comme  constants  dans  la  pre- 
mière approximation.  En  employant  les  méthodes  et  les  formules  con- 
nues pour  la  variation  des  éléments  elliptiques,  il  a  su  donner  aux 
termes  qui  forment  la  seconde  approximation,  et  qui  ne  proviennent 
que  des  variations  des  éléments  de  la  planète  troublée,  une  disposition 
et  une  forme  telles,  qu'il  est  facile  de  prouver  qu'aucun  de  ces  termes, 
qui  peuvent  d'ailleurs  être  en  nombre  infini,  ne  peut  jamais  donner 
dans  le  grand  axe  des  termes  croissant  comme  le  temps.  A  l'égard  de 
ceux  qui  doivent  provenir  des  variations  des  éléments  des  planètes  per- 
turbatrices, ils  échappent  à  son  analyse  :  pour  suppléer  à  ce  défaut,  il  a 
recours  à  l'équation  générale  des  forces  vives  sous  la  forme  donnée  par 
M.  de  Laplace  dans  le  premier  volume  de  sa  Mécanique  céleste,  et  il  par- 
vient d'une  manière  ingénieuse  à  faire  voir  que  ces  sortes  de  termes  ne 
peuvent  non  plus  produire  dans  le  grand  axe  des  variations  proportion- 
nelles au  temps. 

Cette  découverte  de  M.  Poisson  a  réveillé  mon  attention  sur  un  objet 
qui  m'avait  autrefois  beaucoup  occupé,  et  que  j'avais  ensuite  totalement 
perdu  de  vue.  Il  me  parut  que  le  résultat  qu'il  venait  de  trouver  par  le 
moyen  des  formules  qui  représentent  le  mouvement  elliptique  était  un 
résultat  analytique  dépendant  de. la  forme  des  équations  différentielles 
et  des  conditions  de  la  variabilité  des  constantes,  et  qu'on  devait  y  arri- 
ver par  la  seule  force  de  l'Analyse,  sans  connaître  les  expressions  parti- 
culières des  quantités  relatives  à  l'orbite  elliptique. 

(*)  Le  20  juin  1808. 

(**)  MM.  de  Laplace,  Biot  et  moi. 
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En  effet,  en  considérant  sous  un  nouveau  point  de  vue  la  variation  des 
constantes  arbitraires  qui  naîtraient  de  l'intégration  des  équations  diffé- 
rentielles lorsqu'on  n'y  tient  compte  que  de  l'action  du  Soleil  et  qu'on 
néglige  celle  des  planètes  perturbatrices,  j'ai  obtenu  des  formules  qui 
donnent  les  différentielles  de  ces  variations  sous  une  forme  plus  simple 
que  celle  des  formules  connues  jusqu'à  présent,  parce  qu'elles  ont 
l'avantage  de  ne  contenir  que  les  différences  partielles  d'une  même 
fonction  du  temps  et  des  constantes  arbitraires,  prises  par  rapport  à 
chacune  de  ces  constantes,  et  multipliées  par  de  simples  fonctions  de 
ces  constantes;  de  sorte  que  la  fonction  dont  il  s'agit  étant  développée, 
comme  elle  peut  toujours  l'être,  tant  que  l'orbite  est  elliptique,  en  une 
série  de  sinus  et  cosinus  d'angles  proportionnels  au  temps,  le  terme 
.  indépendant  du  temps  donnera  sur-le-champ  les  équations  des  variations 
séculaires  aussi  exactes  qu'on  voudra  par  rapport  aux  puissances  et  aux 
produits  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  au  lieu  que  jusqu'ici  elles 
étaient  bornées  aux  premières  dimensions  de  ces  éléments.  Ces  formules 
ont  de  plus  l'avantage  que,  étant  appliquées  aux  variations  du  grand 
axe,  on  en  voit  naître  tout  de  suite  des  expressions  analogues  à  celles 
auxquelles  M.  Poisson  n'est  parvenu  que  par  des  réductions  heureuses 
des  formules  déduites  de  la  considération  du  mouvement  elliptique. 

De  cette  manière  on  démontre  dans  toute  la  généralité  possible, 
et  quelle  que  soit  l'inclinaison  de  l'orbite  primitive  sur  le  plan  fixe, 
que  la  variation  du  grand  axe  ne  peut  contenir  aucun  terme  non  pé- 
riodique ni  dans  la  première  ni  dans  la  seconde  approximation,  du 
moins  en  tant  qu'on  n'a  égard  dans  celle-ci  qu'aux  variations  des  élé- 
ments de  l'orbite  troublée.  Ce  qui  empêche  que  la  même  Analyse  ne 
s'étende  également  aux  termes  provenant  des  variations  des  éléments 
des  planètes  perturbatrices,  c'est  que  la  fonction,  dont  la  différence 
partielle  relative  aux  coordonnées  de  l'orbite  troublée  donne  la  varia- 
tion du  grand  axe,  n'est  pas  la  même  pour  les  planètes  perturbatrices, 
parce  qu'elle  n'est  pas  symétrique  par  rapport  aux  coordonnées  de 
toutes  les  planètes;  c'est  aussi  ce  qui  a  lieu  dans  l'Analyse  de  M.  Pois- 
son, qui  dépend  de  la  même  fonction. 


DES  ÉLÉMENTS  DES  PLANÈTES,   ETC.  719 

Mais  en  rapportant  les  planètes,  non  au  centre  du  Soleil,  mais  au 
centre  commun  de  gravité  du  Soleil  et  des  planètes  autour  duquel  leur 
mouvement  est  presque  plus  régulier  qu'autour  du  Soleil,  j'obtiens  des 
équations  différentielles  semblables,  dans  lesquelles  la  fonction  dont  il 
s'agit  est  symétrique,  et  demeure  par  conséquent  la  même  pour  toutes 
les  planètes;  alors  le  calcul  devient  uniforme  et  général,  et  n'est  plus 
sujet  à  aucune  exception.  On  a  de  cette  manière  les  variations  des  élé- 
ments de  chacune  des  orbites  rapportées  au  centre  commun  de  gravité, 
et  l'on  démontre  par  une  même  Analyse  que  le  grand  axe  de  chacune 
de  ces  orbites  ne  peut  avoir  dans  les  deux  premières  approximations 
aucune  inégalité  croissant  comme  le  temps.  Or  il  est  facile  de  passer  du 
mouvement  autour  du  centre  de  gravité  au  mouvement  autour  du  Soleil, 
et,  en  regardant  celui-ci  comme  elliptique,  on  trouve  facilement,  par  la 
Théorie  des  osculations,  les  expressions  variables  des  éléments.  Par  ce 
moyen  je  démontre  la  proposition  générale  de  la  non-existence  des  iné- 
galités proportionnelles  au  temps  dans  les  grands  axes  des  planètes  rap- 
portées au  Soleil. 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  d'exposé/  les  nouvelles  formules  que  j'ai 
trouvées  pour  les  variations  des  éléments  des  planètes,  ainsi  que  leur 
application  aux  variations  des  grands  axes,  et  de  développer  surtout 
l'Analyse  qui  m'y  a  conduit,  et  qui  me  paraît  mériter  l'attention  des 
Géomètres  par  son  uniformité  et  par  sa  généralité,  puisqu'elle  est  indé- 
pendante de  la  considération  des  orbites  elliptiques,  et  qu'elle  peut 
s'appliquer  avec  le  même  succès  à  toute  autre  hypothèse  de  gravitation 
clans  laquelle  les  orbites  ne  seraient  plus  des  sections  coniques. 

Ayant  montré  à  M.  de  Laplace  mes  formules  et  mon  Analyse,  il  me 
montra  de  son  côté  en  même  temps  des  formules  analogues  qui  donnent 
les  variations  des  éléments  elliptiques  par  les  différences  partielles  d'une 
même  fonction,  relatives  à  ces  éléments.  J'ignore  comment  il  y  est  par- 
venu; mais  je  présume  qu'il  les  a  trouvées  par  une  combinaison  adroite 
des  formules  qu'il  avait  données  dans  la  Mécanique  céleste  (*).  Ainsi  son 

(*)  Depuis  la  lecture  de  ce  Mémoire,  M.  de  Laplace  a  publié  ses  formules  dans  un  Supplé- 
ment à  la  Mécanique  céleste. 


720  MÉMOIRE  SUR  LA  THÉORIE  DES  VARIATIONS 

travail  et  le  mien,  conduisant  au  même  but  par  des  chemins  différents, 
peuvent  servir  également  à  l'avancement  de  l'Analyse  et  de  l'Astronomie 
physique. 

Formules  générales  pour  la  variation  des  éléments  des  planètes. 

1 .  Je  prends  la  masse  du  Soleil  pour  l'unité,  et  je  désigne  par  m,  m', 
m",...  les  masses  des  différentes  planètes.  Ces  quantités  seront  des  frac- 
tions très-petites,  et  l'on  pourra  distinguer  en  différents  ordres  de  peti- 
tesses les  termes  qui  contiendront  ces  quantités  à  la  première,  ou  à  la 
deuxième,  ou  à  la  troisième,...  dimension. 

Je  rapporte  d'abord  le  mouvement  des  planètes  au  centre  du  Soleil 
par  les  coordonnées  rectangles  oc,  y,  z  pour  la  planète  m;  x' ,y' ,  z'  pour 
la  planète  ni;  oc",  y",  z"  pour  la  planète  m",  etc.,  et  je  fais,  pour  abréger, 


/'  = 

:  \Jx2 

■+-  r 

-+- 

3": 

r'  ■■— 

■  sjx'1 

-î-r': 

!  + 

~* 

/'"= 

:  v/x".J 

■+-  y  " 

1  + 

Z 

,,         ,  r                           i                               xx'  h-  rr'  ■+■  zz'l 
Q.  =  ni  \  —  — .= -—p 

ly/ix-x'F-hir-r'Y+l*-  z'f  r°        J 

r  i  xx"  ■+■  ry"-+-  zz"~\ 

_l_  m»  __ — ,- 

lsJ(x-x"y+(y-y"y+(z-z"y  r  J 


J'ai  pour  la  planète  m  les  équations  suivantes,  dans  lesquelles  t  est  le 
temps  et  où  dt  est  constant, 

d1  x        r  -+-  m     dQ, 

dt*  ~"       r3  dx  ' 


d'y    ,    . 

4-  m          dil 

de    ' 
d-z        i 

,.3     J  —  (/f 
-i-  m          dQ. 

de 

r3            ~~  dz 
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Car,  si  l'on  forme  les  différences  partielles  de  la  fonction  ù  suivant  les 
variables  x,  y,  z,  on  a  les  expressions  des  forces  dues  à  l'attraction  des 
planètes  m',  m", ...,  décomposées  suivant  les  coordonnées  x,  y,  z. 

On  aura  de  pareilles  équations  pour  la  planète  m',  en  changeant  m 
en  m',  et  x,  y,  z  en  os',  y',  z',  et  réciproquement;  mais  alors  la  fonction  D. 
changera,  et  pourra  être  désignée  par  ù';  et  ainsi  pour  les  autres  pla- 
nètes. Je  crois  avoir  employé  le  premier  les  équations  des  planètes  sous 
cette  forme  très-simple,  qui  est  maintenant  généralement  adoptée. 

2.  Comme  l'effet  de  l'action  des  planètes  perturbatrices  est  contenu 
dans  la  fonction  ù,  en  rejetant  les  termes  qui  en  dépendent,  on  a,  pour 
le  mouvement  de  la  planète  m,  en  tant  qu'elle  n'est  attirée  que  par  le 
Soleil,  les  trois  équations 


d7x 

i  -'-  m 

~d~P  ~ 

ri 

d-y 

i  -f-  m 

~â~F 

r3 

d'z 

i  -t-  m 

dP  + 

/,J 

Les  intégrales  de  ces  équations  sont  assez  connues,  et  donnent  une 
ellipse  décrite  suivant  les  lois  de  Kepler;  mais  nous  n'en  avons  pas 
besoin  ici,  et  il  suffit  pour  notre  objet  de  faire  les  remarques  suivantes  : 

i°  Que  les  valeurs  des  coordonnées  sont  des  fonctions  du  temps  et 
des  six  constantes  arbitraires  introduites  par  les  six  intégrations,  et  que 
nous  désignerons  par  a,  b,  c,f,  g,  h.  Elles  déterminent  la  grandeur  et 
la  position  de  l'ellipse  sur  le  plan  de  projection,  ainsi  que  le  lieu  de  la 
planète  dans  un  instant  donné,  et  on  les  nomme  en  Astronomie  éléments 
de  la  planète; 

2°  Que,  si  l'on  dénote  par  ia  le  grand  axe  de  l'orbite  elliptique  de  la 
planète  m,  en  sorte  que  a  soit  la  distance  moyenne,  son  mouvement 
moyen,  qui  est  proportionnel  au  temps,  sera  exprimé  par  nt,  en  faisant 


"=V^ 


TL 
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et  que  les  coordonnées  x,  y,  z  pourront  être  exprimées  en  séries  de 
sinus  et  cosinus  d'angles  multiples  de  nt,  dont  les  coefficients  seront  des 
fonctions  données  des  éléments  a,  b, 

3.  Considérons  maintenant  les  perturbations  dues  à  l'action  des  autres 
planètes,  qui  introduit  dans  les  équations  les  termes  dépendant  de  la 
fonction  û.  Pour  avoir  égard  à  ces  termes,  la  méthode  la  plus  simple 
est  celle  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  que  j'ai  employée  de- 
puis longtemps;  suivant  les  principes  de  cette  méthode,  que  j'ai  exposée 
d'une  manière  générale  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  de 
1775,  page  190C),  comme  les  équations  différentielles  auxquelles  il 
s'agit  de  satisfaire  sont  du  second  ordre,  on  conservera  les  expressions 
elliptiques  des  coordonnées  x,  y,  z,  ainsi  que  celles  des  différentielles 

-—■>  77'  ^7'  niais  en  y  regardant  les  constantes  a,  b,  <?,...  comme  va- 
riables, et  l'on  vérifiera  les  équations  par  la  variation  de  ces  constantes 
dans  les  différentielles  secondes. 

Désignons  pour  un  moment  par  la  caractéristique  â  les  différentielles 
provenant  de  la  variation  des  constantes,  tandis  que  la  caractéristique 
ordinaire  d  se  rapporte  à  la  variation  de  t.  La  différence  première  de  x 
aura  pour  valeur  complète,  en  faisant  tout  varier,  dx  -+-  8x;  donc,  sup- 
posant Sx  =  o,  elle  sera  simplement  dx;  ainsi  la  valeur  complète  de  la 
différence  seconde  de  x  sera  ddx  -+-  ddx;  mais  la  partie  ddx  satisfait 

à  l'équation  en  x  sans  le  terme  -3—  qui  en  forme  le  second  membre , 

quelles  que  soient  les  valeurs  des  constantes,  puisque  l'équation  se  vé- 
rifie identiquement;  donc  l'autre  partie  doit  vérifier  le  reste  de  l'équa- 
tion. Ainsi  l'on  aura 

è  dx  _  dQ. 
dt2         dx 

de  sorte  que,  relativement  à  l'équation  en  x,  on  aura  par  la  variation 

(*)  OEuvres  de  Lagrange,  t.  IV.  p.  1 5g  et  suiv. 
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des  constantes  arbitraires  les  deux  équations 


»  è  dx       dQ 

dx  =  o,      — —  —  — - . 
dt2         dx 

On  aura  de  même,  relativement  à  l'équation  en 7,  les  deux  équations 

»  èdr      dQ. 

J  dt-         dy 

et,  relativement  à  l'équation  en  z,  les  deux  équations 

»  è  dz       dQ. 

oz  =  o,      — , —  =  -=— . 
dt-        dz 

Ainsi  l'on  aura  en  tout  six  équations  différentielles  du  premier  ordre 
entre  les  six  constantes  arbitraires  a,  b,  c,f,  g,  h,  devenues  variables. 

Maintenant,  comme  x,  y,  z  sont  des  fonctions  supposées  connues  de 
t,  a,  b,  c,...,  il  est  facile  de  voir  que  l'on  a 

a~        dx   ,         dx  dx   ,         dx    ,„       dx    ,         dx    ,, 

àx =  -r-  da  h-  -JJ-  db  -t-  -j-  de  +  —.  df  -+-  -y-  dg  -4-  -jy  dh, 
da  db  de  df    J        dg     &       dh 

et,  comme  dx—~  dt,  on  aura  pareillement 

ddx        d2x  d2x  d2x    ,         d2x     7„        d-x     ,  d2x     ,. 

dt         dtda  dtdb  dtde  dtdj    J        dtdg    b       dtdh 

ainsi  les  deux  équations  §x  =  o  et  -r-  =  ~-tdt  donneront  ces  deux-ci 

dx   7         dx  ,,        dx   ,         dx   ,„       dx    ,  c/.r    ,, 

—j-da-\-  -lT  db  -±  -y-  de  -^  -jr- df  -\ — .—  dg  +  -^  dh  =  o, 
a«  «6  «c  «/    -/        rfg-    °       c//i 

d2x    ,  d2x    ,;        o?2^    ,  d2x    ,„        </2.a?     ,  d2x     .,       «"O    , 

-r— —  da  -+-  -,—jj  db  +  -3—7-  ac  h-  -y——  rf/-+-    .    ,     de'  -+-  -j— rr  e?A  —  -p-  efa, 
«7fto  t«f/6  rtic/c  (/<<//    ^       dtdg    b       f/ïc/A  cte 

et  l'on  aura  de  pareilles  équations  en  y  et  en  z,  en  changeant  seulement 
x  en  y  et  en  z. 

Ces  six  équations  donneront  les  six  différentielles  da,  db,...  par  l'éli- 
mination ordinaire;  mais  on  aurait  de  cette  manière  des  formules  très- 

91- 
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compliquées.  Heureusement  j'ai  trouvé  une  combinaison  de  ces  équa- 
tions qui  conduit  à  des  résultats  simples  et  très-remarquables,  et  que  je 
vais  exposer. 

4.  Je  retranche  la  première  équation  multipliée  par  -j—,-  de  la  seconde 
multipliée  par  -3—  ;  j'ai 

^  ?f.  dt=.kdb  +  Bdc  +  Cdf-h  Ddg^r  Ed/i, 
dx  da 

en  faisant,  pour  abréger, 

dx    d-x         dv    d2x 

da    dtdb        db  dtda 

dx    d2x         dx    d-x 

~  da    dtdc        de    dtda 

dx     d-x         dx    d-x 
~â7i   dTdf  ~  ~dj  dtda 

dx    d'x         dx    d2x 
~~  da  dtdg       dg  dtda 

dx    d-x         dx    d3x 
da  dtdh        dli  dtda 

Mais,  pour  mieux  conserver  la  signification  de  ces  formules,  nous 
emploierons  à  la  place  des  lettres  A,  B,  C,...  les  symboles  (x,  a,  b), 
(x,  a,  c),  (x,  a,/),...  ;  ainsi  l'expression 

dx    d'x         dr   d2x 
db  dtda        da  dtdb 

sera  représentée  par  [x,  b,  a),  parce  qu'elle  ne  diffère  de  celle  de  A  que 
par  l'échange  des  lettres  a,  b;  et,  comme  elle  est  égale  à  —  A,  il  s'en- 
suit que  l'on  aura 

(x,  b,  a)  =  —  (x,  a,  b). 

Donc,  en  général,  l'échange  des  lettres  qui  suivent  la  lettre  x  ne  fera 
que  rendre  la  quantité  négative;  et  l'on  voit  aussi  que  (x,  a,  a)  =  o. 
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De  cette  manière  j'aurai 

dQ  dx 

-j-  -=-  dt  =  {x,  a,  b)  db  ■+-  (x,  a,  c)  de  +  (x,  a,  f)  df  4-  [x,  a,  g)  dg  -+-  (x,  a,  h)  dh. 

Les  mêmes  équations  étant  multipliées,  la  seconde  par  -rr  et  la  pre- 

d'x 
mière  par  -7777-'  et  ensuite  retranchées  l'une  de  l'autre,  donneront 

diï  dx 

—, .-.-  dt  =  —  (x,  a,  b)  da  ■+-  {x,  b,  c)  de  -+-  (x,  b,f)  df-+  {x,  b,  g)  dg-h  (x,  b,  h)  dh, 

équation  qu'on  peut  déduire  immédiatement  de  la  précédente  par  l'é- 
change des  lettres  a  et  b  entre  elles,  et  en  se  souvenant  que 

{x,  b,  a)  =  —  (x,  a,  b). 

Par  le  même  procédé,  mais  prenant  -j-  et  -j-j-  pour  multiplicateurs, 
on  aura 

dil  dx 

-j—  —j--  dl  =  —  (x,  a,  c)  da  —  (x,  b,  c)  db  -y-  (x,  c,f)  df-\-  (x,  c,  g)  dg  -+-  (x,  c,  h)  dh, 

ce  qui  se  déduit  aussi  de  la  première  en  y  changeant  a  en  c  et  c  en  a. 

Continuant  ainsi,  on  aura  encore  trois  autres  équations  qu'on  pourra 
déduire  successivement  de  la  première,  en  y  échangeant  a  en/,  en  g, 
en  h,  et  vice  versa. 

dil  dx 

—r-  —rr-  dt  =  —  (x,  a,f)  da  —  (x,  b,  f)  db  —  (x,  c,f)  de  -+-  [x,f,  g)  dg  -h  (x,  /',  h)  dh, 

diï  dx 

-j—  —r-.  dt—  —  (x, a,  g)  da  —  (x,  b, g)  db  —  (x,  c,  g)  de  —  (x,f,  g)  df  -t- (x,  g,  h) dh, 

-y—  -jr  dt  =  —  {x,  a,  h)  da  —  {x,  b,  h)db  —  {x,  c,  h)  de  —  [x,  f,  h)  df  —  (x,  g,  h)  dg. 

~  1  .,,       ,         ..  111     dQ,  dr    dQ,  dy 

On  aura  de  pareilles  équations  pour  les  valeurs  de  -5 —-,  -r-  -jri---i 

r  1  r  dy   da    dy   db 

et  pour  cela  il  ne  faudra  que  changer  dans  les  précédentes  x  en  y,  et  l'on 
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,  .,,  ,  ,  ,     dQ  dz     dQ  dz 

en  aura  encore  de  pareilles  pour  les  valeurs  de  —. — r-)  -j-  -rri--  ■■>  en 
r  r  dz   da     dz    do 

changeant  simplement  x  en  z  dans  celles  qu'on  vient  de  trouver. 

Maintenant,  si  l'on  ajoute  ensemble  les  valeurs  de  -j j-î  -j-  -j-j 

J  a.r    a«     ay    a« 

j—  -5-)  et  qu'on  se  rappelle  que  0  n'est  fonction  que  de  x,  y,  z,  x',  y', 

z' ,...,  et  que  les  constantes  a,  b,  c,f,  g,  h  ne  sont  contenues  que  dans 
x,  y,  z,  il  est  visible  qu'on  aura 


et  par  conséquent 


dQ,  , 
-r-dt  = 
da 


dQ  dx  ___  dQ  dr 

dQ  dz 

dQ 

dx  da    '    dy  da 

dz    da 

da 

[O,  a,  b)  +  (y,  a,  b)  -h  (z,  a,  b)]db 
[{x,  a,  c)  4-  {y,  a,  c)  -+-  (z,  a,  c)]  de 
[(x,a,f)  +  (y,a,f)  +  (z,a,f)]df 
[{x,  a,  g)  +  {y,  a,  g)  +  {z,  a,  g)]  dg 
[(x,  a,  h)  -+-  {y,- a,  h)  -t-  (z,  a,  /»)]  dh. 


5.  Pour  avoir  les  valeurs  des  coefficients  de  db,  de,  df,...  dans  cette 
équation,  il  faudrait  substituer  dans  les  expressions  de  (x,  a,  b), 
(y,  a,  b),  (z,  a,  b),  {x,  a,  c),...  les  valeurs  elliptiques  de  x,  y,  z  en  t 
et  a,  b,  c,  f,  g,  h,  et  exécuter  les  différentiations  partielles  relatives  à 
ces  quantités;  et  il  est  facile  de  voir  qu'on  aura  pour  les  coefficients 
dont  il  s'agit  les  mêmes  fonctions  des  quantités  t,  a,  b,  c,  f,  g,  h,  soit 
que  les  six  dernières  soient  supposées  variables  ou  constantes.  En  les 
supposant  constantes,  les  valeurs  de  x,  y,  z  satisfont  aux  équations 

d2x        1  -+-  m 


y  =  °> 


dl' 

-1- 

r3 

d2r 

+ 

1  -+-  m 

IF 

r3 

diz 

+ 

1  -+-  m 

~~dV 

r3 

DES  ÉLÉMENTS  DES  PLANÈTES,  ETC.  727 

quelles  que  soient  ces  constantes,  puisqu'elles  sont  arbitraires.  Donc  les 
mêmes  équations  seront  encore  satisfaites  si  l'on  donne  à  une  de  ces 
constantes,  comme  a,  l'accroissement  infiniment  petit  et  constant  da. 
Or  il  est  clair  que  les  accroissements  correspondants  de  oc,  y,  £  seront 

«     .  dx  dr  ,        »       dz 

àx  =  j—  oa,     àr  =  -—  ta,      oz  =  -,-  àa, 
da  J        da  da 

et  ces  valeurs  devront  par  conséquent  satisfaire  aux  équations  précé- 
dentes différentiées  suivant  la  caractéristique  §.  Pour  simplifier  ces  dif- 
férentiations,  je  mets  les  équations  dont  il  s'agit  sous  cette  forme  plus 
simple  et  équivalente 


d'x 

~dF  ~ 

(i  +  m; 

d- 
r 

dx 

d-y 
~dT 

(i-f-m; 

dl- 

d2z 

(i  -t-  m) 

dl- 

r 

7n 

et,  différentiant  suivant  â,  j'ai,  à  cause  que  les  caractéristiques  d  et  S 
sont  censées  indépendantes  entre  elles,  et  que  par  conséquent  dd2  est 
la  même  chose  que  d2  â, 

d-àx  _      ^_       I   r r_ 

dt-    ~       '         \dx"-  dxdy 

dxdy  """    '     c//2 


e?2  <5r      ,     , 


rf  , 

f/x  c/.z 

ëz 

rf'A 

r 

dz 

cfy*  c/s 

d>l 

r 

dz2 

èz 

7»  »  (    d'-      ■  d-- 

d  oz        .  (  /•  r     < 

— tv-  =  (  1  -h  m  )  \  -= — î-  oa;  -f-  -, — 7-  c 
c^2        v  '\dxdz  dydz 

et  ces  équations  seront  satisfaites  également  par  les  valeurs 

dx=~§a,     ôv=^Sa,     èz=~§a, 
da  J        da  da 
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et  par  celles-ci 

ox  =  -rr-  §b,     dy=-jr  àb,     dz  =  -77-  àb, 
db  J        db  do 

ou  par 

,  dx  .         ,  rir  ,  dz  , 

o\r  =  — r-  oc,     or  =  -y-  de,     ôz  =  -=-  oc, 
ac  ^        de  de 

et  ainsi  de  suite,  en  prenant  pour  da,  db,  8c,...  des  constantes  infini- 
ment petites. 

Substituons  les  deux  premiers  systèmes  de  valeurs  de  dx,  dy,  dz  dans 
la  première  équation;  elle  donnera,  en  divisant  par  da  et  db, 

d3x  l       r  dx  r     dr  r     dz 

:(i  +  m) 


dt2da  \dx2  da        dxdy-  da       dxdz  da 


i  d2  -    ,  d--      ,  d2-      , 

d3x         ,  A       r  dx  r     dr  r     dz 


dt-db  \dx2  db        dxdy  db        dxdz  db 

Soustrayons  la  première  multipliée  par  -rr  de  la  seconde  multipliée 
par  -j—  ;  on  aura 


dx    d3x         dx    d3x    

da  dfdb       db  dl-da 


[d2-  d2-  "1 

r    (dx  dr       dx  dy\  r    /dx  dz       dx  dz\   I 

dxdy\da  db       db  da)      dxdz\da  db       db  da)  J 


Les  mêmes  systèmes  de  valeurs  de  dx,  dy,  dz  étant  substitués  dans  la 
seconde  équation,  il  en  résultera  deux  autres,  dont  la  première,  multi- 
pliée par  -jj-  et  retranchée  de  la  seconde  multipliée  par  j->  donnera 


dr    d3y       dr    d'y       ,         % 

da  dt-db       db   dl-da       x 


'  dx  dr      dx  dr\  f   f  dr  dz       dr  dz 


dxdy  \db  da       da  db  J      dydz  \da  db       db  da 


)J 


Enfin  la  troisième  équation,  traitée  de  la  même  manière,  donnera 
celle-ci 


dz     d3z         dz     d3  z    

dâ  IFdb  ~  db  dFdâ  ~  '1  +  mJ  I  7/w7  \  wtT  7T,  ~  IH  7/Â 


[d2-  d>-  !' 

r    Idxdz       dx  dz\  r    (dy  dz       dy  dz\   I 

dxdz  \db  da       da  db)       dydz  \db  da       da  db) J 
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Qu'on    ajoute   maintenant  ces   trois  équations   ensemble,   le  second 
membre  s'évanouit,  et  l'on  a  simplement 

—    ^x         c^x     d3x         dy    d\y         dy     d'y         dz     dàz         dz     d3  z 

da   dt-  db       db  dV-da       da  dfdb  ~~  db  df'da  +  da  dTdb  ~~  db  df'da  ~~  °" 

Comme  il  n'y  a  proprement  que  le  t  de  variable  dans  cette  équation, 
elle  est  évidemment  intégrable,  et  son  intégrale  est 


dx    d2x        dx    d-x        dy    d2y        dy    d2y        dz    d2z         dz    d'z 
da  dtdb       db  dtda       daJLtdb       db  dtda       da  dtdb       db  dtda 


=  K, 


K  étant  une  constante  qui  pourra  être  fonction  des  constantes  a,  b,  c, 
A  g,  ^ 

Or  il  est  visible  que  le  premier  membre  de  cette  équation  n'est  autre 
chose  que  ce  que  nous  avons  représenté  par 

(x,  a,  b)  -+■  (y,  a,  b)  -f-  (z,  a,  b); 

ainsi  la  valeur  de  cette  expression  qui  forme  le  coefficient  de  db,  dans 

la  valeur  de  t—  dt  donnée  ci-dessus  (4),  sera  indépendante  de  t  et  ne 

sera  que  fonction  des  sis  éléments  a,  b,  c,f,  g,  h\  et,  pour  avoir  cette 

fonction,  il  n'y  aura  qu'à  rejeter  tous  les  termes  dépendants  de  t  dans 

dx     d?  x 
l'expression  dont  il  s'agit,  après  la  substitution  des  valeurs  de  y-,  .    ,   , 

-^t-vi  déduites  des  valeurs  elliptiques  de  ce,  y,  z. 

On  trouvera  par  une  analyse  semblable,  en  faisant  varier  successive- 
ment les  autres  constantes  c,f,  g,  h  des  différences  infiniment  petites  et 
constantes  de,  8/,...,  et  employant  des  réductions  analogues,  que  la 
valeur  de  l'expression 

[x,  a,  c)  ■+■  (y,  a,  c)  +  {z,  a,  c) 

sera  indépendante  de  t,  ainsi  que  celle  des  autres  expressions  analogues 
qui  forment  les  coefficients  de  de,  df,...  dans  la  valeur  de  -r-  dt. 
VI.  92 
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6.   Dénotons  par  les  symboles  [a,  b),  (a,  c),  (a, /),...  les  valeurs  des 
expressions 


dx    d2  x        dy 

d2  y        dz 

d'z 

dx 

d'x 

dy    d2y 

dz 

d'z 

da  dtdb        da 

dt db       da 

dtdb  ~ 

"db 

dtda 

db  dtda 

~db 

dtda 

dx    d'x        dy 
da  dtdc       da 

d'y  dz 
dt de       da 

d'z 
dt  de 

dx 
~7ïc~ 

d'x 
dt  da 

dy    d2y 
de   dtda 

dz 
de 

d2z 
dt  da 

dx    d-x        dy 
da  dtdf       da 

d'y  ^  dz 
dtdf  +  da 

d'z 
dtdf  " 

dx 

d-x 
dtda 

dy    d2y 
~"clf  dtda 

dz 
df 

d'z 
dt  da 

lorsqu'on  y  fait  disparaître  tous  les  termes  qui  contiennent  t,  après  les 
substitutions  des  différences  partielles  des  valeurs  de  x,  y,  z;  on  aura 
cette  formule  très-remarquable 

~  dt  =  (a,  b)  db  +\a,  c)  de  -t-  {a,  f)  df-+-  (a,  g)  dg  +  {a,  h)  d/i. 

En  procédant  de  la  même  manière,  après  avoir  ajouté  ensemble  les 

trois  quantités 

dû  d^  ^fJLri       àù  dz_ 

dx    db  dy   db       '      dz   db      ' 

dont  la  somme  est  égale  à  -jj-dt,  et  fait  des  opérations  analogues,  on 
aura  la  formule 

—jf-dt=—  (a,  b)da+  (b,  c)  de  -+-  (b,  f)  df  -+-  {b,  g)  dg  -f-  (b,  h)  d/i, 

dans  laquelle  les  symboles  (b,  c),  (b,f),  (b,  g),...  dénotent  les  valeurs 
des  expressions 

dx     d2  x        dy    d2y         dz     d'z         dx    d2x        dy    d'y        dz     d'z 
db  dtdc        db  dtdc        db   dtdc        de   dtdb       de  dtdb       de  dtdb' 

dx    d2x        dy    d'y        dz     d'z         dx    d2x         dy    d'y        dz     d2z 
~db   dtdf  +  db  dtdf  +  db   dtdf  ~~  ~df  dtdb  ~  ~dj  dtdb  ~~  df  dTdb' 

dx     d2x         dy    d'y         dz     d'z         dx     d2x         dy    d'y         dz     d'z 
db    dtdg       db   dtdg       db   dtdg       dg    dtdb        dg  dtdb        dg  dtdb 


lorsqu'on  en  fait  disparaître  le  temps  t  après  les  substitutions. 
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Et  l'on  voit  que  cette  formule  peut  se  déduire  de  la  précédente  en  y 
changeant  entre  elles  les  quantités  a  et  b,  et  observant  que 

{b,a)=  —  {a,b), 

comme  cela  se  voit  par  les  valeurs  des  symboles  (a,  b)  et  {b,  a);  et  cela 
a  lieu,  en  général,  pour  tous  ces  symboles. 

On  aura  donc  ainsi  les  quatre  formules  correspondantes 

-r1  dt  =  —  (a,  c)  da  —  \b,  c)  db  +  {c,  f)  df  -+-  (  c,  g)  dg  +  (c,  h)  dh, 


de 

dQ, 
df 

-j-  dt  =  —  {a,  g)  da :  —  (  6,  g)  db  —  (  c,  g)  de  —  (/,  g)  df  -f-  (g,  h)  dh, 

dû 
dh 


dt  =  —  {a,f)da—  {b,  f)  db  —  (c,f)  de  +  (/,  g)  dg  ■+-  (/,  h)  dh, 


dt  =  —  (a,  h)  da  —  {b,h)  db  —  {c,  h)  de  —  {f,  h)  df  —  {g,  h)  dg. 


7.  Il  est  bien  remarquable  que  les  différences  partielles  de  la  fonc- 
tion Q,,  relatives  aux  constantes  arbitraires,  puissent  s'exprimer  ainsi 
par  des  fonctions  différentielles  de  ces  mêmes  constantes  sans  que  le 
temps  ty  entre.  Il  s'ensuit  qu'on  pourra  également  exprimer  les  diffé- 
rentielles -r-î  -;->  -?-'■•■  par  les  différences  partielles  de  la  fonction  il 
dt     dt     dt        l  r 

relatives  aux  éléments  a,  b,  c,...,  multipliées  par  de  simples  fonctions 
de  ces  quantités  sans  t;  car  il  n'y  aura  qu'à  déduire  les  valeurs  de  ces 
différentielles  des  six  équations  précédentes  par  les  méthodes  ordinaires 
de  l'élimination,  et  il  est  visible  qu'elles  seront  toutes  de  la  forme 

(a  —      B  —  -h  C—  h-  F  —  +  G  —  +  k  —  W 

V    da  db  de  df  dg  dh) 

dans  laquelle  les  coefficients  A,  B,  C,  F,...  ne  seront  donnés  que  par  les 
coefficients  (a,  b),  {a,  c),  (b,  c),...,  et  ne  seront  par  conséquent  que  de 
simples  fonctions  des  éléments  sans  t;  ce  qui  fournit  un  Théorème  très- 
important  et  très-utile  dans  la  Théorie  des  perturbations  des  planètes. 

92. 
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Il  est  bon  de  remarquer  encore  que  la  même  analyse  servirait  égale- 
ment si  l'attraction,  au  lieu  d'agir  en  raison  inverse  du  carré  des  di- 
stances, suivait  la  loi  d'une  autre  fonction  quelconque  de  la  distance.  Car 
soit,  en  général,  r  la  distance,  et  supposons  que  l'attraction,  au  lieu 

d'être  proportionnelle  à  —  ■>  soit  proportionnelle  à  <p  (r.;  il  n'y  aura  qu'à 
mettre  dans  les  équations  différentielles  les  termes  —  -  — ■  *  -•  sous  la 

1  ,,3  ,.3  ,,3 

forme 

d-  d-  d- 

r  r  r 

dx  dy  dz 


et  remplacer  ensuite  -  par  —  /  <p(r)  dr.  De  même,  dans  la  fonction  ù,  il 
faudra  mettre 

d  I  o(r')dr'        d  /<p(i''  )dr'        d  fcp(r')dr' 
dx'  dy'  dz' 

à  la  place  de  —  ■>  —•  —  >  et  —  j  (p(p')dp'  à  la  place  de  —■>  en  supposant, 

pour  abréger, 

P'  =  \]{x  —  x'Y-h  [y—  r'y+(z  —  z'Y, 

et  ainsi  pour  les  quantités  affectées  de  deux  traits, — 

Enfin,   si  l'on  voulait  aussi  avoir  égard  à  la   figure  des  planètes 
perturbatrices,  il  n'y  aurait  qu'à  substituer  pour  la  planète  m',  à  la 

place  de  m'  j  cp(r')dr',  m'  I  o(p')dp',  les  quantités  ^dm'  j  cp(r')dr', 

Wm'  /  (p(p')dp',  en  supposant  que  les  rayons  r',  p'  soient  dirigés  à 

chaque  élément  dm'  de  la  planète  m',  et  que  l'intégrale  dénotée  par  la 

caractéristique  "S  soit  prise  pour  toute  la  masse  m',  en  ne  faisant  varier 

que  les  coordonnées  qui  déterminent  la  position  de  dm'  relativement  au 
centre  de  la  planète,  et  regardant  comme  constantes  les  coordonnées  x', 
y' ,  s' de  ce  centre;  et  ainsi  pour  les  autres  planètes.  Cela  suit  du  Théorème 
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que  j'ai  donné  en  1774.  dans  l'Article  XII  de  la  Pièce  Sur  l'équation  sécu- 
laire de  la  Lune.  [Voyez  le  tome  VII  des  Savants  étrangers  (*)]. 

8.  Nous  venons  de  montrer  comment  on  peut  obtenir  les  valeurs  des 
différentielles  de  tous  les  éléments  par  les  différences  partielles  de  la 
fonction  Q.  relatives  à  ces  éléments.  Mais,  pour  le  grand  axe,  j'ai  trouvé, 
il  y  a  longtemps,  que  sa  différentielle  peut  s'exprimer  par  la  différence 
partielle  de  Q.  relative  au  temps  t,  en  tant  qu'il  entre  dans  les  valeurs 
elliptiques  de  x,  y,  z.  On  parvient  à  ce  résultat  par  la  considération 
suivante. 

Soit  $  =  o  une  des  intégrales  des  trois  équations  en  x,  y,  z  dans  les 
cas  où  les  termes  dépendant  de  O  sont  nuls;  la  quantité  $  sera  fonction 

de  x,  y,  z,  ~j-,  -j-,  -r-,  et  de  a,  b,  c, . . . ,  ou  de  quelques-unes  de  ces 

quantités  seulement.  En  regardant  a,  b,  c,...  comme  constantes,  l'équa- 
tion d<$  =  o  devient  identique  par  la  substitution  des  valeurs  de  x,  y,  z 
en  t  et  en  a,  b,  c,...;  mais  en  les  regardant  comme  variables  et  dénotant 
par  la  caractéristique  §  les  différentielles  relatives  à  ces  variables,  tandis 
que  la  caractéristique  ordinaire  d  se  rapporte  à  la  variable  t,  la  différen- 
tiation  complète  de  $  donnera  l'équation  d<&  -)-  <M>  =  o;  et  comme  rf$ 
est  identiquement  nul  par  l'hypothèse,  on  aura  simplement  ô$=o. 
Or  il  est  facile  de  voir  que  l'on  a 

d$  eŒ>  d$  _d$_  ôdx       _rf$_  §dy        d$_  dth 

dx  dr  dz  ,dx    dt  . dy    dt  ,  dz    dt 

J  d—r-  d-,-  d-y- 

dt  dt  dt 

d$   ,         d$   ,,        d®  , 
-t-  -;—  da  H — n-  do  h — =-  de  -t- .  .  .  . 
da  do  de 

Mais  on  a  vu  au  commencement  (3)  que  les  conditions  de  la  variation 
des  éléments  sont 

èx  =  o,  èy  =0,  èz  =  o, 

ôdx  _  dû    .        èdy  _  dû  d(       Sdz_  __  dQ  d(  . 
dt         dx      '        dt         dy      '        dt         dz       ' 

(*)  OEuvres  de  Lagrange,  t.  VI,  p.  348. 
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donc  on  aura  l'équation 

d<$    dQ        d<i>    dQ        d$>    dQ\    ,        c/$   ,        d$  „ 

— j 1 1 t  j •"  — r~  -j—  \  dt  H r-  da-i — tj-  do  -i- .  .  .—  o. 

.  dx  dx  dy  dy  dz  dz     I  da  db 

C  dt  ' 777  (77         / 

Il  s'ensuit  de  là  que,  si  la  fonction  0  ne  contient  qu'une  seule  des 
constantes  arbitraires  a,  b,...,  on  aura  sur-le-champ  par  cette  équation 
la  valeur  de  sa  différentielle  dégagée  de  toutes  les  autres. 

Ainsi,  en  prenant  l'intégrale  connue 

dx-  +  dy2  -t-  dz2  ,  (  i         i  \ 

J-r- — (i-t-m =0, 

o.dt2  \r       iaj 

laquelle  résulte  immédiatement  des  trois  équations  fondamentales 


d2x 

-+- 

i  -+-  m 

X 

= 

o, 

dt2 

,,3 

d'y 

-+- 

i  +  m 

y 

= 

0) 

dt- 

r3 

d2z 
~dF 

+ 

i  -1-  m 
r3 

z 

= 

0, 

multipliées  respectivement  par  dx,  dy,  dz,  et  ensuite  ajoutées  ensemble, 
et  dans  laquelle  on  démontre  facilement  que  la  constante  arbitraire  aa 
représente  le  grand  axe  de  l'ellipse,  la  formule  précédente  donne  tout 

de  suite 

dil    ,         dQ    ,        dil    ,  s  ,  i 

j—  dx  -\ — ;—  dy  -+-  -r-  dz  -+-  (  t  -+-  m  )  d  —  =  o  ; 

dx  dy  dz  ia 

et,  comme  ici  les  différentielles  dx,  dy,  dz  se  rapportent  uniquement 
à  t,  il  est  clair  que  cetfe  équation  peut  être  représentée  plus  simple- 
ment par 

dû  s  ,  i 

— =-  n  dt  -+-  (  t  -l-  ni)  d —  =  o, 
ndt  ia 

de  sorte  qu'on  aura 

,           2  a2      dil       , 
da  = — r  n  dt. 

i  ■+■  m  il  dt 
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J'écris  ndt  dans  la  différentiation  partielle  de  0  pour  qu'on  ne  fasse 
varier  le  t  qu'autant  qu'il  sera  contenu  dans  x,  y,  z,  où  il  est  multiplié 
par  n. 

Telles  sont  les  formules  les  plus  simples  pour  la  variation  des  élé- 
ments des  planètes.  Nous  allons  les  employer  d'abord  pour  la  variation 
du  grand  axe. 

Variation  du  grand  axe. 

Première  approximation. 
9.  La  variation  du  grand  axe  ia  est  la  plus  importante,  parce  que 
celle  du  moyen  mouvement  m'en  dépend  à  cause  de  n  =  i/ — f—U  et  le 

point  principal  est  de  déterminer  si  la  différentielle  da  peut  contenir  un 
terme  constant,  tel  que  Kdt;  car  ce  terme  donnerait  K^  dans  l'expression 
de  a  :  d'où  résulterait  un  terme  proportionnel  à  l2  dans  celle  du  mouve- 
ment moyen,  lequel  donnerait  une  équation  séculaire  croissant  comme 
le  carré  du  temps. 

Comme  les  variations  des  éléments  dépendent  toutes  des  différentielles 
partielles  de  la  quantité  £1,  qui  est  une  fonction  algébrique  des  coordon- 
nées x,  y,  z,  x',  y',  z',  x",  y",  z",...  des  planètes  m,  m' ,  m",...,  il  faut 
commencer  par  substituer,  ou  du  moins  supposer  qu'on  ait  substitué 
dans  cette  fonction  les  valeurs  elliptiques  connues  de  ces  coordonnées, 
lesquelles  sont  fonctions  de  ém{nt,  cos  nt  et  des  éléments  a,  b,  c,f,  g,  h 
pour  la  planète  m,  et  fonctions  semblables  de  s'inn't,  coin' t  et  des  élé- 
ments a',  b',  c',f,  g',  h'  pour  la  planète  m',  en  faisant  n'—  i/ — - — > 
et  ainsi  pour  les  autres  planètes. 

De  cette  manière  la  quantité  ù  deviendra  fonction  de  sin  nt,  cos nt, 

sinri  t,  cos  rit et  de  a,  b,  c,f,  g,  h,  a',  b',  c',f',  g',  h',...;  et,  comme 

les  valeurs  des  coordonnées  peuvent  être  réduites  en  séries  de  sinus  et 
cosinus  d'angles  multiples  de  nt,  ou  rit,  ou  ri't,...,  il  est  facile  de  voir 
que  la  fonction  Q  pourra  être  réduite  en  une  série  de  sinus  ou  cosinus 
d'angles  tels  que  int  -+-  i  ri  t  -t-  i"  ri'  t  +...,  en  dénotant  par  i,  i',  i",...  des 
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nombres  entiers;  ces  sinus  ou  cosinus  ayant  pour  coefficients  des  fonc- 
tions des  éléments  a,  b,  c,  f,  g,  h,  a',  b',  c', 

La  première  approximation  consiste  à  regarder  dans  la  fonction  il 
tous  ces  éléments  comme  constants;  alors  un  terme  quelconque  de  cette 
fonction  sera  de  la  forme 

i       sir.   /  .  .,    ,         .„    „  \ 

1  X  int  -+-  l' n  t  -4-  i"  n  l  -4-  .  .  .  )  , 

cos  \  ) 

le  coefficient  /étant  une  quantité  constante. 

Comme  dans  la  différence  partielle  — -f,  il  ne  faut  différentiel'  que  par 

rapport  au  terme  nt,  où  t  est  affecté  de  n,  on  voit  que  le  terme  dont  il 
s'agit  donnera  dans  la  valeur  de  da  le  terme 

ia' lin       -+-  cos  /  .  .,   ,        ...   „  \ 

X  .     \uit  -+-  l' n'  t  -+-  l 'n "t  ■+■ .    .), 

i-\-  ni        —  sin  \ 

et  par  conséquent  dans  la  valeur  de  a  le  terme 
iina?  I  sin 


1 1  -+-  m  )  (  in  -+-  i'  n'  -4-  i"  «"-+-...)       cos 


int  -j-  i'  n'  t  ■+-  i"  n" t  -+- .  .  . 


d'où  l'on  voit  qu'il  ne  peut  jamais  en  résulter  des  termes  proportionnels 
à  t,  à  moins  que  l'on  ait 

in  -+-  i'  n'  -h  i"  n"  -4- . .  .  =  o, 

ce  qui  est  à  peu  près  impossible,  vu  l'incommensurabilité  des  coeffi- 
cients n,  n',  n",...,  dans  notre  Système  planétaire. 

C'est  ainsi  que  j'avais  démontré,  dans  mon  Mémoire  de  1776,  ce 
Théorème  important,  que  les  grands  axes  des  planètes  ne  peuvent  être 
sujets  qu'à  des  variations  périodiques,  et  non  à  des  variations  croissant 
comme  le  temps  (*).  Mais  ce  Théorème  ne  pouvait  encore  être  regardé 
comme  exact  qu'en  se  bornant  à  la  première  approximation,  dans  la- 
quelle on  fait  abstraction  des  perturbations  qui  font  varier  tous  les  élé- 
ments a,  b,  c,/,  g,  h,  a',  b',  c 

(*)   OE  livre  s  de  Lagrange,  t.  IV.  p.  255. 
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Seconde  approximation. 

10.  Dans  cette  seconde  approximation,  nous  aurons  égard  à  la  va- 
riation des  éléments  qui  entrent  dans  la  fonction  ù;  et,  comme  ces 
variations  sont  fort  petites  parce  qu'elles  dépendent  elles-mêmes  des 
différences  partielles  des  fonctions  0,  Q',...,  dont  tous  les  termes  sont 
multipliés  par  les  masses  m,  m',  m",. . . ,  qui  sont  des  fractions  très-petites, 
on  simplifiera  le  calcul  en  décomposant  chaque  élément  en  une  partie 
constante  et  une  partie  variable  très-petite,  qu'on  pourra  dénoter  par  la 
caractéristique  A,  et  traiter  comme  on  traite  toutes  les  différences  finies. 
De  cette  manière  les  éléments  a,  a',  a",...,  b,  b',  b",...,  c,  c' ,  c",...  de- 
viendront a-\-  Aa,  a' -h  Aa',  a" -h  Aa" ,...,  b  4-  Ab,  b'-h  Ab' ,  b"-h  Ab",..., 
c -+- Ac ,  c' -h  Ac' ,  c"-\-  Ac" ,...,  où  a,  a',  a",...,  b,  b',  b",...,  c,  c',  c",...  seront 
dorénavant  des  quantités  constantes,  et  Aa,  Aa',  Aa",...,  Ab,  Ab' ,  Ab",... 
seront  les  seules  variables;  par  conséquent  les  différentielles  des  élé- 
ments da,  dà ,  da" db,  db' ,  db" ',...  deviendront  simplement  dAa, 

dAd ,  dAa",...,  dAb,  dAb',  dAb" 

En  faisant  ces  substitutions,  et  développant  ensuite  par  la  méthode 
connue  suivant  les  puissances  et  les  produits  des  différences  Aa,  Aa' , 
Ab,  Ab',...,  la  fonction  Q  deviendra  Q  -+-  AQ  -h\A'Hï  +...,  et  l'on  aura 


dQ  .         dQ  ..       dQ  ,         dû  A  „       dû  .  dQ 

-j—  Aa  -+-  -jr  Ab  -+-  -=-  Ac  -t-  -777-  A/  ■+-  -1—  Ag  ■+■  -ri- 
da db  de  df     J         dg     °        dli 


dQ.  .  ,  dQ  .,,  dQ.  .  .  dQ  ..,  dQ  .  ,  dQ  .., 
-j-r  Aa'  -t-  -jtj  Ab'  +T7iic,4--777A/'+T7  Ag-'  -4-  -jrj  Ali' 
da'  db'  de'  df     •'         dg'     °        dli' 


.   „       d*Q   .    ,  d'Q    .     ..  d'il    .     . 

A2Û  =  -î —  Aa-  -t-  2  -, — 77  AaAb  -t-  2  -. — r-  AaAc 
da-  da  db  da  de 


et.  la  formule  de  la  variation  du  grand  axe  deviendra 


2(a  +  Afl)'/rfû        dAQ       1  dA>Q  \      u 

dAa=  — -     — r-  H jr-  ^ j—  +.,.     ndt. 

1  -h  m       \  n  dt        n  dt        2    udt  j 

VL  93 


738  MÉMOIRE  SUR   LA   THÉORIE   DES  VARIATIONS 

Dans  ces  formules  la  fonction  il  et  ses  différences  partielles  ne  con- 
tiendront plus  que  t  de  variable,  et  les  différences  partielles  relatives  à  t 
ne  devront  être  prises  qu'en  faisant  varier  dans  Q.  le  /  qui  est  affecté  du 
coefficient  n. 

Le  premier  terme  —r  est  celui  que  nous  avons  considéré  dans  la  pre- 
mière approximation.  Dans  celle-ci  nous  allons  considérer  le  terme  sui- 
vant — j^--,  dans  lequel  Ail  ne  contient  que  les  premières  dimensions  des 
différences  Aa,  Ab,...,  Aa',  Ab' , 

11.  Je  vais  commencer  par  la  partie  de  Ail  qui  ne  renferme  que  les 
différences  Aa,  Ab,...  des  éléments  de  la  planète  m.  Cette  partie  est  com- 
posée des  termes  suivants 

dQ.  .  dQ,  A .        dû  K         dil  .  .      dQ  .  dQ  .  . 

-j-  Aa  -f-  -jr-  Ab  h-  -j—  Ac  -+-  -^  A/-+-  -j-  Ag  -+-  -jt-  Ah. 
da  db  de  df    J       dg     °       dh 

Comme  les  différentielles  da,  db,...  sont  remplacées  par  celles  de  Aa, 
Ab,  il  résulte  de  ce  que  nous  avons  démontré  plus  haut  (7)  que  chacune 
de  ces  différentielles  sera  de  la  forme 

(.dQ.      ndQ      rdQ       r(/Q      r  dil      „dQ\',t 

A  -, i-B^+C-j 1-  F  -Tj-  -h  G  -j \-U-rr)  dt, 

\     da  db  de  df  dg  dh  / 

dans  laquelle  A,  B,  C,...  sont  de  simples  fonctions  des  éléments  sans  t. 
Il  faudrait  donc  substituer  dans  ces  fonctions,  ainsi  que  dans  il,  a  -h  Aa, 
b  -t-  Ab,...,  a'-+-  Aa',  b'-h  Ab\...  au  lieu  de  a,  b,...,  a',  b',...;  mais  cette 
substitution  appartiendrait  à  l'approximation  suivante;  ainsi  on  pourra 
ici  regarder  les  quantités  A,  B,  C,...  comme  simplement  constantes,  et 

la  fonction  0  comme  simple  fonction  de  m,  rit,  ri't, Par  ce  moyen 

il  n'y  aura  de  variable  que  la  fonction  il,  et  les  valeurs  des  différences 
Aa,  Ab,  Ac,...  seront  de  la  forme 

.  rdQ.  ,     „  rdo.  7     ,,  rdo.  ,     _,  rdo,  ,     _  rdù  ,     TT  rdo.  , 

AJda-dt-*-BJMdl  +  Cjdc-dt  +  FJ  If  dt  +  Gj  dg-dt  +  *j  dhdt> 

qu'il  faudra  substituer  duns  la  formule  précédente. 
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Mais  j'observe  que,  si  au  lieu  de  substituer  ces  valeurs  on  conserve 
au  contraire  les  quantités  Aa,  Ab,  Ac,...,  et  qu'on  y  substitue  les  valeurs 
des  différences  partielles  de  ù,  que  nous  avons  trouvées  plus  haut  (6), 
en  y  remplaçant  les  différentielles  da,  db,  de,...  par  dAa,  dAb,  dAc,..., 
la  quantité 

/  dû  dil  dQ,  .         dil  ...      dQ  .         dil  .  .  \  , 

\  da  db  de  df     ■'        dg     °        dh        j 

prend  immédiatement  cette  forme  élégante  et  symétrique 

(a,  b){AadAb  —  AbdAa) 
-+-  (a,  c)  (AadAc  —  AcdAa) 
-h(a,f)(AadAf-  AfdAa) 
+  (a,  g){AadAg—  AgdAa) 
-+-  (a,  h)  (Aa  dAli  —  AA  dAa) 
-h(b,  c)(AbdAc  —  Ac  dAb) 
H-  ( b,  f)  (Ab  dAf  -  Afd  Ab ) 
+  (b,  g)  (AbdAg—  AgdAb) 
-h(b,/i)(AbdA/i  —  Ah  dAb ) 
+  (c,f)(AcdAf-  AfdAc) 
■+-(c,g){AcdAg-  AgdAc) 
-{-(c,  li)(AcdAk  —  Ah  dAc) 
+  (f,g)(AfdAg-AgdAf) 
+  (/,  h)  (Afd  Ah  -  Ah  dAf) 
■+-  (g,  h)(AgdAh  —  Ah  dAg), 

laquelle  contient,  comme  l'on  voit,  toutes  les  combinaisons  deux  à  deux 
des  six  éléments  a,  b,  c,f,  g,  h. 

Ici  la  fonction  Q.  est  censée  entrer  dans  les  valeurs  des  différentielles 
de  Aa,  Ab,  Ac,...,  et  par  conséquent  ce  n'ost  que  dans  ces  valeurs  qu'il 
faudra  faire  varier  le  t  en  tant  qu'il  sera  affecté  du  coefficient  n,  pour 
avoir  la  différence  partielle  relative  à  t  de  Au,  dans  l'expression  de  dAa. 

93. 
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12.  Si  maintenant,  dans  les  expressions  données  ci-dessus  des  diffé- 
rentielles dAa,  dAb,...,  on  substitue  la  valeur  de  û  en  série  de  sinus  et 
cosinus,  on  aura  des  termes  de  la  forme 

(LsinN*  +  McosNi)  dt, 

qu'on  peut  réduire  à 

Psin(N<  +  jo)a^, 

dans  lesquels  N  =  m-t-  i'n'-h  i"n"  +  ...,  en  donnant  à  i,  i',...  toutes 
les  valeurs  entières  y  compris  zéro. 

Soit  donc 

Psin(Ni-t-/>) 

un  terme  quelconque  de  dAa,  la  valeur  de  Aa  aura  le  terme  corres- 
pondant 

_  Pcos(Ni!-t-p) 

N 

Il  y  aura  de  pareils  termes  dans  lès  valeurs  de  dAb  et  Ab,  et  il  est 
facile  de  voir  que  la  formule  AadAb  —  AbdAa  ne  pourra  donner  de 
termes  sans  t  dans  la  différentielle  partielle  de  û,  à  moins  qu'on  ne 
combine  ensemble  les  termes  de  dAa  et  de  dAb  qui  ont  le  même  argu- 
ment Nï.  Ainsi  l'on  prendra  pour  dAb  et  Ab  les  termes 

~  .    ,»t          ,  j                 Qcos(N<  +  o) 
Qsin(Ni!-(-ç)cfr     et     — ^ ^- 


Substituons  ces  termes  dans  l'expression 

rA     d(dAb)       XLd(dAa)l       . 
Aa  -^—, — -  -  Ab     v     ,t         ndt, 
ndt  ndt     J 


elle  deviendra 


PO 

■^[(cos(Nf-l-p)cos(Nf-i-qf)  —  cos(N/  +  q)  cos(N<  +/»)]  ndt. 


qui  est  évidemment  nulle. 

Donc  l'expression  dont  il  s'agit  et  toutes  les  expressions  semblables 
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dont  est  composée  la  partie  de  — -3—  ndt,  qui  est  due  aux  variations  des 

éléments  de  la  planète  m,  ne  pourront  jamais  donner  de  termes  con- 
stants; par  conséquent  la  variation  du  grand  axe,  en  tant  qu'elle  dépend 
de  ces  mêmes  variations,  ne  contiendra  point  de  terme  constant  et  indé- 
pendant de  t. 

C'est  de  cette  manière  que  M.  Poisson  a  démontré  l'absence  des 
termes  constants  dans  la  variation  du  grand  axe,  due  aux  variations  des 
éléments  de  la  planète  troublée,  après  avoir,  par  une  combinaison  ingé- 
nieuse des  formules  connues  pour  ces  variations,  ramené  les  différents 
termes  de  la  variation  du  grand  axe  à  la  forme 


?  fQdt-Qftdt. 


13.  Il  reste  à  considérer  les  autres  parties  de  la  fonction  Aii  dépen- 
dant des  variations  des  éléments  a',  V ,  c ', . . . ,  a",  b",  c", . . .  des  pla- 
nètes m',  m",...;  mais  on  n'y  peut  plus  employer  les  mêmes  réductions, 
parce  que,  la  fonction  ù  n'étant  pas  symétrique'par  rapport  aux  coordon- 
nées x,  y,  z,  x',  y',  s', . . . ,  il  arrive  que  les  fonctions  0',  Q." ,.. . . ,  qui 
doivent  entrer  dans  les  équations  différentielles  en  oc',  y',  s',  oc",  y",  z" ',..., 
sont  toutes  différentes  de  la  fonction  O,  comme  nous  l'avons  remarqué 
au  commencement  (1). 

Pour  éviter  cet  inconvénient  et  pouvoir  renfermer  dans  un  même 
calcul  la  détermination  de  la  variation  complète  du  grand  axe,  il  faut 
rapporter  les  planètes  m,  m',  m",...,  ainsi  que  le  Soleil,  à  leur  centre 
commun  de  gravité,  autour  duquel  leurs  mouvements  sont  plus  régu- 
liers à  quelques  égards. 

Variation  des  éléments  des  orbites  rapportées  au  centre  commun 
de  gravité  du  Soleil  et  des  planètes. 

14.  Prenons  X,  Y,  Z  pour  les  coordonnées  du  Soleil,  et  conservons 
les  mêmes  lettres  x, y,  z,  x', y',  z',...  pour  celles  des  planètes,  l'origine 
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de  ces  coordonnées  étant  dans  le  centre  commun  de  gravité;  nous  avons 
d'abord,  par  la  propriété  du  centre  de  gravité,  les  trois  équations 

X  +  mx  -+-  m'x' -\-  m"x"-h  .  .  .=  o, 
Y  -+-  my  +  m'y' -h  m"y"  -\-  . .  .==  o, 
Z  +ms  +  m!  z'  -+-  m"  z"  -+- . .  .  =  o. 

Ensuite,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

û=«  \-  l  —  1 

Ls/(^  -  X)2+(j  —  Y)2-t-(z  — Z)2  r       J 

[i  i  -f-  m'  1 

s/'(^'-X)3+(j'-Y)J  +  (2'-Z)2  '•'       J 

„  T  i  i  -h  m"  ~\ 

-+-  m" 7, — 

ls/(x"-Xy-+(f"-.Yy-h(z"-ZY  r        J 


nuit 


mm 


r             ■  ■  *i 

Lv'i*'—  ^)2-t-(j'~  r)'+  (*'  —  z)*  r  r  J 

LvV-*)2  +  (/'-j)-;  +  (^"-  z)2  r  r  J 

»  //T                      ■  '  r  1 

L  */(#"— ^')'-i-(r"— y' )'  +  {*"— z'f  r  r  J 


on  aura  les  équations  suivantes,  dans  lesquelles  je  fais,  pour  abréger, 
m  -+-  m'  -+-  m"  ■+- . . .  =  M , 

rfaX  _  dQ  d>Y  _  dQ       d'Z  __  dQ 

dt2   ~~dX'  ~d~F~d\'     W  ~  dz' 

(P_x         i  +  M     _    dQ.          d\r  i  +  M    ,  _   dQ          d-z    ^  i  +  M  _  _    dQ 

dt2              r3                mdx         dt'  r'      '          mdy         dt-              r3      •          m  dz 

d2x'        i  +  M     ,_     dQ          d'y'  i  +  M     ,_     dQ          d-z'        i-f- M  '  ,_    dQ 

df            r'3               m'dx'  '       dt2  r"       "        m'dy'         dt2            r'3               m1  dz' 
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Ces  équations  sont,  comme  l'on  voit,  toutes  semblables  pour  les  diffé- 
rentes planètes,  et  en  même  temps  semblables  à  celles  où  les  coordon- 
nées sont  rapportées  au  Soleil;  mais  la  fonction  ù  est  ici  la  même  pour 
toutes  les  planètes,  parce  qu'elle  est  symétrique  par  rapport  aux  coor- 
données x,  y,  z,  x  ,  y',  z', . . . . 

J'avais  donné  ces  équations  relatives  au  centre  de  gravité  sous  une 
forme  un  peu  différente,  mais  qui  est  la  même  pour  le  fond,  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  de  1777  (*),  et  j'en  avais  déduit  diffé- 
rents Théorèmes  relatifs  aux  centres  de  gravité  des  planètes. 

II  est  bon  de  remarquer,  à  l'égard  de  la  fonction  Q,  qu'elle  n'est  com- 
posée que  de  termes  du  second  ordre  relativement  aux  masses  m,  m', 
m",...;  car  les  quantités  qui,  dans  cette  fonction,  ne  sont  multipliées 
que  par  m,  m,  m",...,  sont  déjà  elles-mêmes  du  premier  ordre,  à  cause 
que  les  X,  Y,  Z  sont  du  premier  ordre,  comme  on  le  voit  par  les  trois 
équations  finies  du  centre  de  gravité.  Ainsi  les  différences  partielles 

dQ.      dQ.     dQ.       dil        dû        dQ. 

dX      d\      dZ      mdx     mdy      indz 

qui  forment  les  seconds  membres  des  équations  différentielles,  seront 
toutes  très-petites  du  premier  ordre,  relativement  aux  masses  m,  m', — 
On  pourra  donc  traiter  ces  équations  comme  nous  avons  fait  à  l'égard 
de  celles  qui  se  rapportent  au  centre  du  Soleil,  et  en  tirer  des  résultats 
semblables. 

15.  Comme  les  quantités  X,  Y,  Z  sont  du  premier  ordre  relativement 

aux  masses  m,  m', ... ,  on  pourra  les  négliger  dans  la  valeur  de  — -jj-  de 

la  première  approximation  dans  laquelle,  en  supposant  les  éléments 

constants,  on  néglige  leurs  variations,  qui  sont  aussi  du  premier  ordre. 

Dans  la  seconde  approximation,  comme  les  différentes  parties  de  AQ. 

relatives  aux  variations  des  éléments  des  planètes  m,  m',  m", . . .  sont 

(*)  OEuvies  de  Lagrange,  t.  IV,  p.  401. 
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toutes  semblables  et  dépendantes  de  la  même  fonction,  elles  donneront 
toutes  le  même  résultat. 

A  l'égard  de  la  partie  de  9.  dépendante  des  coordonnées  X,  Y,  Z  du 
Soleil,  elle  contiendra  les  termes 

dû  v       dQ  v      dil  _ 
dXX  +  dïY+dZ^ 

et  l'on  aura  X,  Y,  Z  par  les  trois  premières  équations,  lesquelles  donnent 

*-/*/*&  *=/*/*£•  «=/*/*& 

Comme  les  différences  partielles  de  û  relatives  à  ndt  ne  regardent 
que  les  coordonnées  #,  y,  s,  la  variation  du  grand  axe  la  dépendante 
de  ces  termes  sera  exprimée  par 

4'a  +  Aa)'  /    d'Q  d*Q.  d?Ù       \ 

i-t-M       [ïïdtdX  À+  «rf/rfY       +  ndtdZ     )         ■ 

On  pourra  faire,  dans  les  expressions  des  différences  partielles  ^-> 

f*~,  _~,  les  X,  Y,  Z  nuls,  parce  que  ce  sont  des  quantités  très-petites 

aY     aZ  r  t  -i 

du  premier  ordre;  alors  ces  différences  partielles  ne  seront  plus  que 
des  fonctions  de  x, y,  z,  oc' , y',  z',...,  et  par  conséquent  seront  réduc- 
tibles à  des  suites  de  termes  de  la  forme 

Psin(N<  +  p), 

en  supposant,  comme  ci-dessus, 

N  =  ire  -t-  i'n!  ■+■  i"n"  -(-.... 

Considérons  dans  -?=■  un  terme  de  cette  forme;  il  en  résultera  dans  X, 
par  la  double  intégration,  le  terme 

Psin(N<+^) 

~  N2 
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n  dt  d\ 


Ce  terme  devant  être  multiplié   par  ,    il  est  visible  qu'il  n'en 


pourra  résulter  de  terme  sans  t,  à  moins  qu'on  ne  prenne  dans  -~ç-  un 

terme  qui  ait  le  même  argument  N£,  et  qui  soit  par  conséquent  de  la 

même  forme  PsinfN*  -hp),  puisqu'on  sait  que  tous  les  termes  qui  ont 

le  même  argument  Nï  sont  réductibles  à  un  seul  de  cette  forme;  ce  terme 

deviendra 

z"Pcos(N*  +  /?) 

j  &Q.  ,    .     , 

dans      ,    .   ■■,  et  le  produit  des  deux  termes  sera 
ndtdX.  l 

;'P!sin2(N<  +  p) 


aN! 

et  par  conséquent  périodique. 

On  peut  conclure  de  là  que,  dans  les  ellipses  variables  que  les  pla- 
nètes peuvent  être  censées  décrire  autour  du  centre  commun  de  gravité 
du  Soleil  et  des  planètes,  les  grands  axes  ne  peuvent  être  sujets  à.  des 
variations  non  périodiques,  tant  qu'on  n'a  égard  qu'aux  termes  propor- 
tionnels aux  masses  et  à  leurs  carrés  ou  produits  de  deux  dimensions; 
que  par  conséquent  leurs  mouvements  moyens  ne  sauraient  contenir 
des  inégalités  croissant  comme  les  carrés  des  temps. 

Mais,  quand  on  connaît  le  mouvement  d'une  planète  autour  du  centre 
commun  de  gravité,  il  est  facile  d'avoir  son  mouvement  rapporté  au 
Soleil;  car  les  coordonnées  relatives  à  ce  mouvement  ne  sont  que  les 
différences  de  celles  de  la  planète  et  de  celles  du  Soleil.  Ainsi,  x,  y,  s 
étant  les  coordonnées  de  la  planète  et  X,  Y,  Z  celles  du  Soleil,  on  aura 

x  —  X,  y  -  Y,  z  -  Z 

pour  les  coordonnées  delà  planète  rapportées  au  Soleil.  Or  les  équations 
données  ci-dessus  (14)  pour  le  centre  de  gravité  donnent 

X  =  —  mx  —  m  x'  —  m" x"  —  .  .  . , 

Y  =  —  nxy  —  m'y1  —  m" y"  —  .  .  . , 

Z  =  —  m  z  —  m' z'  —  m"  z"  — .... 
VI.  94 
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Ainsi  les  coordonnées  autour  du  Soleil  sont  données  par  celles  qui  se 
rapportent  au  centre  de  gravité. 

De  plus,  comme  tous  ces  mouvements  sont  à  peu  près  elliptiques,  soit 
autour  du  centre  commun  de  gravité,  soit  autour  du  Soleil,  on  peut 
aussi  rapporter  à  des  ellipses  variables  les  nouvelles  coordonnées 

a?  — X  y  —  Y,  z  —  Z; 

et,  par  la  Théorie  des  osculations  que  j'ai  exposée  ailleurs,  on  aura  les 
valeurs  des  éléments  variables  correspondants,  en  substituant  ces  coor- 
données à  la  place  des  coordonnées  x,  y,  z  dans  l'expression  de  chaque 

., ,  dx    dr    dz         ,   ..  >   ,',  ,    , 

elemeot  en  x,  y,  z  et  -,-•>  -ri  -j-»  relative  au  cas  ou  I  on  regarde  les 
dt     dt     dt  D 

éléments  comme  constants. 

Ainsi,  comme  on  a,  en  général  (8j,  pour  le  grand  axe  ia,  l'expression 

i  i        dx-  ■+■  dy2  -+-  dz2 


i(i -h  m)  df 


on  aura  pareillement  pour  le  grand  axe  20:  de  la  planète  rapportée  au 
centre  commun  de  gravité 

1    1        dx2  -t-  dy 2  -1-  dz1 

w_r  2(n-M)d*2    ' 


où  x,  y,  z  et  r=  \]x2  -+- y2  -t-  z'2  sont  censés  avoir  leur  origine  au  centre 

commun  de  eravité;  et  cette  valeur  de  —  deviendra  celle  de  —  pour  la 
s  10t.  iav 

même  planète  rapportée  au  Soleil,  par  la  substitution  de  x  —  X,  y  —  Y, 

z  —  Z  au  lieu  de  x,  y,  z  (*) . 

(*)  Une  explication,  sur  ce  passage,  est  peut-être  nécessaire.  Comme,  dans  l'expression 

précédente  de  — ,  x\Xiz  désignent  les  coordonnées  de  la  planète  par  rapport  au  Soleil,  il 

est  clair  qu'il  suffira  de  substituer  x  —  X,  y  —  Y,  z  —  Z  à  j;,-  7,  z,  si  ces  dernières  lettres 
sont  employées  pour  représenter  les  coordonnées  relatives  au  centre  de  gravité,  X,  Y,  Z  dési- 
gnant alors  les  coordonnées  du  Soleil.  Mais  on  peut  aussi  procéder  d'une  autre  manière,  comme 

le  fait  Lagrange.  A  la  force  -. ^-7, — ; =775 — ; s™  qui  régit  le  mouvement  elliptique 

(x  —  X)--h(y  —  Y)2-h(z  —  Z)-     '        &  l 
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17.  Comme  les  quantités  X,  Y,  Z  sont  du  premier  ordre  relativement 
aux  masses,  il  suffira,  dans  cette  substitution,  d'avoir  égard  aux  secondes 
dimensions  de  ces  quantités.  Ainsi 


deviendra 

i 
y-r2—  2(^?X+jrY-i-  z'L)  -+■  X2-+-Y2+  Z2 

i        a-X-t-jY  +  sZ       X2+Y2+Z2       (.rX-t-rY-t-^Z)2 

— 1 : ■ ; 1-  ; \     )> 

.              , . . ,  dx2  -t-  dr*  -+-  dz'  j     .       , 
et  la  quantité  — ; ■.   .,,     deviendra 

^  2  (  n-  M  )  dl2 

dx2  -4-  dr2  -+-  dz2       dxdX  -+-  dydY  -+-  dz  dZ       dX2  -4-  dY-  -4-  dZ2   „ 

2( i  +  M )  dt2       h"  (i-t-M)t^2  +      2(1-4-  M)  dt- 

Par  ces  substitutions  et  en  remettant  —  à  la  place  de  sa  valeur,  on 

2a  r 

aura 

i    __    i         xX  +  rY  +  zZ       dxdX-h  dydY  -t-  dzdZ 
Ta  ~~  ââ  H  73  (i-hM)dl- 

■    (xX+rY  -ï-  zZV—  r2(X2+Y2-4-Z2)       c/X2 -t- JY2  +  </Z2 

+   "  2^  2(l  +  M)^2 


I  -H  M 

de  la  planète  m  autour  du  Soleil,  rien  n'empêche  de  substituer ^- — - =r- — ; =—2 > 

^  r  [x  —  Xy-h{x  —  Y)  -+-(z  —  Z) 

pourvu  qu'aux  forces  perturbatrices  existantes  on  ajoute  une  force  nouvelle  de  même  ordre 

que  celles-ci ,  égale  à  ; ^ ,    """',., ; ^o  et  dirigée  du  Soleil  vers  la  planète. 

(Note  de  l'Editeur.) 

(*)  Cette  formule  est  inexacte;  le  facteur  3,  qui  doit  multiplier  le  dernier  terme  du  second 
membre,  a  été  omis  par  l'Auteur.  (Note  de  l'Éditeur.) 

(**)  Le  deuxième  terme  de  cette  expression,  qui  est  affecté  du  signe  -4-,  doit  avoir  le 
slone  — .  (Note  de  l'Éditeur.) 

(***)  Les  fautes  que  nous  venons  de  signaler  affectent  la  présente  formule.  Pour  rétablir 
l'exactitude,  il  faut  remplacer  par  -+-  le  signe  —  placé  devant  le  troisième  terme  du  second 
membre,  et  donner  le  coefficient  3  à  la  première  partie  du  numérateur  du  quatrième  terme. 

(Note  de  l'Éditeur.) 

94- 
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Mais  les  équations  différentielles  en  x,  y,  s  de  l'orbite  de  m  rapportée 
au  centre  commun  de  gravité  donnent  (14) 

x  fcx  dQ. 


[t-hM)dt2       (n-M)m(fï 
d'y  dQ 


[i~hM)dr-        (i+M)mJj 
d*z  dû 


r3  (i-hM)dt1        (i  +  M)mrf2 

Substituant  ces  quantités  dans  —3 ,  il  vient 

i  i        d(TLdx-t-  Ydr-hZdz)      ,r.  ,„. 

= - -I-  "r    (     ) 

za       ioc  (i  +  M)dP  v   h 

en  Taisant,  pour  abréger, 

v_  (xX-hrY-hzZ)2—r'(X'-hV-hZ*)      dX'-hdY'+dl1  i      /Xrftl      Ydii      Zdil\ 

rb  2(n-M)rf/2  i-t-M  \mdx       mdy       mdz)  *     '' 

Dans  cette  formule  on  a  (numéro  cité) 

X  =  —  mx  —  ni' x'  —  . .  . , 
Y  =  —  my  —  m'y'  —  .  .  . , 
Z  =  —  mz  —  m'z'  —  ...  ; 

de  sorte  que  la  fonction  W  est  du  second  ordre  relativement  aux  masses 

(*)  Cette  formule  est  inexacte,  comme  celle  d'où  elle  est  tirée;  il  faut  la  remplacer  par  la 
suivante 

J_  _  J (Xrf'x  -+■  Yd\y  -h  ZcPz)  -{dxdX-h  dydY -+-  dzdZ) 

in        -la  (l-t-U)dt' 

(Note  de  l'Éditeur.) 

(**)  Dans  le  second  membre  de  cette  formule,  il  faut  donner  le  coefficient  2  au  dénomina- 
teur du  premier  terme  et  le  coefficient  3  à  la  première  partie  du  numérateur. 

(Note  de  l'Éditeur.) 
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m,  m',...,  puisque  les  différences  partielles  — j—>  — ^-i  — r-  sont  déjà 
'         '  l  m  dx     m  dy     mdz  * 

du  premier,  comme  on  l'a  vu  ci-dessus.  Ainsi  il  suffit  d'y  substituer, 
pour  x,  y,  z,  os',  y',  z',...,  leurs  valeurs  elliptiques  à  éléments  con- 
stants; d'où  l'on  voit  que  cette  fonction  ne  peut  contenir  aucun  terme 
proportionnel  au  temps. 
A  l'égard  de  la  quantité 

Xdx-hYdy  +  Zdz 
dt 

qui  n'est  que  du  premier  ordre,  elle  pourrait  contenir  de  pareils  termes 
parla  variation  des  éléments  dansles  expressions  de  x,y,z,x',y',  z',...; 

mais,  comme  la  valeur  de  —  ne  contient  que  la  différentielle  de  cette 

quantité  relativement  au  temps,  il  est  clair  que  le  temps  disparaîtra  par 
la  différentiation.  Enfin  on  a  prouvé  que  le  grand  axe  2«  de  l'orbite  rap- 
portée au  centre  commun  de  gravité  ne  renferme  point  de  ternies  pro- 
portionnels au  temps,  en  ayant  égard  aux  quantités  du  premier  et  du 
second  ordre  des  masses;  donc  le  grand  axe  2a  de  la  même  orbite  rap- 
portée au  centre  du  Soleil  n'en  renfermera  pas  non  plus  :  ce  qu'on  s'était 
proposé  dedémontrer  (*).  On  voit  que  cette  démonstration  est  directe 
et  générale,  et  ne  laisse  rien  à  désirer. 

Développement  des  formules  générales  relativement  aux  variations 
des  éléments  elliptiques  (**). 

18.  Jusqu'à  présent  notre  Analyse  a  été  indépendante  des  valeurs 
des  coordonnées  elliptiques  x,  y,  z;  mais  elle  serait  incomplète  si  elle 
n'offrait  pas  les  formules  des  variations  des  éléments  elliptiques,  ré- 

(*)  Cette  conclusion,  que 'L'illustre  Auteur  tire  d'une  expression  inexacte  de  — 1  ne  résulte 

plus,  d'une  manière  évidente,  de  l'expression  corrigée.  La  faute  de  signe  que  nous  avons 
signalée  réduit  donc  à  néant  la  démonstration.  {Note  de  l'Éditeur.) 

(**)  Ce  qui  suit  n'a  été  lu  que  le  12  septembre. 
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duites  à  la  forme  la  plus  simple  et  la  plus  propre  pour  le  calcul  des  per- 
turbations des  planètes.  Or  ces  formules  demandent  le  développement 
des  fonctions  que  nous  avons  désignées  (6)  par  les  symboles  (a,  b), 

(a,  c) en  y  substituant  les  valeurs  de  x, y,  z  exprimées  en  t  et  en  a, 

b,  c,...;  ainsi  nous  commencerons  par  donner  ces  valeurs  sous  la  forme 
la  plus  simple. 

Sans  chercher  à  les  déduire  de  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles, ce  qui  serait  trop  long,  et  ce  qui  est  d'ailleurs  assez  connu,  nous 
emploierons  la  considération  de  l'angle  appelé  par  les  Astronomes  ano- 
malie excentrique,  et  que  nous  désignerons  par  u.  Par  le  moyen  de  cet 
angle,  on  a  tout  de  suite  la  formule 

ni  -+-  c  =  u  -+-  b  sin  u, 

dans  laquelle  nt  +  c  est  l'anomalie  moyenne,  n  étant  égal  à  y — —  > 

et  où  a  est  le  demi-grand  axe,  b  l'excentricité,  savoir  le  rapport  de  la 
distance  des  foyers  au  grand  axe  2a  de  l'ellipse,  etc  l'époque,  savoir  la 
valeur  de  l'anomalie  moyenne  qui  répond  à  l'instant  d'où  l'on  commence 
à  compter  le  mouvement  moyen  ni.  Ensuite  on  a,  en  prenant  les  ab- 
scisses x  dans  le  grand  axe  depuis  le  foyer,  et  les  ordonnées  y  perpendi- 
culaires au  grand  axe  dans  le  plan  de  l'ellipse, 

x  =  a(b  -+-  cosu),     y  =  a\/i  —  b's'xnu,     z  —  o. 

En  éliminant  u,  on  aura  les  valeurs  de  x  et  y  en  fonction  de  ni  et  des 
constantes  a,  b,  c,  qui  sont  les  éléments  du  mouvement  elliptique.  Les 
trois  autres  constantes/,  g,  h  ne  dépendent  que  de  la  position  du  grand 
axe  et  du  plan  de  l'ellipse  relativement  au  plan  fixe. 

19.  Ne  considérons  d'abord  que  ces  valeurs  de  x,  y,  z;  elles  donne- 
ront par  les  différentiations  celles  de 

dx        d'x        dx         d'x 
da  '      dt  da  '      db  '      dt  db 
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qu'on  substituera  dans  les  expressions  de  [a,  b),  (a,  c),...  du  n°  6,  et, 
comme  ces  expressions  doivent  être  indépendantes  de  t,  on  pourra  en  re- 
jeter les  termes  qui  contiendront  /  hors  des  signes  de  sinus  et  cosinus, 
et  faire  u  =  o  sous  les  sinus  et  cosinus. 
On  aura  d'abord 

du n  du  t  dn 

dt         \  -\-  b  cosu       da        i  -h  b  cosu  da 

mais  on  a 

dn  3  da 

n  i    a 


d'où 


et  par  conséquent 


dn  _        3  « 
da  ia 


du  Znt 


da  za(j  -h  b  cosu) 

du s'mu 

db  ï  -h  b  cosu 

du i 

de  i  -+-  b  cosu 


De  là  on  trouvera 


dx       .  Znts\x\u 

-r-  =  b  -+-  cos  u  H ; , 

da  2  { i  -+-  b  cos  u  ) 

dy         t   .  Znt  cosu        ,- 

-r-  =  i/i  —  b-  sin  u  —  -. J\ 

da       '  i\i  -\-  b  cosu)  * 

dx  j  s\v\lu      \ 


db  \         i  -t-  b  cos; 

dy 

db  jj fc  °"  i  -+-  b  cosu 

dx  a  sin  m 


de  i  +  b  cosu 

dy  a cosu 


v/i  —  b'. 
de         i  -f-  b  cos  u 
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Différentiant  encore  ces  valeurs  en  ne  faisant  varier  que  t  et  u,  et  sul>- 

du  ,  n  ,,       ,      d}x       d2r 

stituant  pour  -j-  sa  valeur 7 >  on  aura  celles  de   ,,  ,  ?    ,,  ;■■■>  — 

1  dt  i-)-6cosz<  dt  da     dtda 

En  faisant  ensuite  dans  les  unes  et  dans  les  autres  t  =  o,  u  =  o,  on 

aura  celles-ci 

dx  , 

-J-     =1-1-0, 

da 

da? 

db     =  "> 


d'x 

dt  da 


d-x 
dTdb 


d2x 


dr 

da 

dy 

db 

a 

dr 

v/i- 

-6= 

de 

1  -t- 
ra\n 

b    ' 

dy 

1  — 62 

d<  da 

2(J 

+  6,' 

dy 

nfl 

d;d6 

(r-t-6)di  — 6S 

d\r 

dt  de 

d?  de  (i-t-6)2 

Ces  valeurs,  substituées  dans  les  expressions  des  symboles  (a,  b), 
(a,  c),  (b,  c),...  du  n°  6,  en  y  faisant  z  =  o,  donneront  enfin 


(a,b)  =  o,     !a,o  = >      (0,  c)  =  o. 


Ce  sont  les  valeurs  de  ces  quantités,  en  supposant  le  grand  axe  et  le 
plan  de  l'orbite  fixes. 

20.  Cela  posé,  considérons  maintenant  les  valeurs  complètes  de  x, 
y,  z  rapportées  à  un  plan  fixe  et  indépendant  de  celui  de  l'orbite.  Nom- 
mons X,  Y,  Z  les  valeurs  employées  ci-dessus,  savoir 


X  =  a(b  -+-  cosu),     Y  =  a  1J1  —  62sin«,     Z  =  o. 
Par  la  Théorie  connue  du  changement  des  coordonnées  rectangulaires 
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on  a,  en  général, 

*  =  £'X  +  £"Y  +  H'"Z, 

y  =  rj'X .+  -n"  Y  4-  n"'Z, 

les  neuf  coefficients  g',  S",  S'",  vj',  vj",  vj'",  Ç',  £",  Ç'"  devant  satisfaire  aux 
six  équations  de  condition 

'i''1  -+-  n"  -h  £'a  =  i ,         g'  g"  +  •/)'  ■/)"  -+-  Ç'  Ç"  =  o, 

S"2  +  v?"2 + ç"2 = i ,     r  r  +  •/)'  ■/)'"+  ?'  r=  o, 

£"'!  -f-  W"  -+-  Ç'":  =  i ,        £"  £'"+  n"  •/)'"+  Ç"  Ç'"=  o, 

qui  résultent  de  ce  que  par  la  nature  de  la  question  on  doit  avoir  iden- 
tiquement 

x2  +  x2  +  z>  =  X2  -+-  Y3  -+-  Z2. 

Il  ne  reste  ainsi  que  trois  indéterminées  qui  tiendront  lieu  des  trois 
constantes  arbitraires  ou  éléments/-,  g,  h. 

J'adopte  ici  les  lettres  S,',  S",  g'",  vj',...  pour  représenter  les  coefficients 
de  X,  Y,  Z,  afin  de  me  conformer  aux  formules  que  j'ai  employées  dans 
la  sixième  Section  de  la  seconde  Partie  de  la  Mécanique  analytique  (*), 
et  de  pouvoir  profiter  des  différentes  réductions  que  j'ai  données  relati- 
vement à  ces  quantités. 

Nous  allons  substituer  ces  valeurs  de  x,  y,  z  dans  les  expressions  gé- 
nérales des  symboles  (a,  b),  (a,  <?),...,  en  observant  que  les  constantes  a, 
b,  c,  ainsi  que  le  temps  t,  n'entrent  que  dans  les  valeurs  des  trois  quan- 
tités X,  Y,  Z,  et  que  les  trois  autres  constantes/,  g,  h  ne  sont  censées 
entrer  que  dans  celles  des  coefficients  §',  |",  £'",.... 

Ces  substitutions,  qui  paraissent  devoir  être  très-compliquées,  se  sim- 
plifient d'une  manière  étonnante  par  le  moyen  des  équations  de  condition 


(*)  C'est  à  la  première  édition  de  la  Mécanique  analytique ,  publiée  en  1788,  que  se  rap- 
portent la  présente  citation  de  l'Auteur  et  celles  qu'on  remarquera  dans  les  numéros  suivants, 

[Note  de  l'Éditeur.) 
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données  ci-dessus.  En  effet  on  voit  tout  de  suite  que  la  quantité 

dx    d'x         dr    d'y         dz     d2z 
da   dt  db        da   dt  db        da  dt  db 

devient 

dX    d'X         dY    d'Y         dZ    d'Z 
da   dt  db        da    dt  db        da   dt  db 


De  même  la  quantité 


se  réduit  à 


dx    d'x         dy     d'y         dz     d'z 
db   dt  da        db    dt  da        db   dt  da 


t/X    d'X        dY    d'Y         dZ    d'Z 
db    dt  da        db    dt  da        db    dt  da 


D'où  il  suit  que  la  quantité  (a,  b),  qui  est  la  différence  de  ces  deux-ci, 
sera  exprimée  de  la  même  manière  par  les  coordonnées  ce,  y,  z  que  par 
les  coordonnées  primitives  X,  Y,  Z.  Il  en  sera  de  même,  et  par  la  même 
raison,  des  quantités  (a,  c)  et  (b,  c).  Ces  trois  quantités  auront  donc  les 
mêmes  valeurs  que  nous  avons  trouvées  ci-dessus  (  1 9  ) ,  et  par  conséquent 
on  aura,  en  général,  quelle  que  soit  la  position  de  l'orbite  elliptique  par 
rapport  au  plan  fixe, 

(a,  b)  =  o,     (a,  c)  = ■>     (b,c)  =  o. 

21.  Passons  aux  quantités  représentées  par  les  symboles  (a,/), 

(a,  g),  (a,  h),  [b,/), Ici  les  quantités  X,  Y,  Z  ne  varient  que  par 

rapport  à  a,  b,  c,  t  dont  elles  sont  fonctions,  et  les  variations  relatives 

à/,  g,  h  ne  regardent  que  les  coefficients  £,',  %',  %",  ri D'après  cette 

considération,  si  l'on  fait  les  substitutions  des  valeurs  de  a;,  y,  z  et  de 
leurs  différences  partielles  dans  la  fonction 


dx 

d-x 

+  dy 

d'y 

dz 

d*z 

da 

dfdf 

da 

âTdf' 

-+■ 

da 

dtdf 
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et  qu'on  observe  que  les  trois  premières  équations  de  condition  donnent 

£'  d'Ç  -+  •/)'  dm'  -f-  Ç  d'Ç  =  o, 
l"  d%'  -+-  n"  dn"  +  Ç'  c?Ç"  =  o, 

£'"  d%"  -+-  -r>  '"  en"'  ■+-  Ç"  d'Ç"  =  o , 

on  aura  la  transformée 

l!  dl"  +  -ri  d-«"+Ç  dt,"  dX  dY 
df  ~  da    dt 

l'  d'i'" -h  ■/,'  dW"-+-  Ç  dÇ"  dX  dZ 
df  da  dt 

_^  il'  d'Ç  +  ■/]"(/■/)'  -hÇ'd'Ç  dY  dX 
df  da    dt 

'i"dÇ"-h-n"dn'"-hÇ'dÇ"  dY  dl 
df  da   dt 

S'" dÇ  -+-  r,'"  dn'  ■+-  Ç" dÇ   dZ  dX 
df  da    dt 

Ç"  dj" +W"  dn" -{- Ç" d'Ç'  dZ  dY 
df  da    dt 

Mais  les  trois  dernières  équations  de  condition  entre  H',  £",...,  étant  dif- 
férentiées,  donnent 

%  d'£"  +  ■/,'  dn"  ■+-  Ç  d'Ç'  =  —  Z"  dl'  —  n"  d-n'  —  Ç"  dÇ' , 
S'  d£'"+  ■/)'  a?7]'"+  Ç'  c?Ç'"=  —  £'"d£'  —  -n'"  dn' —  Ç"  dÇ , 
£"d£"' -t-ï)"d/i'"+  Ç'dÇ"=  —  £'"</£"-  -n'"dn"  —  Ç"dK". 

Donc,  si  l'on  fait,  pour  abréger,  comme  dans  le  n°  23  de  la  Section  citée 
de  la  Mécanique  analytique  ['), 

dP  =  %"d'£"-h  n".W  -+-  Ç'"dÇ", 
e?Q  =  Ç'  </£'"+  •/)'  dn'"+  Ç  d'Ç", 
r/R  =  Ç'd'Ç  -+-  -n" d-n'  +  £"d£' , 

(*  )  Dans  la  deuxième  édition,  seconde  Partie,  Section  IX,  n°  M .         (Note  de  l'Éditeur.) 
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la  fonction  dont  il  s'agit  se  réduira  à  cette  forme  simple 

dR  fdX  d\  _  dY_  dX\  _  dQ  /dX  dZ  _dZ  dX\      dV  (dY_  dl  _  dZ  dY\ 
df\dt    da         dt   da  )       df  \3T  da       dt   da)  +  df\dt   da~        dt   daj' 

On  trouvera  de  la  même  manière  que  la  fonction 

dx    d-x         dy*    d2y         dz     d2z 
df  dt  da       df  dt  da       df  dt  da 

se  réduit  à  cette  forme 

t/R  /x  d'Y       Y  d'-\\      dQ         d?Z        z  tf'X\    |  dPfY   tf'Z        z  rf'Y\ 
df  \     dt  da  dt  da)      df  \     dt  da  dt  da)       df  \     dt  da  dt  daj 

En  retranchant  cette  dernière  quantité  de  la  précédente,  on  aura  la 
valeur  de  (a,  f),  et  il  est  visible  qu'elle  se  réduira  à  cette  forme 

jfYdX  —  XdY\  ,(ZdX-XdZ\  ^(ZdY-YdZ\ 

f       dRd\  dt  )       dQ     \         dt         )       dPd[         dt         ) 

W'J'  —  df  da  df  da  +  df  da 

Or  les  valeurs  de  X  et  Y  (20)  donnent 


Xc/Y  —  Y  dH  =  a2  y/i  —  b2  (i  -t-  b  cos  u)  du, 


du  n  ,    n , 

et,  comme  t-  = 7 (19  ,  on  aura 

dt         1  -h  b  cos  m  v      ; 


XdY—YdX 


=  na2  y/i  —  b2 


dt 
Donc,  puisque  Z  =  o,  on  aura  simplement 


.,  dR  d(na2Ji  —  b2 

*./)  =  - 


df  da 

En  changeant  successivement  a  en  b,  en  c,  et/en  g,  en  h,  on  aura  les 
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valeurs  des  autres  quantités  représentées  par  (b,f),  (c, /),  (a,  g),--.- 
J'aurais  pu  supposer  tout  de  suite  Z  =  o,  ce  qui  aurait  simplifié  le  calcul  ; 
mais  j'ai  été  bien  aise  de  donner  ces  formules  dans  toute  leur  généralité, 
parce  qu'elles  pourront  peut-être  servir  dans  d'autres  occasions. 

22.  Il  ne  reste  plus  qu'à  chercher  les  valeurs  des  quantités  repré- 
sentées par  (/,  g),  (/,  h),  {g,  h). 

En  faisant  les  mêmes  substitutions  dans  la  fonction 

„  dx    d-x        dy   d*y        dz    d-z         dx   d2x        dr    d-r        dz    d2z 

(^'  s'~  df  dT3~g  +  df  dilg  +  df  dtdg  ~  dg  dtdf  ~  dg  dtdf  ~~  Jg~  dtdf  ' 

et  observant  que  le  t  ne  varie  que  dans  X,  Y,  Z,  et  que/,  g  ne  varient 
que  dans  les  coefficients  £',  V,  ?'.  ?">•■•>  on  aura  tout  de  suite 

„     N      ^XûÎY  —  YdX       ^XdZ-ZdX      „YdZ-ZdY 

&*>  =  * — dt —  +  (l — di hH — m — ' 

en  supposant,  pour  abréger, 

d%  dl"       dn'  dn"       d'C  d'C        d%  d'E,"       d-n'  dy"        dÇ   dt," 
b  = 


G  = 


H-  df   dg'*'  df  dg  ^  df  dg       dg    df    .    dg    df        dg   df 

Or,  dans  le  n°  27  de  la  Section  déjà  citée  de  la  Mécanique  analy- 
tique (*),  j'ai  trouvé  ces  réductions 

d^'  —  ^dR.—  Ç"dQ, 

dt"=l'"d¥—Z'dR, 
dl'"=ZdQ-i"dP, 

et  de  même,  en  changeant  \  en  ri  et  en  Ç. 

(*)  Dans  la  deuxième  édition,  seconde  Partie,  Section  IX,  n°  13.        (Note  de  l'Editeur.) 
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En  faisant  ces  substitutions  dans  les  expressions  précédentes  des  F, 
G,  H,  et  avant  égard  aux  équations  de  condition  entre  |\  §",  £"',  ri',---, 
on  trouve  facilement 

b-dfdè       dg  df  ' 

c  _dV_  clR  _ç/P  dR 
W  dg       dg  df  ' 

t,  _  dQ  cm  _  d(l  dR 
a-dfdg~       dg  df 

Or  on  a  déjà  trouvé 

XdY 
dt 

donc,  comme  Z  =  o,  on  aura 


XdY-Yc/X 


fdP  dQ       dP  dQ\ 

■f-§-\W^-Tgdf)na'l'b' 


et,  changeant  g  en  A,  on  aura  la  valeur  de  (/,  h),  et  changeant  à  la  fois/ 
en  g,  g  en  h,  on  aura  celle  de  [g,  h).  Ainsi  on  connaîtra  les  valeurs  de 
tous  les  coefficients  des  variations  da,  db,...  dans  les  formules  du  n°  6. 

23.  Particularisons  maintenant  les  constantes/,  g,  h,  qui  sont  encore 
indéterminées.  Pour  les  adapter  aux  usages  astronomiques,  nous  suppo- 
serons que /soit  l'angle  que  le  grand  axe  de  l'orbite  fait  avec  la  ligne 
des  nœuds,  c'est-à-dire,  avec  l'intersection  de-  son  plan  avec  le  plan  fixe 
des  x  et  y;  que  g  soit  l'angle  que  la  ligne  des  noeuds  fait  avec  l'axe  des  ce, 
et  que  h  soit  l'inclinaison  du  plan  de  l'orbite  sur  le  même  plan  fixe. 
D'après  ces  suppositions,  on  trouvera  facilement  les  expressions  de  £', 
%",...  en  sinus  et  cosinus  des  trois  angles/,  g,  h;  nous  les  avons  don- 
nées dans  le  n°  30  de  la  Section  citée  de  la  Mécanique  analytique,  où  les 
angles  ©,  di,  u  répondent  à/,  g,  h.  Mais  nous  n'aurons  pas  même  besoin 
de  ces  expressions;  il  nous  suffira  d'avoir  celles  de  c/P,  dQ,  dR,  que 
nous  avons  données  dans  le  n°  31  de  la  même  Section  (*),  et  qui,  en  y 

i  '  |  Dans  la  deuxième  édition,  seconde  Partie,  Section  IX,  n°  11.        (Noie  de  l'Éditeur.) 
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changeant  ç>,  ij>,  w  en  /",  g-,  A,  deviennent 

dP  =  sin/sin/iÉ?g-+  cosfdh, 
dQ  =  cos/  sin  A  G?g-  —  sin/  c?A, 
dR  =  «?/"+  cos  A  t?g. 

De  là  on  aura  tout  de  suite 


dP 

dQ 

rfR 

df 

# 

rfP        .   -,  .    ,       dQ  ,  .    .       f/R  . 

T-=sinrsinn,     -7—  =  cosr  sin/i,      -r— =cosn, 
dg  J  dg  J  dg 

rfP  ,.  rfQ         •   .  .  .  rfR 

—  =r  COS/,  -77-  =  —  Sin/,  -TT-—O. 

rf/i  ^  dli  J  rtli 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  du  n°  19,  et  exécutant 

les  différeutiations  partielles  relatives  à  a,  b,  c,  on  aura,  à  cause  de 

d-na2  .,  dn        «a,.», 

— , —  =  -ina  -h  a*  -y-  =  —  (  1 9  , 

da  da  1  ' 

..            naJi  —  b2,         ,            nay/1—b2         ,  , 

a,f)  — - 1      ya,g)  =  — — -v cosft,      (a,A)  =  o, 

nab  , ,       ,  na2b  ,  .     ,  . 

(/),/)  = ,  (/>,  g)=  —  c.os/i.  (b,h)  =  o, 

y/l  —  b1  y/1  —  b- 

[c,f)  =  o,  (c,  g)  — o,  (e,  h)  =  o. 

Ensuite  les  mêmes  valeurs,  substituées  dans  les  formules  du  n°  22, 
donneront 


{f,  g-)=:o,     [f,h)  =  o,     ( g,  h)  =  —  na*y/i  —  b'  sinh. 

En  joignant  à  ces  valeurs  celles  de  (a,  b),  (a,  c),  (b,  c),  trouvées  dans 
le  n°  20,  savoir 

(a,  6)  =10,     (a,  c)= 1      (b,  c)  =  o, 

on  aura  les  valeurs  des  quinze  symboles  que  nous  avons  employés. 
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24.  Telles  sont  les  valeurs  qu'il  faut  substituer  dans  les  formules  du 
n°  6,  lesquelles  deviendront  par  là 

-^  dt  = de na  i/i  —  b-  df na  J  i  —  b2  cos  h  dp, 

da  2  2       v  J       i       v  ° 

dû    ,  na-b      ,„         na2b  .   , 

-n-  dt  =  -^=  df  H — ==  cos  A  de, 
db  y/i-62   J       sji-b'  5 

dû 
dc~ 

dQ.   ,        i         ; 7T  ,  «a2  6      ,, 

--—  dt  =  -  na  J  i  —  6^  aa =  db , 

df  2  y/1  — 62 

-^—  <i<  =  -naJi  —  b2  cos  A  c'a ■  cos  A  rfè  —  m«2  y'i  —  b2  sin  A  (/A, 

rfg-  2  v/i-62 

-=^  f/i  =  na2  i/i  —  62  sin  A  aV; 

a«  ° 

d'où  l'on  tire  facilement 

da__J2_dû 

dt        na  de 


db  _  i  —  b2  </Q  _  y/i  —  62  dû 
dt         na2  b    de  na2  b     df 

de  _        2    dû        i  —  b2  dû 
dt  ~        na  da         na2b    db 


df  _  y/i  —  b2  dû  cos  A  dil 

dt  ~~     na2b     db        na1  \f  ï  —  b' sin  h  dh 

dg    _  i  dû 

dt  ~~  na2  \J\  —  b2  sin  h  dn 

dh  _  cos  h  dû  i  dû 

dt        na2  \Ji  —  b2  sin  h  df        na'  y*  i  —  6'  sin  A  dg 

Voilà  les  formules  des  variations  des  six  éléments  elliptiques  a,  b,  c, 
f,  g,  h,  exprimées  par  les  différences  partielles  de  la  même  fonction  il, 
relativement  à  ces  mêmes  éléments;  ce  qui  est  infiniment  commode  pour 
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le  calcul.  Or,  comme  £î  est  une  fonction  des  coordonnées  ce,  y,  z,  oc',y' , 
z',...,  en  substituant  pour  ces  coordonnées  leurs  valeurs,  elle  deviendra 
une  fonction  de  u,  de  a,  b,  c,f,  g,  h,  de  u',  de  a',  b',  c',f,  g',  h',  de  u",..., 
et  pourra  toujours  être  réduite  en  série  suivant  les  sinus  et  cosinus  des 
angles  u,  u',....  Alors  le  terme  indépendant  de  a,  u! ,...  donnera  les  équa- 
tions séculaires,  et  les  autres  termes  donneront  les  équations  périodiques. 
Et,  si  l'on  rapporte  les  orbites  des  planètes  au  centre  commun  de  gra- 
vité du  Soleil  et  des  planètes,  on  aura  l'avantage  de  l'uniformité  et  de  la 
simplicité  du  calcul  pour  toutes  les  planètes. 

25.  Avant  dé  terminer  ce  Mémoire,  il  est  bon  de  faire  remarquer  que 
la  valeur  de  -j-->  qu'on  vient  de  trouver,  s'accorde  avec  celle  qu'on  a 
trouvée  par  une  autre  voie  (8).  En  effet,  comme  par  l'équation  du  n°  18 

nt  -4-  c  =  u  -+-  b  sinu 

l'angle  u  devient  une  fonction  de  nt  -+-  c,  il  est  visible  que  les  différences 

partielles  de  ù,  relatives  à  nt  et  à  c,  seront  la  même  chose;  de  sorte 

qu'on  aura 

dil  _  dQ. 
de        ii  dt  ' 


ainsi  I  on  aura 


.,       i  -i-  m     ■ 
mais  n-  =  — - — .  donc 


du 2    dil 

dt        na  n  dt 


,  là1      dil       , 

da  = T  n  dt, 

i  -I-  m  n  dt 


qui  est  la  formule  du  n°  8;  ce  qui  pourrait  servir,  s'il  était  nécessaire, 
à  continuer  la  bonté  de  nos  calculs. 

Une  autre  remarque  essentielle,  c'est  que,  dans  la  différentiation  par- 
tielle de  la  fonction  D  relativement  à  a,  on  peut  se  dispenser  de  faire 
varier  la  quantité  n  qui  dépend  de  a;  car,  puisque  ù  est  une  fonction 
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du 

da 


de  nt  4-  c,  la  portion  de  -j—  qui  dépend  de  n  sera 


dQ,        dn 

de         da  ' 

de 
donc,  comme  la  valeur  de  -7-  contient  le  terme 
dt 

_  _2_  dû 
na  da 

elle  contiendra,  à  raison  de  la  variation  de  n,  la  partie 

2    dQ      dn 
na   de        da 

Donc  la  variation  de  l'angle  nt  -\-c  sera,  à  raison  de  la  variation  de  n, 

dn    ,  2     dil      dn    , 

t  -=—  da  — ; —  t  -j-  dl  ;  . 

da  na    de       a  a 

mais 

,  2     dQ.  ' 

f/a  = =—  dt  ; 

na    de 

donc  la  variation  sera  nulle.  Mais,  comme  n  est  une  quantité  essen- 
tiellement variable,  la  différentielle  de  ni  est  n  dt  -+-  tdn;  ainsi,  en 

n'ayant  point  égard  à  la  partie  tdn,  il  faudra  substituer   /  ndt  à  la  place 

de  ni  dans  la  valeur  de  u,  ce  qui  fera  disparaître  en  même  temps  les 
termes  qui  se  trouveraient  multipliés  par  t;  mais  l'emploi  de  ces  termes 
étail  nécessaire  dans  les  formules  des  variations  dues  à  la  constante  a, 
sans  quoi  on  aurait  trouvé  pour  la  quantité  (a,  c)  une  valeur  fausse. 

26.  Les  formules  du  n°  24,  quoique  fort  simples,  sont  encore  suscep- 
tibles d'une  simplification  importante.  11  est  visible  que  la  seconde  équa- 
tion est  de  cette  forme 

dQ.    ,  na'b  . 

-rr-  dt  =  -=    df-h  cosh  ds), 
db  ,/._  ;)2     J 
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Donc,  si  l'on  fait 

df-\-  cos.h  dg  =  dy, 

ce  qui  donne 

f=  cp  —  /  cos  A  dg, 

et  qu'on  suppose  que  cette  valeur  soit  substituée  partout  au  lieu  de/, 
on  aura,  au  lieu  de  la  formule  qui  donne  la  valeur  de  -j-i  celle-ci 

dvf Ji  —  b'  dQ 

dt  na?  b     db 

Ensuite,  en  regardant  Q  d'abord  comme  fonction  de/  et  g,  et  ensuite 
comme  fonction  de  <p  et  g,  en  substituant  la  valeur  de  dcp,  on  aura 

dQ  ,,  dQ  .  dQ  ,  dQ  ,  dQ  JjP  I  dQ  .  dQ 
-j7df-h-1-dg=-j—d(p-i--—dg=-7-df-i-  \-j—  cos  h  -t-  -=— 
df   ■'       dg    "       do  dg    b       dcp    J        \tf<p  dg 


d'où  l'on  tire 


dQ       dQ       dQ       dQ        ,       dQ 

-r~  =  -j--!       -j—  =  -r-  COSft-4-  -j—  ■ 

df       <fy        dg        dy  dg 


dQ     ,  dQ 


On  substituera  donc  ces  valeurs  à  la  place  de  —tf  et  -r— 1  et  les  valeurs 

v  dJ        dg 


,    db        dk   , 
de  -r-  et  -j-  deviendront 
dt       dt 


db_  _  i  —  b>   dQ  _  Ji  —  b'  dQ 
dt         na2b     de  na2b      dcp 

dh 1  dQ 

dt  ~         na'Ji  —  b2sinh   dg 


Par  ce  moyen  nos  six  formules  seront 

da  2    dQ 

dt        na   de 


db_  _  1-62  dQ  _  s/i  —  b*  dQ 
dt  ~~    na?b     de  na?b      c/cp 

de  _        1    dQ        1  —  62  dQ 
dt  na    do.  nalb     db 

96. 


v'i-fc2 

dQ, 

lia1  b 

db  ' 

dQ 

na?  \J  i  - 

-  b1  sin/? 
i 

dh  ' 
dQ 

do 
dt 

dg 
dt 

dh 

"t  na2  y/i  —  b2  sin  A   dg 

Nous  remarquerons  ici  que  l'angle  afo  exprime  proprement  le  mou- 
vement de  l'aphélie  sur  le  plan  de  l'orbite  mobile;  car  cet  angle  est  le 
même  que  celui  que  nous  avons  désigné  par  e?R  (23),  et  qui,  d'après  ce 
qui  a  été  démontré  dans  la  Section  citée  de  la  Mécanique  analytique 
(26)  (*),  représente  la  rotation  de  l'axe  des  X,  qui  est  le  grand  axe  de 
l'ellipse,  autour  de  l'axe  des  Z  perpendiculaire  au  plan  de  l'orbite. 

27.  Maintenant  je  fais 

6sin<p  =  (5,     6cos<B=y,         sinA  sing'  =  e,     sinAcosg^X; 

j'ai,  en  différentiant, 

rf(3  =  sincp  db  -t-  b  cos<p  d<ç>, 

dy  =  nos  o  db  —  b  sin  cp  d®, 

de.  =  cos  A  sin  g  dh  -h  sin  A  cosgdg, 

dl=  cosh  cos  g  dh  —  sin  A  sin  g  dg. 

Substituant  les  valeurs  précédentes  de  db,  d'o,  dh,  dg,  on  aura 


dâ  Ji  —  b2lsinv    dQ,  dQ\        i  —  b2    .       dQ 

"77  =  —     1 - ;         w C0S?77T      H HT  Sincp—— 

(Il  na2       \    b       dy  '    db  ;         na?b  '    de 

dy  s/i  —  b*  /coso   dQ  .       dQ\        i  -  b2  dQ 

-l_    cinn,  _  _    COSO   


<U  na?       \    6       <r/o               '    db  j         na?  b          'de 

de  _  i           /  cos  A  sin  g  dQ                 dQ\ 

dt  ~  na2^\  —  b\       sin  A  dg             g  dh  J  ' 

dl  i           I cosheosg  dQ         ..     'dQ 


S1I1; 


dt  na?  \J\  —  b2  \      sin  A        dg  b  dh 

(*)  Dans  la  deuxième  édition,  seconde  Partie,  Section  IX,  n°  10.        (Note  de  l'Éditeur. 
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Or,  en  regardant  0  comme  fonction  de  b  et  de  o,  ou  de  /3  et  y,  on  a 
l'équation  identique 

dQ   ,,       dQ    ,         dQ    ,„       dQ    , 

(dQ.    .  dû,  \  ,,       L(dQ  dû    .      \  , 

=^sin?+^cos?r6+H^cos'~^s,nv  9- 

Donc 

dQ.       dQ    .  dQ 

-db=^sm^-dycos^ 

dQ       L  /dQ  dQ 


dQ       ,/dQ  dQ    .      \ 

dï  =  b\-djcos?-^rsmy- 


De  même,  en  regardant  12  comme  fonction  de  g,  h,  ou  de  e,  X,  on  a 


da  ,      da  „     da  ,      do.  ,, 

~r-  dg  ■+■  -rr  dn  =  —  de  -f-  -rr-  rf  A 
dg    s        dh  di  d\ 


da 

.de 


'■       i    ■  da        ,         \   ,,       /*   .    ,  dû.  .    ,    .     \   , 

■  cos/i  sing  -+-  -p-  cosh  cosg-  )  dn  -+- 1  — -  sinA  cosg-  —  —  sin«  sing  )  dg: 

donc 


dQ       [dQ  dQ    .      \    .    . 

-j—  =  (—7—  cose-—  -r^-  suis-    sin/i, 
dg        \de         s        dl         bJ 

dQ        (dQ     .  dQ  \         , 

dh=[-dTsm^^îcosz)cosh- 


Substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  précédentes,  elles  deviendront 


d$_       y/i  —  b2  dQ.        i  -  b2      dQ 
dt  na'       dy         na'b-       de 


dy  _  y/i  —  b2  dQ        i  —  6'      dQ 

dt  na2       d$         na2b2  '    de 

de  _  cos/i         dQ 

dt  ~  na2  y/i  — 6J  ^X  ' 

rfX cos/;        dQ 

dt  ~~  na2^i  —  b2   «k 
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auxquelles  on  ajoutera  ees  deux-ci 


da 

2    dQ. 

dt  ~ 

na  de 

de 
dt  ~ 

ï    dil 
na  da 

ï  -  fr  t    dil          dil 
na'b*  Y  </(3   +  7  dy 

On  voit  que  ces  formules  représentent  les  six  variations  sous  une 
forme  très-simple  et  en  même  temps  symétrique.  On  y  serait  parvenu 
directementsi  l'on  avait  donné  d'abord  aux  quantités  b,f,  g,  h  la  signi- 
fication des  lettres  /3,  7,  s,  X. 

A  l'égard  de  l'intégrale   j  coshdg,  qui  entre  dans  la  valeur  de /par 

l'introduction  de  l'angle  ©  (26),  si  l'on  substitue  pour  cosA  la  valeur 

équivalente  1 T,  elle  deviendra 

n  1  -t-  cos/i 


C    sin2//       . 
J  1  -t-  cos/î    h' 


()i 


donc 


donc 


sin2A  =  e2  -+- A2,      tang#=T: 

A 

,         Adz  —  et/À 

/sin2/«       ,    Ç     Idi  —  tdl 
n-cosA    S~J  ,  +  v/,_e2_X2' 

et,  comme  £  et  X  ne  sont  exprimées  qu'en  sinus  et  cosinus  d'angles,  on 
pourra  réduire  en  séries  les  sinus  et  cosinus  de  cette  intégrale  dans  les 
valeurs  de  sin/et  cos/. 

En  désignant  cette  intégrale  par  II,  on  aura 

/=?_ff+IL;     donc    o=/+g-n, 

où  l'on  remarquera  que  /+  g  est  ce  que  les  Astronomes  nomment  la 
longitude  de  l'aphélie  dans  l'orbite. 

Les  formules  précédentes  sont  surtout  utiles  lorsque  les  excentricités 
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et  les  inclinaisons  sont  des  quantités  assez  petites,  comme  cela  a  lieu 
dans  notre  Système  planétaire.  En  général,  il  est  visible  que  les  quan- 
tités |3,  y,  s,  X  seront  dans  tous  les  cas  des  fractions  moindres  que  l'unité, 
et  que  par  conséquent  la  fonction  Q  pourra  toujours  être,  développée 
en  une  série  convergente  relativement  à  ces  quantités. 

28.  Pour  appliquer  ces  équations  aux  variations  séculaires,  il  n'y  aura 
qu'à  substituer,  au  lieu  de  Q.,  la  partie  non  périodique  de  cette  équa- 
tion. Soit  A  cette  partie,  c'est-à-dire,  le  premier  terme  du  développe- 
ment de  Q.  en  série  de  sinus  et  cosinus  des  anomalies  moyennes  m  +  c, 
n't  -t-  c',...  des  planètes  m,  m',...;  car,  comme  il  n'est  fonction  que  de 
x,  y,  z,  x',  y' ,  z', . . .  et  que  ces  coordonnées  sont  données  par  des  sinus 
et  cosinus  des  angles  respectifs  u,  u' ,...,  lesquels  dépendent  des  angles 
nt  -t-  c,  n't  -h  c',...  (18),  il  est  clair  que  le  développement  de  0  ne  con- 
tiendra que  les  sinus  et  cosinus  de  ces  derniers  angles  multipliés  par 
des  fonctions  des  éléments  a,  b,  /,  g,  h,  a',  b',f,  g',  h', Ainsi 

A  sera  une  pareille  fonction,  et  l'on  aura  t—  =o;  de  sorte  que  les 

quatre  premières  équations  se  réduiront  à  celles-ci,  dans  lesquelles  j'ai 
substitué  pour  b  et  cosA  leurs  valeurs  en  jS,  y,  e,  X, 


rf(3  _  v/i  —  (3'—  f    dk 
dt                na'            dy 

dt 

de.           \/i  —  e2  —  V      dk 

dl 

dt        na2\/i  —  (32  —  y2  d'A 

dt 

y/i  —  P2— y-  dk 
na'  dfi 


y/l  —  £2  —  X2         dk 

na1  v/i  —  (32—  y2    ch  ' 

lesquelles  serviront  à  déterminer  les  variations  séculaires  de  l'excentri- 
cité, de  l'aphélie,  du  nœud  et  de  l'inclinaison. 

Lorsqu'on  regarde  les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  orbites 
comme  très-petites,  les  variables  ]3,  y,  e,  X  deviennent  très-petites,  ainsi 
que  leurs  analogues  j3',  y',  s',  X',....  On  peut  alors  réduire  la  fonction  A 
en  une  série  ascendante  par  rapport  à  ces  quantités;  et,  si  l'on  s'arrête 
aux  secondes  dimensions,  ce  qui  suffit  pour  la  première  approximation, 
on  aura  des  équations  linéaires  semblables  à  celles  dont  j'ai  donné  l'in- 
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tégration  et  la  résolution  complète  pour  toutes  les  grandes  planètes 
dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  1774  (*)  et  dans  ceux 
de  i Académie  de  Berlin  de  178a  (**). 

Enfin,  comme  dy  est  la  variation  instantanée  du  lieu  de  l'aphélie  dans 
l'orbite,  si  l'on  y  ajoute  la  variation  instantanée  de  de  l'époque  de  l'ano- 
malie moyenne,  on  aura  de  -+-  d<?  pour  la  variation  instantanée  de  l'é- 
poque de  la  longitude  moyenne,  que  nous  désignerons  par  dQ.  Ainsi, 
en  observant  que 


72        h  PJi  —  /32 

—  o2—  1  1  —  62 


1  +  v  1  —  b2 
on  aura,  par  les  formules  du  n°  26, 


rfô__^_rfa  bJi  —  b*         dQ, 

dt  ~        na   da        na2(i-t-  Ji  —  b2)    db 

L'angle  6  donnera  la  variation  du  mouvement  moyen,  dépendant  de  la 
variation  de  l'époque,  et  l'on  aura  la  partie  séculaire  de  cette  variation 
en  substituant  la  fonction  A  à  la  place  de  il. 

Cette  variation  séculaire  est  insensible  dans  Jupiter  et  dans  Saturne, 
comme  je  l'ai  fait  voir  dans  le  Mémoire  sur  les  variations  séculaires  des 
mouvements  moyens  des  planètes  [Mémoires  de  Berlin  de  1783  (***)];  mais 
elle  devient  sensible  dans  la  Lune  et  donne  l'explication  de  l'équation 
séculaire  de  cette  planète,  comme  M.  de  Laplace  l'a  reconnu  le  premier. 
Voyez  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  1786,  et  ceux  de 
l'Académie  de  Berlin  pour  1792  et  1793  {"*"),  où  j'ai  donné  l'applica- 
tion de  mes  formules  à  la  Lune. 

(*)  OE  livres  de  La  grange,  t.  VI,  p.  635. 
(**)  OEuvres  de  Lagrange,  t.  V,  p.  ia5. 
(***)  OEuvres  de  Lagrange,  t.  V,  p.  38 1. 
(****  )  OEuvres  de  Lagrange,  t.  V,  p.  687. 
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(Mémoires  de  la  première  Classe  de  l'Institut  de  France,  année  1808.) 


L'application  de  l'Algèbre  à  la  Théorie  des  courbes,  qu'on  doit  à 
Descartes,  avait  fait  naître  la  distinction  des  quantités  en  constantes  et 
en  variables,  et  la  découverte  du  Calcul  différentiel  a  appris  à  soumettre 
au  calcul  les  variations  instantanées  de  ces  dernières  quantités.  Depuis 
on  a  beaucoup  étendu  la  considération  de  la  variabilité,  et  l'on  peut  dire 
que  presque  tous  les  artifices  d'Analyse  qu'on  a  inventés  se  réduisent  à 
faire  varier  de  différentes  manières,  soit  ensemble  ou  séparément,  tant 
les  quantités  qui  sont  par  leur  nature  variables,  que  celles  que  l'état  de 
la  question  suppose  constantes.  L'art  consiste  à  choisir  parmi  toutes  les 
variations  possibles  celles  qui,  dans  chaque  cas,  peuvent  conduire  aux 
résultats  les  plus  simples  et  les  plus  avantageux. 

On  sait  que  l'intégration  introduit  toujours  dans  le  calcul  des  quan- 
tités constantes  relativement  aux  variables  des  équations,  et  dont  la  va- 
leur est  arbitraire.  On  peut  donc  aussi  faire  varier  ces  constantes;  ces 
variations,  envisagées  sous  différents  points  de  vue,  ont  produit  des 

(*)  Lu  le  i3  mars  1809. 

97- 
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Théories  nouvelles,  parmi  lesquelles  celle  de  la  variation  des  éléments 
des  planètes  est  la  plus  importante. 

Dans  le  .Mémoire  (*)  que  j'ai  lu,  il  y  a  six  mois,  sur  cette  Théorie,  j'ai 
cherché  à  déduire  immédiatement  des  équations  différentielles  du  mou- 
vement des  planètes  les  variations  de  leurs  éléments,  en  considérant 
ceux-ci  comme  les  constantes  arbitraires  que  l'intégration  doit  intro- 
duire lorsqu'on  fait  abstraction  des  forces  perturbatrices,  et  en  attri- 
buant tout  l'effet  des  perturbations  à  la  variation  de  ces  constantes.  Je 
suis  parvenu  de  cette  manière  à  un  résultat  général  et  indépendant  de 
la  figure  des  orbites  planétaires.  J'ai  trouvé  que  la  fonction  des  dis- 
lances qui  exprime  la  somme  des  intégrales  des  forces  perturbatrices, 
multipliées  chacune  par  l'élément  de  sa  direction,  a  cette  propriété  re- 
marquable, qu'en  y  faisant  varier  les  seules  constantes  arbitraires,  ses 
différences  partielles  relatives  à  chacune  de  ces  constantes  ne  renferment 
point  le  temps,  et  ne  sont  exprimées  que  par  des  fonctions  linéaires  des 
différences  de  ces  constantes,  et  dans  lesquelles  les  coefficients  de  ces 
différences  ne  dépendent  que  des  mêmes  constantes.  De  là  il  a  été  facile 
de  déduire  les  variations  des  éléments,  exprimées  par  des  formules  dif- 
férentielles qui  ne  renferment  que  les  éléments  eux-mêmes  et  les  diffé- 
rences partielles  de  la  fonction  dont  on  a  parlé  par  rapport  à  ces  élé- 
ments; résultat  important  auquel  M.  de  Laplaee  est  parvenu  de  son  côté 
par  la  considération  des  formules  du  mouvement  elliptique. 

J'ai  entrepris  depuis  d'étendre  à  un  système  de  corps  qui  agissent  les 
uns  sur  les  autres,  d'une  manière  quelconque,  l'Analyse  qui  m'avait 
réussi. pour  les  variations  des  éléments  des  planètes,  en  l'appliquant 
aux  formules  générales  que  j'ai  données  dans  la  Mécanique  analytique, 
pour  le  mouvement  d'un  système  quelconque  de  corps;  après  plusieurs 
tentatives  infructueuses  je  suis  parvenu,  non  sans  étonnement,  vu  la 
grande  généralité  des  équations  différentielles,  a  un  résultat  analogue 
à  celui  que  j'avais  trouvé  pour  les  planètes,  et  dont  celui-ci  n'est  plus 
qu'un  cas  particulier.  Cette  nouvelle  Analyse,  qui  fait  l'objet  de  ce  Mé- 

*)  OEiwres  de  Lagrange,  t.  VI,  p.  71.3. 
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moire,  sera  le  complément  de  la  Théorie  de  la  variation  des  constantes 
arbitraires,  et  pourra  être  utile  dans  plusieurs  Problèmes  de  Mécanique. 

Quel  que  soit  le  système  de  corps  dont  on  cherche  le  mouvement,  et 
de  quelque  manière  qu'ils  agissent  les  uns  sur  les  autres,  on  peut  tou- 
jours réduire  les  variables,  qui  déterminent  leur  position  dans  l'espace, 
à  un  petit  nombre  de  variables  indépendantes,  en  éliminant,  au  moyen 
des  équations  de  condition  données  par  la  nature  du  système,  autant  de 
variables  qu'il  y  a  de  conditions;  c'est-à-dire,  en  exprimant  toutes  les 
variables,  qui  sont  au  nombre  de  trois  pour  chaque  corps,  par  un  petit 
nombre  d'entre  elles,  ou  par  d'autres  variables  quelconques  qui,  n'étant 
plus  assujetties  à  aucune  condition,  seront  indépendantes.  Cette  réduc- 
tion supposée,  le  Problème  mécanique  consiste  à  déterminer  chacune 
de  ces  variables  par  le  temps;  or  j'ai  donné,  dans  la  seconde  Partie  de  la 
Mécanique  analytique,  la  forme  générale  des  équations  différentielles 
pour  chacune  des  variables  indépendantes  dont  il  s'agit;  de  sorte  que  la 
solution  du  Problème  ne  dépend  plus  que  de  l'intégration  de  ces  diffé- 
rentes équations  différentielles,  qui  sont  essentiellement  du  second 
ordre,  et  qui  sont  plus  ou  moins  compliquées  suivant  la  nature  du  Pro- 
blème. 

Supposons  que  dans  un  Problème  donné  on  soit  parvenu  à  intégrer 
complètement  les  équations  dont  il  dépend,  mais  en  faisant  abstraction 
de  certaines  forces  qui  agissent  sur.  les  corps  dans  une  raison  quelconque 
des  distances,  et  qu'on  peut  regarder  comme  des  forces  perturbatrices 
du  mouvement  du  système.  A  l'imitation  de  ce  qu'on  fait  à  l'égard  des 
planètes,  on  peut  réduire  l'effet  de  ces  forces,  surtout  si  on  les  suppose 
très-petites,  à  ne  faire  varier  dans  la  solution  générale  que  les  constantes 
arbitraires  introduites  par  les  différentes  intégrations;  et,  comme  il  doit 
y  avoir  deux  constantes  arbitraires  à  raison  de  chaque  variable,  puisque 
ces  variables  dépendent  d'équations  différentielles  du  second  ordre,  on 
peut  faire  en  sorte  que,  non-seulement  leurs  expressions  finies,  mais 
encore  leurs  expressions  différentielles,  soient  les  mêmes  que  si  les  con- 
stantes dont  il  s'agit  demeuraient  invariables;  de  sorte  qu'à  chaque  in- 
stant les  lieux  des  corps  dans  l'espace,  ainsi  que  leurs  vitesses  et  leurs 


774  SUR    LA   THÉORIE  GÉNÉRALE   DE   LA  VARIATION 

directions,  soient  représentés  par  les  mêmes  formules,  en  ayant  égard 
aux  forces  perturbatrices,  que  lorsqu'on  fait  abstraction  de  ces  forces, 
comme  cela  a  lieu  pour  les  planètes. 

En  considérant  sous  ce  point  de  vue  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires, j'ai  trouvé  que  la  fonction  qui  représente  l'intégrale  de  toutes 
les  forces  perturbatrices,  multipliées  chacune  par  l'élément  de  la  dis- 
tance dont  elle  dépend,  jouit  aussi  de  la  même  propriété,  que  ses  dif- 
férences partielles  relatives  à  chacune  des  constantes  arbitraires  sont 
exprimées  uniquement  par  des  fonctions  différentielles  de  ces  mêmes 
constantes  sans  le  temps;  de  sorte  que  l'on  a,  pour  les  variations  de  ces 
constantes,  des  équations  différentielles  qui  ne  renferment  que  ces  con- 
stantes avec  les  différences  partielles  de  la  fonction  dont  il  s'agit,  rela- 
tives à  chacune  d'elles,  comme  dans  le  cas  des  perturbations  des  pla- 
nètes, forme  extrêmement  avantageuse  pour  le  calcul  des  variations  des 
constantes,  et  surtout  pour  la  détermination  de  leurs  variations  sécu- 
laires. Ainsi  cette  propriété,  que  j'ai  reconnue  à  l'égard  du  mouvement 
des  planètes,  a  lieu,  en  général,  pour  tous  les  Problèmes  sur  le  mouve- 
ment des  corps,  et  peut  être  regardée  comme  un  résultat  général  des 
lois  fondamentales  de  la  Mécanique.  Elle  fournit  en  même  temps  un 
nouvel  instrument  pour  faciliter  la  solution  de  plusieurs  Problèmes  im- 
portants. 

Le  Système  du  monde,  outre  les  perturbations  des  planètes,  auquel  la 
Théorie  de  la  variation  des  éléments  s'applique  naturellement,  en  offre 
encore  un  autre  plus  difficile,  et  susceptible  également  de  la  même 
Théorie  :  c'est  celui  de  la  rotation  des  planètes  autour  de  leur  centre 
de  gravité,  en  ayant  égard  à  leur  figure  non  sphérique  et  à  l'attraction 
que  les  autres  planètes  exercent  sur  chacune  de  leurs  molécules.  En 
faisant  abstraction  de  ces  forces  d'attraction,  qu'on  peut  regarder 
comme  des  forces  perturbatrices,  le  Problème  consiste  à  déterminer  le 
mouvement  d'un  corps  solide  de  figure  quelconque  autour  de  son  centre 
de  gravité,  lorsqu'il  n'est  sollicité  par  aucune  force  et  qu'il  a  seulement 
reçu  une  impulsion  initiale  quelconque;  et  l'on  sait  que  ce  Problème, 
pour  lequel  d'Alembert  avait  donné  le  premier  les  équations  différen- 
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tielles,  a  été  résolu  complètement  par  Euler.  On  a  ici,  comme  pour  le 
mouvement  d'une  planète  dans  son  orbite,  trois  équations  différentielles 
du  second  ordre  entre  trois  variables  indépendantes;  par  conséquent  les 
expressions  finies  de  ces  variables  doivent  renfermer  six  constantes  ar- 
bitraires qu'on  peut  regarder  comme  les  éléments  de  la  rotation,  et  dont 
trois  tiennent  à  la  rotation  elle-même,  et  les  trois  autres  sont  relatives 
au  plan  auquel  on  rapporte  la  rotation,  comme  dans  le  cas  du  mouve- 
ment de  translation.  Ces  éléments  deviendront  variables  par  l'action  des 
forces  perturbatrices,  et  la  détermination  de  leurs  variations  est  un  Pro- 
blème dont  la  solution  n'a  pas  encore  été  donnée,  ni  même  tentée,  que 
je  sache,  sous  ce  point  de  vue  général.  Je  me  propose  d'en  faire  l'objet 
d'un  autre  Mémoire;  dans  celui-ci  je  ne  vais  exposer  que  l'Analyse  gé- 
nérale et  applicable  à  tous  les  Problèmes  de  Mécanique. 

Formules  générales  pour  la  variation  des  constantes  arbitraires 
dans  les  Problèmes  de  Mécanique. 

\ .  Soit  un  système  de  corps  m,  m  , . . .  ,  qui  agissent  les  uns  sur  les 
autres  d'une  manière  quelconque,  et  qui  soient  de  plus  sollicités  par  des 
forces  accélératrices  P,  Q, . . . ,  P',  Q', . . .  tendant  à  des  centres  fixes  ou 
à  des  corps  mêmes  du  système,  et  proportionnelles  à  des  fonctions  quel- 
conques des  distances  p,  q,...,  p',  q' ,...,  en  sorte  que  les  différentielles 
Pdp,  Qdq,...,  Vdp',...  soient  toujours  intégrables. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  rectangles  du  corps  m;  x' , y' ,  z'  celles 
du  corps  m',...,  et  soit 

dx2  -+-  dy2  ■+■  dz2  m   |    dx,2  +  dy'*-\-  dz'2  ml 


■xdt1  -xdt2 


dt  étant  l'élément  du  temps  supposé  constant. 
Soit  de  plus 

V  =  (  fpdp  +   fqdq  +  . .  . \  m  -+-  (  ff'dp'  4-   fq'dq'  -h  . 

Cette  quantité  V  sera  aussi  une  fonction  des  coordonnées  x, y,  z,  x',y\ 
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z',...,  puisque,  en  désignant  par  a,  j3,  7  les  coordonnées  du  centre  de  la 


force  P,  on  a 


p  =  sl{x—  a.y  +  {y-  (3)2+  (2  -  yY, 
et  ainsi  des  autres. 

2.  Les  conditions  du  système  dépendantes  de  la  disposition  des  corps 
entre  eux,  étant  traduites  en  Analyse,  fourniront  autant  d'équations  de 
condition  entre  leurs  coordonnées  ce,  y,  z,  ce',  y',  z',...,  par  lesquelles 
quelques-unes  de  ces  variables  seront  déterminées  en  fonctions  des 
autres;  de  sorte  qu'il  ne  restera  qu'un  certain  nombre  de  variables  in- 
dépendantes, par  lesquelles  la  position  du  système  sera  déterminée  à 
chaque  instant. 

Désignons,  en  général,  par  r,  s,  u, . . .  les  variables  indépendantes 

dont  les  coordonnées  ce, y,  z,  ce', y',  z',...  seront  des  fonctions  connues; 

il  est  clair  que  les  quantités  T  et  V  deviendront  aussi  des  fonctions  de 

ces  mêmes  variables;  et  en  particulier  la  quantité  T  sera  une  fonction 

.     ,  , ,   .    ,       dr     ds     du  ,  ,       . 

de  r,  s,  u,...  et  de  leurs  dérivées  -j-,  ^>  ^->   ■•>  que  nous  dénoterons, 

pour  plus  de  simplicité,  par  r',  s',  u',...;  mais  la  quantité  V  sera  une 
simple  fonction  de  r,  s,  u, — 

3.  Cela  posé,  j'ai  démontré,  dans  la  Mécanique  analytique  [Partie  II, 
Section  IV  (*)],  que  ces  variables  fournissent  autant  d'équations  diffé- 
rentielles de  la  forme 


,dl 

dw 

dt 

dT        dY 
dr          dr 

=  0, 

jdT 

d-dY 

dT         dY 

dt 

ds          ds 

—  0, 

dT 

du' 

~~dT' 

dT        dY 
du        du 

=  °» 

(*)  Cette  citation,  qui  se  réfère  à  la  première  édition  de  la  Mécanique  analytique,  convient 
aussi  à  la  deuxième  édition.  -     [Note  de  l'Éditeur.) 
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Il  est  visible  que  ces  équations  seront  toutes  du  second  ordrerde  sorte 
que  les  expressions  finies  de  r,  s,u,...  contiendront  deux  fois  autant  de 
constantes  arbitraires  qu'il  y  a  de  variables.  Nous  dénoterons  ces  con- 
stantes par  a,  b,  c,f,  g,  h, 

4.  Supposons  maintenant  que,  le  Problème  étant  résolu  dans  cet  état 
et  les  expressions  de  r,  s,  u,...  étant  connues  en  fonctions  de  t  et  de  a, 
b,  c, /,...,  on  demande  de  résoudre  le  même  Problème,  dans  le  cas  où 
les  différents  corps  du  système  seraient  de  plus  soumis  à  l'action  de 
forces  perturbatrices  de  la  nature  des  forces  P,  Q, . . . ,  mais  dont  les 
centres  soient  mobiles  d'une  manière  quelconque  indépendante  du  sys- 
tème. 

Désignons  par  —  0  ce  que  devient  la  fonction  V  pour  les  forces 
perturbatrices  dont  il  s'agit;  il  n'y  aura  qu'à  mettre  V—  Q.  à  la  place 
de  V  dans  les  équations  précédentes,  pour  avoir  les  équations  du  mou- 
vement du  même  système  altéré  par  les  forces  perturbatrices. 

Ces  équations  seront  ainsi 


7dT 

ddr~'' 

dt 

d'Y         dV  _ 
dr         dr 

dil 

'  ~dr 

,f/T 

ds' 

~~dt~ 

dT        dV  _ 
ds         ds 

dil 

ds 

d— 

du' 

dt 

dT        dV  _ 
du        du 

dQ. 
du 

et,  si  l'on  suppose  que  les  mêmes  expressions  de  /*,  s,  u,...,  ainsi  que 
celles  de  r',  s',  u',...,  y  satisfassent  encore  en  regardant  comme  va- 
riables les  constantes  arbitraires  a,  b,  c,f,  g,.-.,  la  question  sera  réduite 
à  déterminer  ces  variables  d'après  ces  conditions. 

VI.  08 
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5.  Nous  ne  considérerons  ici  que  trois  variables  indépendantes,  r,  s, 
u\  mais  on  verra  aisément  que  l'Analyse  est  générale,  quel  que  soit  le 
nombre  de  ces  variables.  On  n'aura  donc  entre  ces  variables  que  trois 
équations,  qui,  à  cause  que  V  ne  contient  point  r',  s',  u',  peuvent  se 
mettre  sous  cette  forme  plus  simple 

7dR        dR   „       dû    . 

d  -r-r j—  dl  =  —r-  dt, 

dr  dr  dr 

7dR        f/R    ,,       dLl    j. 
d-r-r ;-  dt—  -j-  dt, 

ds  ds  ds 

,d\\        dl\    .         dil    . 

d  — -  —  -r-  dt  =  -j-  dt, 
du         du  du 

en  faisant  R  =  T  -  V. 

Dans  ces  équations,  R  est  une  fonction  donnée  de  r,  s,  u  et  de  r',  s',  u', 
et  Q,  est  aussi  une  fonction  donnée  seulement  de  r,  s,  u,  mais  qui  peut 
contenir  encore  d'autres  variables  dépendant  du  mouvement  des  centres 
des  forces  perturbatrices. 

6.  Nous  supposerons  connue  la  solution  complète  de  ces  équations 
dans  le  cas  où  l'on  fait  abstraction  des  seconds  membres  qui  dépendent 
de  la  fonction  0;  ainsi,  pour  ce  cas,  les  valeurs  de  r,  s,  u  seront  censées 
connues  en  fonctions  de  t  et  des  six  constantes  arbitraires  a,  b,  c,f,  g,  h, 
et  il  s'agira  de  faire  varier  ces  constantes  de  manière  que  les  expressions 
finies  de  r,  s,  u,  ainsi  que  celles  de  r',  s',  u',  c'est-à-dire,  de  leurs  dif- 
férentielles ^A  -4-,  -£  relatives  seulement  a  t  et  indépendantes  de  la 

dt     dt     dt  ' 

variation  des  constantes,  satisfassent  en  entier  aux  mêmes  équations,  en 
ayant  égard  aux  termes  dépendants  de  Q.. 

7.  Dénotons  par  la  caractéristique  5,  comme  dans  le  Mémoire  sur  la 
variation  des  éléments  des  planètes,  les  différentielles  provenant  de  la 
variation  des  six  constantes  arbitraires  a,  b,  c,f,  g,  h;  on  aura  par  l'al- 
gorithme des  différences  partielles,  en  regardant  r,  s,  u,  ainsi  que  r', 
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s'-,  11!  comme  fonctions  de  t  et  de  a,  b,  c,f,  g,  h, 

.  dr    ,  dr    ,,        dr    ,  dr    ,„       dr    ,         dr 

Ôr  =   -t-  da+  ^n-  dû  -h   -r-  OC  -i-   -n;  df-h  -y-  dg+  -rr  dli , 

da  db  de  df    J        dg  ■  °       dli 

.  ds    ,  ds     „        ds    ,  ds    ,„       ds    ,         ds    ., 

OS  =  -7-  M  +  -TV    «0  H r-  de  H 77;  df  -f-   -7-  dg  H 77-  «  "  > 

da  db  de  df    J        dg    °       dli 

.         du    ,         du    ,,        du    ,         du    ,„       du    ,         du    ,, 
ou  —  -=-  da  -t-  -jt  do  h — 7-  de  -i-  -rr.  df  -i-  -j-  dg-h  -jt  dit; 
da  db  de  df    J        dg    °       dfi 

et  de  même 

„  ,       dr'    ,  dr'    ,,        dr'    ,  dr1    ...       dr'    ,  dr'    ,, 

Or  =  —r-  da  -{ — 77-  db  h =—  de  H i-r  df  H — 7—  fls-  -+-  -77-  a« , 

da  db  de  df     J         dg     °        dh 

ds'    ,  ds'    „        rfs'    .  ds'    ,„        ds'    ,  r/s'    ,, 

os'  =  ^—  f/a  h — 77-  ao  h — 7-  </c  h — 777  df  -+-  -.—  «£•  -+-  -jr  dh , 
da  db  de  df     J         dg     °        dh 

.   ,       du'    ,         du'   „        du'    ,         du'    ,„       du'    ,  du'   ,. 

ûh'  =  -7—  aa  H — 77-  db  h — ,-  a<?  -1 777  df  H — 7—  og-  -i — 77-  dh . 

da  db  de  df    J        dg     °        dh 

En  regardant  les  constantes  a,  b,  c,f,  g,  h  comme  variables  en  même 
temps  que  t,  les  différentielles  de  r,  s,  u  seront  ainsi 

r'dl-h§r,     s'dt-hôs,     u'dt-hôu; 

donc,  pour  que  ces  différentielles  se  réduisent  à  r'dt,  s'dt,  u'dt,  comme 
si  les  constantes  arbitraires  ne  variaient  pas,  il  faudra  que  l'on  ait 

§r  —  o,     os  —  o,     ou  =  o. 

8.  Maintenant,  si  l'on  considère  l'équation 

,  dl\        dR   ,        dil    , 

d  -r-, 7—  dt  =  ——  dt, 

dr  dr  dr 

il  est  facile  de  voir  que,  comme  R  est  une  fonction  de  r,  s,  u  et  de  r',  s',  u', 
la  partie  de  la  différentielle  de  -7-7  provenant  de  la  variation  des  con- 
stantes arbitraires  sera  simplement 


d'R      ,        J2R       ,         d'R 
dr'1  dr'ds'  dr' du' 


98. 
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à  cause  de  dr  =  o,  iïs  =  o,  8u  =  o.  Donc  cetle  partie  seule  devra  être 
égalée  au  second  membre,  -j-dt,  puisque  l'équation  est  censée  satis- 
faite, sans  cette  partie  et  sans  le  second  membre,  par  les  mêmes  valeurs 
de  r,  s,  u,  r',  s',  u'  en  t,  a,  b,  c,f,  g,  h  que  dans  le  cas  où  il  n'y  a  que  t 
de  variable. 

On  aura  de  cette  manière  l'équation 

d2R  .  ,        e?!R     .  ,         rf2R     s  ,       dQ,    . 

-r-r  o>   -+-    i  ,  ,  ,  °s  +    i,i,  OH  =  —r—  dt  ; 
dr"  dr  ds  dr  du  dr 

et  pareillement  les  deux  autres  équations  donneront 

d'R     ,  ,        f/'R     .  ,       d2R    .   ,       rfû    . 

Sr'-h     -j— ■    oV  +  ,  ,  ,  ,  ôV  =  —j-  dt, 


dt. 


dr'ds'  ds'1  ds' du!  ds 

r/2R     ,  ,         d'R     .,        rf2R     .   ,       dil 

.  ,  .  ,  oV  -t-    , ,  ,  ,  3*'  -t-  -j-r.    Su'  —  -=— 
dr  du  as  du  du-  au 

Ces  trois  équations,  jointes  aux  équations 

<3r  =  o,     o«  =  o,     Su  =  o, 

renferment  toutes  les  conditions  du  Problème,  et  serviront  à  déterminer 
les  valeurs  des  nouvelles  variables  a,  b,  c,f,  g,  h  en  t. 

Le  but  de  l'Analyse  que  nous  allons  exposer  est  simplement  de  réduire 
les  valeurs  des  différentielles 

da     db     de     df     dg     dh 
dT'   dt'  W  di'   dt'  dt 

données  par  ces  équations  à  des  expressions  qui  ne  renferment  que  les 
quantités  a,  b,  c,f,  g,  h  et  les  différences  partielles  de  Q,  relatives  à  ces 
mêmes  quantités,  sans  le  temps  t,  comme  nous  l'avons  fait  pour  les  va- 
riations des  éléments  des  planètes  dans  le  Mémoire  cité. 

9.    En  multipliant  la  première  équation  par  -r-,  et  retranchant  les 

équations 

Sr  =  o,     Ss  =  o,     Su  =  o, 
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multipliées  respectivement  par . 


d2R   dr' 

d2R      dr' 

d2W 

dr' 

dr'2    da 

dr' ds'    da 

dr'du' 

da 

je  forme  celle-ci 

dQ  dr    ,       d'Rfdr.  ,      dr'  .  \         d2\\    fdr  ,  ,      dr'  »  \         </JR    /r/r  „  ,       dr 
■dt=—--[-r-Sr' r-ôr    +    .  ,  ,  ,    -r-fa'  — 


dr  da  dr'2\da  da      J       dr'ds'  \da  da     j    '    dr'du' \da  da 

J'aurai  de  même  par  les  deux  autres  équations  ces  transformées 

dQ.  ds  d-K    (ch^,_ds^^\^d2R(ch^,       dJ_     \         d2 R    (ds_      ,_  ds^ 

ds  da  dr'ds'  \da  da      j    '     ds'2    \da  da      J  ~r  ds'du'  \da  da 

dQ.  du  ,  d2W     (du  .  ,      du'  „  \         d2R    (du 

—, 7-dt 


?-R    (du.,      du'     \        r/2R   (du      ,      du'      \ 
'du'  \da  da      J        du''  \da  da       j 


du  da  dr'du'  \da  da      j       ds 

J'ajoute  ces  trois  équations  ensemble,  et  comme  Q  n'est  fonction  que 
de  r,  s,  u,  sans  r',  $',  u',  il  est  clair  qu'on  a 

dQ    dr        dQ    ch        dQ_  du  _  dQ 
dr    da         ds    da        du   da        da 

On  aura  donc  cette  équation 


dQ 

da 


,       d2R  (dr  .  ,      dr'  .  \       d2K  / ds  .  ,      ds'  ,  \       d2R  (du  .   ,      du'  . 
dr2\da  da      j       ds2\da  da      J       du  '  \da  da 


d'R    (dr             ds  .  , 
dr'ds'  \da            da 

dr'  . 
-  —  da- 
da 

ds' 
da 

d2\\    (dr      ,      du  .  , 
dr'du'  \da            da 

dr'  s 

-. —  àu- 

da 

du' 
da 

f/2R    /  ds  „  ,      du  ^  , 
,  ,,  ,    -j-  ou'  -h  -j-  ds' 
ds  du  \da            da 

ds' 

7—  du  - 

da 

du'  , 
da 

ds). 


10.  J'y  substitue  maintenant  les  valeurs  de  §r,  as,  §u,  <JV',  §s',  du' 
données  ci-dessus  (7),  et  j'ordonue  les  termes  par  rapport  aux  diffé- 
rences da,  db,  de,  df,  dg,  dh;  on  aura  une  formule  de  cette  forme 

^-dl=Ada  +  Bdb^Cdc  +  Fdf-hGdg^-Hd/t; 
da  J  ° 
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et  il  est  d'abord  facile  de  voir  que  le  coefficient  A  sera  nul  par  la  des- 
truction mutuelle  des  termes  qui  le  composent.  On  aura  ensuite 

fr'RIdrdr'       dr'  dr\       d2R  I ds  ds'       ds' ds\    .   d2R/dudu^      du^du\ 
~~  drn\da  db       da  db)   '   ds"  \da  db       da  dbj       du"\da  db        da  dbj 

d2R    (dr  ds'        ds  dr'       dr'  ds        ds'  dr\ 
dr'ds'  \da  db  ^  da  db        da  db        da  db  J 

d*\\.    I dr  du'       du  dr'        dr'  du       du'  dr 
dr'du'\da  db  ~^  da  db        da  db       da  db 

<7'R    I  ds  du'       du  ds'        ds'  du       du'  ds 


ds' du'  \da  db       da  db         da  db        da  db 

En  changeant  successivement  dans  cette  expression  de  B  la  lettre  b 
en  c,  f,  g,  h,  c'est-à-dire,  les  différentielles  partielles  relatives  à  b  en 
pareilles  différentielles  relatives  à  c,/,  g,  h,  on  aura  les  expressions  des 
valeurs  de  C,  F,  G,  H. 

Comme  R  est  une  fonction  donnée  de  r,  s,  u,  r',  s',  u',  et  que  ces  quan- 
tités sont  des  fonctions  supposées  connues  de  t  et  de  a,  b,  c,  f,  g,  h,  il 
est  visible  que  les  coefficients  B,  C,  F,  G,  H  dont  il  s'agit  seront  aussi 
des  fonctions  de  t  et  de  a,  b,  c,  f,  g,  h.  La  question  est  maintenant  de 
déterminer  la  nature  de  ces  fonctions. 

1 1 .  Pour  cela  on  se  rappellera  que  les  fonctions  r,  s,  u  et  leurs  déri- 


,        dr       , 
vees  r  —  -j->  s 
dt 

_  (h 
~  dt' 

u'  —  -jj  sont  telles  c. 

équations 

.  dK         r/R     . 

d  -r-r r-  dt  =  o, 

dr          dr 

1  dR           (lR   At 

d  —r-r 7—   dt  =  O, 

ds          ds 
,f/R        f/R    - 

d    -r-r y—  dt  =  0, 

du         du 

en  y  regardant  les  quantités  a,  b,  c,/,  g,  h  comme  des  constantes  arbi- 
traires quelconques,  et  la  quantité  t  comme  seule  variable.  Ainsi,  en 
donnant  aux  constantes  a,  b,  c,...  des  accroissements  quelconques  Sa, 
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5è,  5c,...  infiniment  petits  et  constants,  c'est-à-dire,  indépendants  de  t, 
les  équations  différentielles  qui  en  résulteront  seront  encore  satisfaites 
par  les  mêmes  valeurs  de  r,  s,  u  et  de  leurs  différences. 

Désignons  de  nouveau  par  la  caractéristique  5  les  différentielles  de  /•, 
s,  u,  r',  s',  u'  qui  résultent  des  accroissements  da,  iïb,  5c,  5/",  <$g,  èh  at- 
tribués aux  constantes  a,  b,  c,f,  g,  h;  il  est  clair  que,  puisque  R  est  une 
fonction  de  r,  s,  u  et  de  r',  s',  u',  on  aura,  par  l'algorithme  des  diffé- 
rences partielles,  ces  différences  relatives  à  5 

dm   .  , 


dR      dm  .       dm  .       dm 

~r~  =    ~j~ï    or_l — i — r  os -ï-  -, — =— 
dr          dr1              drds             dr  du 

,        dm      ,      dm     , 

ou  H — ; — — -  or  +  -, — -r-  os 
dr dr              dr ds 

dR      dm  .       dm  ,       dm 

T~,  —  j — n  °r  -+-  —, — i—,  às  -f-  -. =— 

dr'       drdr'           ds  dr'           dudr' 

„    ,    dm  >  ,  ,    dm  ># 

■  ou  +    -r-r-   or  H — ,  ,   ,  ,  os 
dr2               dr  ds 

dr  du' 

dm 

dr'  du' 


Donc  la  première  équation,  différentiée  suivant  5,  donnera 

,(  dm         dm  ,       dm  .       dm  .,     dm  . ,      dm 

al- — 7-roV-i-  §s-h  -, — T-;  du  -f-    -y—-   àV-h 


\drdr'  dsdr'  dudr'  dr'2  c/r'ds'  dr' du' 

dm  ,      rf»R  ,       dm  \       dm  „  ,     #r   , ,      t/-n    , 

-j— -  or  H-  -j — r  Os -h  -. — —  OM-r-  -; — —  or+  7 — 77  0*  -f-  - — —  oV    dt=^o. 
dr2  drds  dr  du  drdr  drds  drdu 

De  même  la  deuxième  et  la  troisième  donneront  ces  deux-ci 

dm    -,     d2R  „ ,     dm 


dm 

dr  ds' 

ô>-r- 

c/5  c/i' 

Ss  + 

d2R 

du  cl  s' 

dm 

dr  ds 

ÔY-r- 

dm 

ds2 

Ss-h 

dm 

ds  du 

■  dm 

drdu' 

■ô>  + 

dm 

ds  du1 

■Ss-+ 

dm 

du  du' 

dm 

dr  du 

ôr-t- 

dm 

ds  du 

ôs-h 

dm 

du2 

dr'ds'  ds'2  ds' du' 


dm  „  ,     dm  . ,     dm  . 

Ss'-\-  -. — 7—  ôV  )dl  —  o, 


dsdr'  ds  ds'  dsdu' 


d2R     ,  ,        tf'R    „  ,        c?2R 


ÔV- 


71     *«') 


dr'du'  ds' du'  du' 


d2R    „  ,       c/2R    .  ,        f/2R    , 

r  0*  -(-  -7 — r-,  om     a/  =  o. 


dudr1        '   duds'  du  du' 

12.  Si,  au  lieu  des  accroissements  c?a,  5&,  5c,  <?/",  S»-,  §h,  on  attribue 
aux  mêmes  constantes  a,  b,  c,  f,  g,  h  d'autres  accroissements  infiniment 
petits  et  constants  que  nous  désignerons  par  La,  Ab,  Ac,  A/,  kg,  Ah,  et 
qu'on  dénote  par  la  caractéristique  A  les  différences  des  fonctions  r,  s,. 
u,  r',  s',  u'  qui  en  proviennent,  on  aura  trois  autres  équations  semblables 
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aux  précédentes,  dans  lesquelles  la  caractéristique  â  sera  simplement 
remplacée  par  la  caractéristique  A. 

13.  Qu'on  ajoute  maintenant  ensemble  les  trois  équations  précé- 
dentes multipliées  respectivement  par  A/%  As,  Au,  et  qu'on  en  retranche 
la  somme  des  trois  pareilles  équations,  dans  lesquelles  le  à  est  changé 
en  A,  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  dr,  fis,  au,  on  aura 
cette  équation 

.      ,1  d'R    .  d'R  d'R     .  d'R     „  ,         d'R     „,        d'R 

Ara    —, — t-.  or  -f-  -, — r—,  os  -+-  -, — =— -  du   ' 


clrdr'  dsdr'    '        dudr'  dr"  '    dr'ds'         '   dr' du! 

.    d'R    .  d'R    ,  dHi    .  d'R     ,  ,         d'R     ,  ,         r/2R    „ 

—  Ar         -=—    or  -f-  -j—f-  ôs  -+-  -7—7-  ou  -+-  or'  ■+-  - — =-  ôs'  -+-  -. — r-  ou'    dt 

dr1  drds  ardu  drdr  drds  drdu 

,    d'R    .  d'R  d'R  d'R    ,  ,        d'R    , ,        d'R 

-As  d\  -, — T-r  Sr  -+-  - — r-,  §s  -+-  -, — t-,  au  -f-    ,  ,  ,  ,  dr'  4-    tt-    es' 


drds'  dsds'    '        duds'  dr'ds'  '  ds"  ds' du' 

,   d'R  ,  d'R    ,  d'R  .  d'R    .  ,  d'R  ,  ,         d'R    , 

-  As       -j — y  or  -t-  —=—-   os  -i-  - — j-  ôw  -f-  -. — j-t  dr  -4-  -, — r-  as'  -f-  -. — j—r  ou     dt 

'  drds  ds'  dsdu  dsdr  dsds  ds  du 


.        /  d'R 
^Ud\drM{ 


d'R    ,  f/'R     ,  d'R    ,  ,         tf2R     „  ,        r/2R 

;  o«  -i-  - — j— ;  au  -f-   ,  ,  i  ,  or'  -h  -  ,  à*  -f- 


ds  du'  du  du'  dr'du'  ds' du'  «V 


,    c/2R    .  f/2R    „  J2R  ,  d'R    ,  ,         d'R    „.  ,        tf*2R     ,      .    . 

—  Ak       -j — j-  àr  4-    ,     ,     os  -f-    -7—-  à;*  -f-  -3 — 7-7  ôr  +  t — T7  °*  +t — r-,  o«     «* 
\  dr  du             ds  du               du'  du  dr  du  ds  du  du 

1    d'R     .  d'R     .  d'R  .  d'R     .    ,        d'R    „  ,        d'R     , 

rt     .     ,  ,  Ar-t-  - — T-  As-h  Au^h    -7-7-    Ar'-t- -7-7-7-7  As' H-   ,  .  ,  .  Au' 
'  drdr              dsdr             dudr  dr'  dr'ds  drdu 


I  ^R 
\    dr' 


d'R     .  f/2R    .  rf'R     .  c/2R      •  ,        d'R    A  ,        rf2R     ,      , 

Ar-i-  -7 — ,-  As-+-  Au -h  -,—j-,  Ar'-f-  -7 — 77  As'+  -, — j—,  Au  )dt 

drds  drdu  drdr  drds  drdu 


1    d'R     .  d'R     .  d'R     .  d'R     .    ,        f/2R    .   ,        d'R     A    , 

-as  d[  -, — îr-Ar-{--. — j-.  As-i-  -, — j-,Au-i-    ,  ,  _, ,  Ar'-t-    -=— -  As  +  ,  ,  ,  ,  Au' 
1  dr  ds  ds  ds  du  ds  dr  ds  ds'  ds  du 


,       /   d'R     ,  r/2R     .  d'R    .  rf2R     .    ,       rt"2R    .   ,        r/2R    .    A   , 

■os      (  ^ — ~  Ar-\ —    As-{ — ; — —  Au-\-  -, — rv  Ar  4-  - — —  As'-h  - — —  Au'  j  dt 


j— y    iir-t-     — — -      iii-1-     -j 7-  ii«-t-     -7 J—  L±l     -i ; j-  ii*   -t-  —. 7—7 

dr  ds  ds'  ds  du  ds  dr  ds  ds  ds  du 


,/   (72R     .  d'R     .  d'R     ,  d'R     .    ,        d'R    .■■        d'R     . 

îud[    ,    ,  ,  Ar+    ,    ,  ,  As-h  -7 — r-Au-t-   ...  ,  Ar'-i- -,-—.— A^'-i-   -—r-   Au 

\drdu  dsdu  du  du  drdu  dsdu  du' 

d'R     .  d'R     '.  d'R    .  d'R     .    ,        d'R    ,  ,       d'R     .    ,.    . 

Ar-f    7    .     As-f-   -j—   Au+   ,     ,  ,  Ar'H-  -.— -7-7  As'-+-   ,     ,  .Au'  )dl  —  o. 


dr  du  ds  du     '         du'  .  du  dr'  du  ds'     '    '   du  du' 

14.  Et,  si  l'on  exécute  les  différentiations  relatives  à  la  caractéris- 
tique d  qui  se  rapporte  au  temps  /,  qu'on  efface  les  termes  qui  se  dé- 
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truisent  et  qu'on  ordonne  les  autres  par  rapport  aux  différentielles  de  R, 
on  aura 

djp^     [Ar  ôr'-ôrAr') 

</2R 
ds'- 

d-^n     {Audu'—ôuAu') 


rf'R 
ûfr'  c/s' 


+  d  d?7ïï(Ar  ôs'  —  §r  As'  +  As  *r'  -  as  Ar' 


d*k 

dr'du' 

,  tf2R   ,.    , 

ds7^?  (  As  èu'  ~  às  Au'  +  Au  oV  -  °"  As'  ) 

-hdd7èr^ArSs  -drA*) 
+  dcÊlF(ArSu-drA») 


d*R 

drds' 


+  ddr~d7^dr-ôsAf-) 


+  d^W{Asdu-§sA< 


dr  dw 
d'R 


•  "dïdiP{Au§s  -ô«^) 

+    ^77    (Arrfâr'—  Sr  d  Ar') 

d'R    ,A     ,. 
H-   ^tj    (Au  d  du'— ou  d  Au' 

d2R 

+  tfrW  ^ Ar  rf  ôs'  ~~  ôf  ^  Ai'  -+-  As  c/<5r'—  as  rfAr') 

VI. 

99 
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</2R 

,  ,  ,  ,{Arddu'—drdAu'-h  Auddr'—  du  d  Ar') 
ardu' 

./in 
7-7-7  {As  ddu'—  ds  dAu'-h  Au  dès'—  èudAs') 


ds'  dw 

d>R 

dr  dr 

d'R 


[Ar  dôr  —  dr  d  Ar  —  A;-  dr' dt  -+-  dr  Ar'  dt) 


,  7  (Ar  dès  —  drdAs  —  As  dr'  dt  -+-  ds  Ar' dt) 
dsdr 

-t-  -, — ;-;  (  Ar  d  ou  —  dr  d  Au  —  Au  or'  dt  +  duAr'dt) 
du  dr'  v 

J'R 

dr  ds' 

H — ; — =-;  (  As  dos  —  os  d  As  —  A*  ds'  dt  -+-  es  As'  dt) 
dsds' 

'As  ddu  —  ds  dAu  —  Au  es'  dt-s-  eu  As'  dt) 


{As  dôr  —ds  dAr  —  Ar  os'  dt  -+-  dr  As'  dt) 


du  ds 
d'R 


dr  du 


7  {Auddr  —  Sud  Ar  —  Ar  du'  dt  -h  dr  Au'  dt) 


rf2R 

-+-  -, — T-,  {Au dès  —  dudAs  —  As  du' dt  -+-  ds  Au'  dt) 
ds  du 

f/2R 

-t-  j — j—JAuddu—  dud  Au  —  Audu' dt  -+-  duAu'dt)  =  o. 
du  du 

15.  Si  maintenant  on  fait  attention  que  r' dt  —  dr,  et  par  conséquent 
dr'dt  =  ddr=,  ddr, 

à  cause  de  l'indépendance  des  caractéristiques  d  et  §,  et  par  la  même 

raison 

ds'dt  —  dds,     du'dt—ddu, 

ainsi  que 

Ar'dt  =  dAr,     As'dt  =  dAs,     Au'dl—dAu, 

on  verra  d'abord  que  les  coefficients  de  -, — 7-75  -, — 7-7;  -, — ri  se  détruisent 
1  dr  dr     ds  ds     du  du 
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d'eux-mêmes,  et  que  le  premier  membre  de  l'équation  devient  intégrable 
par  rapport  à  t,  ce  qu'on  ne  pouvait  pas  espérer. 
L'équation  intégrale  est  ainsi 

-r^-    [Ardr'-Sr  Ar') 
dr" 

d2R     ,A     -  -        *     A   ,, 
-+-    -T7J-    (  As  os   —  as  As  ) 


d-R 

du1'' 

J2R 

dr'  ds' 


(Auèu' —  àuAu') 

(Ar  es'  -h  As  §r'  —  Sr  As' 


-+-    ,  ,  ,  ,  (Ar  to'-f-  Auèr'—  §rAu'  —  SuAr'* 
dr  du  v 

rf2R     ,  A     „  ,       .   ' ,  ',       .  ■  .    , 
H — ,  ,  ,  ,  (Ai  àil'  -{-  Auôs  —  as  A«<  —  ou  As  ') 
ds  du 

d*R  d'R  \  ,  .    .        ... 

-7— tt r^TT      Aras  —  §rAs) 

dsdr'         drcls'j  x 

/   tf2R  c/2R    \  ,.    .         ,    .,    . 

[du~d?-d7dV){Arôu-§rAu) 

d2R  d'R  \  ,  .     ,         ...       „ 

-,     (As  ou—  es  Au)  =  K, 


du  ds'        ds  du' 

la  quantité  K  étant  une  constante  par  rapport  à  t,  et  qui  peut  être  par 
conséquent  une  fonction  de  a,  b,  c,f,  g,  h  et  de  leurs  différences  rela- 
tives aux  caractéristiques  à  et  A. 

A  l'égard  des  valeurs  des  différences  dr,  ds,  du,  dr',  ds',  du',  il  est  fa- 
cile de  concevoir  qu'elles  doivent  être  exprimées  comme  celles  du  n°  7, 
mais  en  y  changeant  les  différentielles  da,  db,  de,  df,  dg,  dh  en  da,  db, 
de,  df,  âg,  dh.  Il  en  sera  de  même  des  différences  Ar,  As,  Au,  Ar',  As  ,  Au, 
en  changeant  da,  db,  de,  df,  dg,  dh  en  Aa,  Ab,  Ac,  Af,  Ag,  Ah. 

16.  Comme  ces  différences  da,  db,  de,  df,  âg,  dh,  ainsi  que  Aa,  Ab,  Ac, 
Af,  Ag,  Ah  sont  constantes,  c'est-à-dire,  indépendantes  de  t  et  absolument 

99- 
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arbitraires,  l'équation  précédente  subsistera  toujours,  quelques  vabeurs 
qu'on  leur  donne.  Supposons  d'abord 


ensuite 


on  aura  (7) 


b  =  o,     Ac  = 

o,     A/=  o,     Ag-=:o, 

A/«  =  0, 

a  =  o,     Se  = 

o,      â/"=  o,      3g,=  o, 

ôh  =  0, 

a           dr  . 
Ar  =  -r-  Art, 
da 

A                      <fo       A 

A*  =  -r-  A«, 

Au  — 

aa  . 

-3-  Aa, 
da 

a    -       dr' 
Ar'=  -j—  Art, 
da 

A      ,               «*'      A 

As'=  -j-  Art, 
art 

Au'— 

du'  . 
-;—  Art, 
da 

èr  =  %  èb, 
do 

&s  =  -TT-  èb, 
db 

ou  = 

du     . 
dbèb> 

dr'  =  -=7-  36, 
do 

ds'  », 

OS    =  -77-  o/>, 

ao 

Su'  = 

et,  ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'équation  intégrale  ci-dessus,  on 
aura,  après  avoir  effacé  le  facteur  commun  Aaâb, 


d'R  [dr  dr' 

dr'1  \da   db 

f/'R  /  ds  ds' 

ds'2  \da  db 


!*L  ( 


dm 

d 


du  du' 
da   db 


■+■ 

of!R 

dr'  ds' 

(dr 
\da 

ds' 
db  + 

-+- 

d'R 

dr'  du' 

lia 

\da 

du' 

~dT  + 

d2R 

[ds 
\da 

du' 

-+■ 

ds'  du' 

~db~*~ 

+ 

1  d-R 

\ds  dr 

7  - 

d2R  \ 
drds'  } 

+ 

1   d2R 

\  du  dr' 

d2R   \ 

dr  du'  j 

H- 

1  d2R 

d2R  \ 

cfrdr^ 
db  da 

ds  ds' 
db   da 

du  du' 
db  da 

ds  dr' 
da  db 


dr  ds' 
db  da 


ds  dr' 
db  da 


du  dr 
da  db 


dr  du' 
db   da 


fin     r/h     +   rln     WA  ri  h      ri  r,  rlk     A '  r.    )     /  (a>   » 


du  dr' 
db  da 


,  du  ds' 


ds  du' 


du  ds' 
da  db 

dr    ds 

da  db 

dr  du 
da  db 

ds  du 
da  db 


ds   du' 
db  da 

dr    ds 
db  da 

dr   du\ 
db  da  J 

ds   du  \ 
db  da  J 


du  ds' 
db  da 
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Je  désigne  par  le  symbole  [a,  b)  une  quantité  constante  relativement 
à  t,  et  composée  des  constantes  a,  b,  c,f,  g,  h,  laquelle  sera  égale  à  ce 
que  devient  le  premier  membre  de  l'équation  lorsque,  après  la  substitu- 
tion des  valeurs  de  r,  s,  u  et  de  leurs  dérivées  r',  s',  iï  en  fonction  de  t 
et  de  a,  b,  c,  f,  g,  h,  on  y  fait  t  —  o,  ou  bien  on  en  rejette  tous  les 
termes  dépendants  de  t. 

17.  Or  on  voit  que  les  premiers  termes  de  cette  équation  coïncident 
avec  ceux  de  l'expression  du  coefficient  B  du  terme  B  db  dans  la  valeur 

de  -j—dt  (10).  Ainsi,  en  substituant  B  à  la  place  de  ces  termes,  on  aura 

simplement 

.    d'R  d2R  \   /  dr   ds        dr   ds 

dsdr'         drds'J  \da  db       db  da 

d2R  d2R  \  (dr  du  _  dr  du 

dudr'       drdu'j  \da  db        db  da 

d2R  d2R  \  Ids^du        ds  du\  _ 

i  du  ds'        ds  du'  j  \da  db       db  da' 

d'où  l'on  tire 


n      ,      ,,      f  d2R  d'R  \ 

B  =  {a'b^-{didZ-dJdV) 


d2R  d'R  \  I dr  ds        ds  dr 

da  db        da  db 


t   d'R      _    d'R  \   /  dr  du       du  dr\ 
\drdu'        dudr' J  \da  db        da  db) 

d'R  d2R  \   /  ds  du       du  ds 

ds  du'        du  ds'  J  \da  db        da  db 

18.  Supposons  ensuite  dans  les  valeurs  de  dr,  ds,  du,  dr',  ds',  du'  les 
différences  da,  db,  df,  dg,  dh  nulles;  on  aura 

§r  =  —  Se,        §s  —  -r-  §c,       ou  =  -j-  Se, 
de  de  de 

tr>=É£to,      ds'^^àe,      M=^§e. 
de  de  de 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  même  équation  générale,  et  conser- 
vant les  valeurs  précédentes  de  Ar,  As,  Au,  Ar',  As',  Au',  on  aura,  en 
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effaçant  le  facteur  commun  àaâc,  cette  autre  équation 


d-RIdrdr'       dr  dr'\ 
dr'  '  \  da  de       de  da  ) 

\ 

d2R(  ds  ds'       ds  ds'\ 
ds12  \da  de       de  da  j 

d2R  (du  du'      du  du'\ 
du'2\da  de       de  da  J 

d7R    (  dr  ds'   |    ds  dr' 

dr  ds'        ds  dr'\ 

dr'ds'  \da  de    '   da  de 

de  da       de  da  J 

d2R    (dr  du'   ,   du  dr' 
dr'du'  \da  de  ~T~  da  de 

dr  du'       du  dr'  \  1 
de  da       de  da  J  1 

ds  du        du  ds'\ 
de  da       de  da  j 

d2R    Ids  du'       du  ds' 
ds'du'  \da  de  ~"   da  de 

1  d'R          d2R  \  (dr  ds 
\dsdr'       drds'  j  \da  de 

dr  ds\ 
de  daj 

(  d2R           d2R\  Idr  du 
\dudr'       drdu' j  \da  de 

dr  du\ 
de  da) 

(  d2R           d2R  \  (ds  du 

ds  du\ 

\duds'       ds'du'  )  \da  de 

de  da) 

-tttttt    >  =  (*.<0- 


La  quantité  désignée  par  le  symbole  (a,  c)  exprime  la  valeur  de  la 
formule  qui  forme  le  premier  membre  de  l'équation  lorsque  l'on  y  fait 
t  =  o  ou  qu'on  rejette  tous  les  termes  indépendants  de  t;  et  l'on  voit 
que  cette  quantité  répond  à  celle  qu'on  a  désignée  par  le  symbole  (a,  b) 
en  ce  que  la  lettre  c  est  partout  à  la  place  de  b.  On  voit  aussi  de  la  même 
manière  que  les  premiers  termes  de  cette  équation  forment  la  valeur  du 

coefficient  C  du  terme  Cdc  de  l'expression  de  -j—  dt;  ainsi  l'on  en  peut 

déduire  la  valeur  de  ce  coefficient  exprimée  de  cette  manière 


{a,c) 


d'R 

dr  ds' 

d2R 

drdu' 

'   d'R 

\  ds  du' 


d2R 

ds  dr' 

d2R 

du  dr' 

d2R 
du  ds' 


dr  ds 
da  de 

ds  dr\ 
da  de) 

dr  du 
^da  de 

du  dr\ 
da  de) 

ds  du 

du  ds\ 

da  de 

da  de) 
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Comme  cette  expression  de  C  résulte  de  celle  de  B,  en  y  changeant 
simplement  b  en  c,  on  aura  pareillement  celles  de  F,  G,  H,  en  changeant 
successivement  b  en/,  g,  h. 

19.  Ainsi  la  valeur  de  -r-  dt  (10)  deviendra,  par  ces  substitutions, 


—r-  dtz^la,  b 
da 

db  -+-  {a,  c)  de  -t-  {a,f)  df-r  (a,  g)  dg  -t-  (a,  h)  d/i 

1  d'R 

\  dr  ds' 

d'R  \  dr  f  ds    „        ds    7          ds    ,„       ds    7          ds   ,.\ 

; — j—,-  )  -j-  \-jl  db  -+-  -j-  de  -i-  -rr.  df  -+-  -y-  dg  -f-  -77-  d  h) 

dsdr'  j  da\db            de            df   J       dg    °       dh      j 

f  d'R 

\  dr  ds' 

d' R  \  ds  1  dr  ,,       dr  ,         dr            dr            dr  .  \ 
dsdr'J  da\db            de            df           dg    b       dh      J 

1  d'R 

\  dr  du' 

d7R  \  dr  I du  „        du  .         du  .„      du  .         du  ..  \ 
dudr'j  da\db         'de            df  ^       dg    ft       dh      ) 

/  d'R 

\  dr  du' 

d' R  \  du  1  dr  „        dr  ,         c?/-  . ,,       c?/'  ,         c?r  , . \ 
dudr'j  da  \db            de            df  J       dg    b       dh      j 

(  d'R 

\  ds  du' 

d'R  \  ds  j  du  ]k       du  K       du  /f      du  7^       du  u\ 
duds'  j  da  \db            de            df  •*       dg    "       dh      j 

1  d'R 

\  ds  du' 

d'R  \  du  f  ds   j.        ds   ,         ds   ,„      ds   ,         ds   ,,\ 
duds     da\db            de            df    J       dg    °       dh      J 

20.  Si  maintenant  on  se  rappelle  que  les  équations  iïr  =  o,  c^  =  o, 
du  —  o  du  n°  7  donnent 


<//■   ,,        <r/r    ,  dr   lr       dr   ,  <7r    ,,  dr 

-yj- db  +  -j- de  ■+■  -jT, 
db  de  dj 


db  +  -j-  de  H — 7?  rff  -, — 7-dg  -\ — rr  dh  — =-  da, 

de  df  J       dg   °       dh  da 


ds    „        ds   ,         ds   ,„       ds   ,         ds    ,,  ds   . 

-rr  db  -~  -r-  de  -+-  -rr.  df  -i-  j-  dg  -+-  -rr  dh  = y-  da, 

db  de  dj    J       dg    °       dh  da 

du   „        du   7         du  ,.      du  7         du   7,  du  , 

-rr  db  -\-  -j-  de  -h  -rr  df  -i-  -r-  dg  -h  -rr  dh  r= —  da, 

db  de  dj    •'       dg    °       dh  da 

on  voit  tout  de  suite  que  cette  expression  de  -j^dt  se  réduit  à  la  forme 
très-simple 

~dt  =  (a,  b)  db  +  {a,  c)  de  +  («,/)  df-h  (a,  g)  dg  -+-  (a,  h)  dh  ; 
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et  de  là,  par  l'analogie  qui  règne  dans  nos  formules,  on  pourra  déduire 

immédiatement  les  expressions  de  -rr  dt,  ~dt,...,  en  changeant 
r  db  de  ° 

simplement  a  en  b,  c On  aura  ainsi,  en  observant  que  la  valeur 

de  (a,  b)  ne  fait  que  changer  de  signe  par  le  changement  de  a  en  b  et 

b  en  a,  et  qu'il  en  est  de  même  des  valeurs  de  tous  les  autres  symboles 

(a, c),  (b,  c), . . ., 


^fdt=-  («>  b)  da  -h  {b,  c)  de  +  (b,f)  df+  {b,  g)  dg  -h  (b,  h)dh, 
-jT  dt  =  —  {b,  c)db  —  {a,  c)da  +  {c,f)  df  -h  (c,  g)  dg  -h  (c,  h)  dh, 
^  dt  =  -(b,f)  db  -  (c,  f)  de  -  (a,f)  da  +  (/,  g)  dg  +  (/,  h)  dh, 
û  dt=-(b,  g)  db  -  (e,  g)  de  -  (f,  g)  df  -  (a,  g)  da  H-  {g,  h)  dh, 


dg 

m 

dh 


—  {b,h)db  —  (c,  h)  de  -  (f,  h)  df  -  (g,  h)dg  -  (a,  h)  da, 


formules  entièrement  semblables  à  celles  que  nous  avons  trouvées  dans 
le  Mémoire  sur  la  variation  des  éléments  des  planètes  (6),  et  qui  n'en  dif- 
fèrent que  par  la  valeur  des  symboles  (a,  b),  (a,  c),  {b,  c), 

21.  A  l'égard  de  ces  valeurs,  il  est  bon  d'observer  qu'elles  ne  dé- 
pendent pas  de  la  fonction  R  elle-même,  mais  seulement  de  ses  diffé- 
rences partielles  relatives  à  r',  s',  u';  de  sorte  que,  comme  on  a  supposé 
R  =  T  —  V  (5),  et  que  V  n'est  fonction  que  de  r,  s,  u  (2),  on  aura  sim- 
plement 

dR  _  dT       rfR^T       dR  _  dT 

dr'        dr'        ds'         ds'        du'        du'  ' 

par  conséquent,  dans  les  expressions  des  valeurs  dont  il  s'agit,  on 
pourra  mettre  partout  T  à  la  place  de  R. 
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De  cette  manière  on  aura,  en  général,  pour  un  symbole  quelconque 

(a,b), 

,      ,.        d'T  l  dr   dr'         dr'    dr 

{a,  b)  = 


dr''  \da    db  da    db 

d-  T  /  ds    ds'  ds     ds 

ds'2  \da    db  da    db 

d'T  l  du  du'  du'  du 

du'1  \da   db  da   db 

d'T    I  dr    ds'         ds    dr'        dr'    ds         ds'    dr 


dr' ds1  \da   db  da  db  da   db  da   db 

d'T    I  dr  du'  du  dr'  dr'  du  du'  dr 

dr' du'  \da    db  da  db  da   db  da  db 

d'T    f  ds  du'  -du  ds'  ds'   du  du'  ds 

ds' du!  \da   db  da  db  da  db  da   db 


d'T    / 
s' du'  \ 

(  d'T  d'T  \  /dr_  ds_  _^  ds_ 

\  ds  dr'        dr  ds'  )  \da  db        da 


dr 
da  db 

(d'T  d'T  \   /dr  du  _  du  dr 

\dudr'       drdu!  )   \da  db        da  db 

d'T  d'T  \    /efe   du  _  du  (h 

duds'        dsdu'j   \da  db        da  db 


en  faisant  t  =  o,  ou  bien  en  rejetant  tous  les  termes  qui  contien- 
draient t,  après  la  substitution  des  valeurs  de  T  et  de  /*,  s,  u  en  fonction 
de  t,  a,  b,  c,  f,  g,  h. 

22.  On  voit  aussi,  par  cette  formule,  comment  on  pourrait  l'étendre 
au  cas  où  il  y  aurait  un  plus  grand  nombre  de  variables  indépendantes. 

A  l'égard  de  la  fonction  T,  elle  n'est  autre  chose  que  la  moitié  de  la 
somme  des  masses  multipliées  chacune  par  le  carré  de  sa  vitesse,  c'est- 
à-dire,  la  moitié  de  la  force  vive  du  système  exprimée  en  fonction  des 
variables  indépendantes  et  de  leurs  dérivées  relatives  au  temps.  Ainsi 
notre  Analyse  a  toute  la  généralité  et  la  simplicité  qu'on  peut  désirer. 

23.  Lorsqu'on  aura  trouvé  les  valeurs  de  tous  les  symboles  (a,  b), 
(a,  c),  [b,  c),. . .  en  fonction  des  constantes  a,  b,  c, . . . ,  on  aura  autant 
d'équations  de  la  forme  de  celles  du  n°  20,  par  lesquelles  on  pourra  dé- 

VI.  IOo 
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terminer  les  variations  de  toutes  les  constantes  par  les  procédés  ordi- 
naires de  l'élimination,  et  il  est  clair  que  l'on  aura  pour  chacune  de  ces 
variations  des  formules  de  la  forme 

da         dû  dû  dQ. 

dt  ~~      da  db   ^        de        '  ".' 

dans  lesquelles  les  coefficients  L,  M,  N,...  seront  de  simples  fonctions 
de  a,  b,  c,...  sans  l,  comme  on  l'a  vu  dans  le  Mémoire  sur  la  variation  des 
éléments  des  planètes;  et  l'on  aura  les  variations  séculaires  en  n'ayant 
égard,  dans  le  développement  de  la  fonction  Q.,  qu'aux  termes  non  pé- 
riodiques. 

24.  Dans  le  cas  des  perturbations  d'une  planète,  ses  trois  coordon- 
nées x,  y,  z  sont  indépendantes  l'une  de  l'autre,  et  on  peut  les  prendre 
pour  les  variables  r,  s,  u.  On  aura  alors 


d'où  l'on  tire 


,„  dx-  -+-  dv-  -t-  dz-       ,      ,   , 

1  =  m —        '  '   —   —  =  i/n(r'! 
idl1  v 


d-T  d'T  tf'T 

-nr,    =  ni,  -j-r-    =  m,        -;—-    =  m, 
dr  -  ds-  du'- 

d2T  d'T  d*T 

J7T7  =  O,  ,    .   ,    ,  =  O,  =  O, 

dr'ds  dr'du  ds  du 

d*T    _  J}T_  _ 

dsdr1  dudr' 


L'expression  générale  de  (a,  b)  devient  ainsi 

dr   dr'        dr'  dr        ds  ds'       ds'  ds       du  du'        du'  du 
da   db         da    db        da  db        da  db       da    db         da  db 

laquelle  s'accorde  avec  celle  du  n°  6  du  Mémoire  cité,  en  y  changeant 

r,  s,  u  en  x,  y,  z,  et  r',  s',  u'  en  -r-5  -—>  -r-,   et  effaçant  le  facteur  m 
J  dl      dt      dt 

qui  est  la  masse  de  la  planète,  parce  que,  les  quantités  T,  V  et  Q  se  trou- 
vant toutes  multipliées  par  m,  ce  facteur  disparait  de  lui-même  des 
équations  différentielles. 
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Pour  le  mouvement  de  rotation,  nous  avons  donné  dans  la  Mécanique 
analytique  l'expression  de  T  en  fonction  des  angles  o,  i];,  w,  à  la  place 
desquels  il  n'y  aura  qu'à  substituer  r,  s,  u. 


ADDITION. 

25.  Depuis  la  lecture  de  ce  Mémoire  j'ai  observé  que  l'équation  inté- 
grale trouvée  dans  le  n°  15  pouvait  se  réduire  à  cette  forme  simple 

.    ,  (/R        .    ,  dR        .     .  f/R        „    .   dR        .    .  dR       ,     .   dR       r, 

Ard-j--  h-  AsS-r-  -4-Auà-y-?  —  ôrA-rr  —èsA-j-,-  —àuA-rT  =  R, 
or  «5  du  dr  ds  du 

et  j'ai  reconnu  qu'il  était  possible  de  la  déduire  directement  des  trois 

équations  différentielles 

,  dR        dR    , 

d  -t—, j—  dt  =  o, 

dr  dr 

rdR        dR    , 

d  -7— 1—  dt  =  o, 

ds  ds 

, dR        dR    , 
a  -î-t -i—  dt  —  o, 

par  le  seul  jeu  des  caractéristiques  à  et  A,  et  sans  exécuter  les  diftéren- 
tiations  relatives  à  d. 

En  effet,  si  l'on  ajoute  ces  équations  ensemble,  après  les  avoir  multi- 
pliées respectivement  par  Ar,  As,  Au,  on  a 

.     7dR        .     7dR        .      7dR        (dR  .  dR  .  dR   .    \    . 

Ar  d  -r-r  +  As  d  -r—  +  Au  d  -j~  —    — =—  Ar  H ,-■  As  H =—  Au  )  dt  —  o. 

dr  ds  du         \  dr  ds  du        / 

Or 

.     ,dR         ,/.     dR\        dR   ,. 
Ar  </-=—-  —diAr-^—  \ =— -dAr. 


dr'  \      dr'  )        dr' 

Mais  nous  avons  déjà  vu  que  dAr  =  Ar'dt  (numéro  cité)  ;  ainsi  l'on  aura 
.     ,f/R        ./.     f/R\        dR  .    ,  . 


dr'  \       dr'  I       dr 
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et  de  même 


dR  _  ,  /       dR\  _  dR 

ds'  ~       \       ds'  I        ds' 


.      ,  c/R         ,/A     r/R\        f/R  .    ,  , 

Aud~—r  =  (/    Am-tt rT  Au'dl. 

du  \       du  J        du 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  on  pourra  lui 
donner  cette  forme  (puisque  R  est  une  fonction  de  r,  s,  u,  r' ,  s',  iï) 

,/,    dR        .    dR        .     f/R\        .„  . 
diAr-,—-  -+■  As-r-  -+- Aw-r—    —  AR  dt  — o. 
\      tir  ds  du  J 

On  trouvera  pareillement,  en  changeant  la  caractéristique  A  en  o, 

./,    dR       ,    r/R        ,    dR\       ST>  7j 
\     o/'  ds  du  J 

Maintenant,  si  l'on  affecte  tous  les  termes  de  la  première  équation  de 
la  caractéristique  §  et  ceux  de  la  seconde  de  la  caractéristique  A,  et 
qu'on  regarde  les  variations  Ar,  As,  Au  comme  constantes  à  l'égard  de  la 
caractéristique  &,  ainsi  que  les  variations  8r,  fis,  du,  comme  constantes 
à  l'égard  de  la  caractéristique  A;  que  de  plus  on  se  souvienne  que  le  d 
n'a  rapport  qu'au  temps  t,  et  est  par  conséquent  indépendant  de  §  et  A, 
on  aura  ces  deux  équations-ci 

il  a    *dR       a    *dti        .     „,tfR\        .  .„  . 

d(  Aro-j-r  -+-  Asè-r-  -+-  AuS-j-A  —  oARdt  =  o, 
\         dr  ds1  du  J 

,/.    .   f/R        .    .  dR       ,    .  dR\        .  .„  , 
\        dr  ds  du  J 

Or,  puisque  les  deux  caractéristiques  5  et  A  sont  indépendantes  entre 
elles,  en  supposant  les  variations  de  r,  s,  u,  r',  s',  u'  relatives  à  ces  ca- 
ractéristiques aussi  indépendantes  les  unes  des  autres,  il  est  clair  qu'on 

aura 

âAR^  A<3R. 

Donc,  retranchant  les  deux  équations  l'une  de  l'autre,  on  aura  une 
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équation  intégrable  relativement  à  t,  et  dont  l'intégrale  sera 

A    .  r/R        .    '  f/R      \    ,  dR       .    .  <7R        s   .  e?R        .    .  rfR       „ 
cfr'  as'  du  dr'  ds  du 

qui  est  la  même  que  celle  que  nous  avons  déjà  trouvée. 

Mais,  quoique  cette  Analyse  soit  bien  plus  simple  que  celle  du  Mé- 
moire, parce  que  les  différentiations  n'y  sont  qu'indiquées,  elle  peut 
néanmoins  laisser  quelques  cloutes  dans  l'esprit,  à  cause  de  la  supposi- 
tion que  nous  y  avons  faite  de  l'indépendance  des  variations  de  r,  s,  u, 
r',  s',  u'  relatives  aux  deux  caractéristiques  §  et  A,  tandis  qu'il  n'y  a  à 
la  rigueur  d'indépendantes  que  les  variations  §a,  iïb,  5c,...  et  Aa,  Ab, 
Ac, .  . .  C'est  pourquoi  l'entière  Analyse,  quoique  beaucoup  plus  longue, 
ne  doit  pas  être  regardée  comme  inutile,  puisqu'elle  peut  servir  à  mettre 
notre  Théorie  à  l'abri  de  toute  objection. 

26.  Au  reste,  d'après  la  forme  que  nous  venons  de  donner  à  l'équa- 
tion intégrale,  on  peut  simplifier  les  expressions  des  symboles  (a,  b), 

(a,  c), En  effet  il  est  facile  de  voir  qu'en  regardant  directement  R 

comme  fonction  de  a,  b,  c,...,  et  substituant  T  à  la  place  de  R,  comme 
nous  l'avons  fait  (21),  si  l'on  suppose,  pour  abréger, 

dT  _  dT  _  c/T  _  ■ 

~T~i  —  *  >        ~TF  —  ^    »       ~1~T  —  *■    ! 

dr  ds  du 

on  aura,  par  l'algorithme  des  différences  partielles, 

(à,b) 

et  ainsi  des  autres  symboles,  en  changeant  seulement  les  lettres  a,  b 
en  c,  /,  g,  h,  où  l'on  rejettera  après  les  substitutions  tous  les  termes 
qui  contiendront  le  temps  t,  ou  bien  on  y  fera  t  —  o,  pour  que  les  va- 
leurs de  ces  symboles  ne  dépendent  que  des  constantes  arbitraires  a,  b, 

c-/.  g,  h- 

On  voit  aussi,  par  cette  forme  que  nous  venons  de  donner  aux  ex- 


dr  dT        ds  d'ï"       du  dT" 

dr  dT 

ds  dT' 

du  dT 

da    db        da    db         da    db 

db    da 

db    da 

db    da 

798         SUR  LA  THÉORIE  GÉNÉRALE  DE  LA  VARIATION 

pressions  des  symboles,  comment  elle  peut  s'étendre  à  un  plus  grand 
nombre  de  variables  s,  t,  «,...,  et  de  constantes  arbitraires  a,  b,  c, /, 
g,  h,.... 

27.  Je  ferai  encore  ici  une  autre  observation  importante.  On  sait  que 
la  loi  de  Mécanique  appelée  la  conservation  des  forces  vives  a  lieu  dans 
tout  système  de  corps  liés  entre  eux  d'une  manière  quelconque,  qui 
agissent  les  uns  sur  les  autres  par  des  forces  proportionnelles  à  des 
fonctions  des  distances,  et  sont  en  même  temps  soumis  à  des  forces 
étrangères  dirigées  vers  des  centres  fixes  et  proportionnelles  aussi  à  des 
fonctions  des  distances  aux  centres;  mais  elle  cesse  d'avoir  lieu,  si  les 
forces  étrangères  ou  quelques-unes  d'entre  elles  tendent  à  des  centres 
mobiles  et  indépendants  du  système. 

Cependant  on  peut  démontrer  par  les  formules  de  ce  Mémoire  que 
les  variations  de  la  force  vive  du  système,  produites  par  ces  sortes  de 
forces  que  nous  regardons  comme  des  forces  perturbatrices,  ne  peuvent 
jamais  croître  comme  le  temps,  mais  doivent  toujours  être  périodiques, 
si  les  mouvements  des  corps  du  système  sans  les  forces  perturbatrices, 
ainsi  que  ceux  des  centres  de  ces  forces,  sont  simplement  périodiques; 
et  ce  résultat  a  lieu  en  ayant  égard  non-seulement  aux  premiers  termes 
dus  aux  forces  perturbatrices,  mais  aussi  à  ceux  qui  contiendraient  les 
carrés  et  les  produits  de  ces  mêmes  forces. 

28.  En  effet  les  équations  du  système  sans  les  forces  perturbatrices 
sont  de  la  forme  (5) 


,  dR 

d-rr 
dr 

-™dt, 
clr 

-  °! 

,  dR 

d~rr 
ds' 

dR    , 
ds 

-  °> 

,  dR 
du 

dR 

r—  dt  = 

du 

-  °> 

quel  que  soit  le  nombre  des  variables  /•,  s,  u,... 
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En  ajoutant  ensemble  ces  équations,  après  les  avoir  multipliées  res- 

dr       ,        ds        ,        du 

pectivement  par  r  —  -775  s  =  -j-,  u  =  -7-1  ■  ■  ■  ■>  on  a 

,  ,dR         ,  ,  dR  ,  ,  dR  dR    .         dR    .         dR   , 

r  d  --=— -  ->-  sa  — r  +  u  a  -j—r  -+-■■■■■ 7—  dr J—  as r—  au  —    .  .  =  o. 

ar  ds  du  dr  ds  du 

Or  la  première  partie  de  cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

,  /  f/R     ,       dR   ,       dR    ,  \        dR    ,  ,       dR    , ,       dR   ,  , 

d    -—,■  r  -< — — -  s' H — -—  u'  -4- .  .  . 1-,-  dr 7-,-  ds' j-T  du'  —  .  .  .  . 

\dr'  ds  duL-  j       dr  ds  du 

Donc,  puisque  R  ne  contient  d'autres  variables  que  /',  s,  u  — ,  r',  s', 
u' l'équation  prendra  cette  forme 

JdR    ,       dR   ,       dR    ,  \ 

d    -f-j-  r  -h  —  -s'  -1 — =— r  u'  -+- . ,  .     —  f/R  =  o, 

dont  l'intégrale  est 

dR    ,       dR    ,       dR    , 
ar  ds  du 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

Or  R  =T  — V  (5);  et,  comme  V  n'est  censé  contenir  que  /-,  s,  u..  . 
sans  r',  s',  u',...,  l'équation  précédente  devient 

dT    ,       d'£   ,       d'Y    ,  rr      X1 

. .  —  r  H-  V  =  a. 

Mais,  la  quantité  T  étant  exprimée  en  fonction  de  r,  s,  u  et  de  r',  s', 
u',...,  il  est  facile  de  voir  qu'elle  ne  peut  être  qu'une  fonction  homogène 
de  deux  dimensions  de  r',  s',  u',...,  et  qu'ainsi  on  doit  avoir,  par  la 
propriété  connue  de  ces  sortes  de  fonctions, 

d'Y    ,       d'Y  d'Y    , 

— — -  r    -1 TT  S   H j— r  U   -t-  ■  ■  .  =  2  1 . 

dr  ds  du 

De  sorte  que  l'équation  qu'on  vient  de  trouver  se  réduira  à 

T  +  V=«, 
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laquelle  exprime  la  loi  de  la  conservation  des  forces  vives.  [Voyez  la 
cinquième  Section  de  la  seconde  Partie  de  la  Mécanique  analytique, 
Article  IV  (*).] 

29.  Lorsqu'on  a  égard  aux  forces  perturbatrices,  les  équations  des 
mouvements  du  système  sont  (5) 


,  dR 

dR   , 

—  dt  — 

dr 

dû, 

-r-dt, 
dr 

■  dR 
ds 

dR   , 

,-  dl  — 

ds 

dû  . 
-i-  dt, 
ds 

ddK 

du' 

-™dt  = 

du 

dû' 

-T-dt, 
du 

et,  en  faisant  sur  ces  équations  les  mêmes  opérations,  on  aura,  au  lieu 
de  l'équation  T  +  V  =  a,  celle-ci 


_     _,  ri  dû  dû  ,        dû   , 

T  +  V  =  a+  |    -JT-  dr  H j-  ds  H — ;—  du 

J   \  dr  ds  du 


dans  laquelle  la  quantité 

dû   ,        dû    ,       dû  , 

— =~  dr  H — t—  ds  +  -t—  du  -+-  . . . 
dr  ds  du 

n'est  pas  intégrable,  parce  que  la  quantité  û  est  en  même  temps  fonc- 
tion de  r,  s,  u, . . .  et  des  variables  qui  dépendent  du  mouvement  des 
centres  des  forces  perturbatrices. 

Ainsi,  dans  le  cas  des  forces  perturbatrices,  la  constante  arbitraire  a 
de  l'équation  T-f-V=  a  devient  variable,  et  l'on  a 

dû  .       dû  ,       dû   . 
da  —  --,—  dr  H — s—  ds  -h  -t—  du  ■+  .  .  .  . 
dr  ds  du 

La  force  vive  du  système  (1)  étant  exprimée  par  2T,  elle  sera  égale 
à  ia  —  2V;  mais  la  quantité  V  est  une  fonction  donnée  des  variables 
qui  déterminent  la  position  instantanée  des  corps  dans  l'espace.  Donc  les 

(*)  Dans  la  deuxième  Édition,  seconde  Partie,  Section  V,  n°  22.       [Note  de  l'Éditeur.  ) 
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variations  de  la  constante  arbitraire  2a  seront  celles  que  la  force  vive 
éprouve  par  l'action  des  forces  perturbatrices. 


30.  La  quantité 


dQ    ,        dQ.    ,        dQ    . 
-s—  dr  h — j-  ds  H — t-  du 
dr  ds  du 


n'est  autre  cbose  que  la 'différentielle  de  Q,  en  ne  faisant  varier  que  les 
quantités  r,  s,  u,...  qui  appartiennent  au  système;  et,  comme  ces  quan- 
tités sont  censées  connues  en  fonction  du  temps  t,  la  quantité  dont  il 
s'agit  peut  être  regardée  comme  la  différentielle  de  Q  par  rapport  au 
temps  t,  en  tant  qu'on  n'a  égard  qu'aux  variables  relatives  au  système. 
Or  les  équations  différentielles  du  mouvement  du  système  ne  renfer- 
mant point  le  temps  fini  t,  mais  seulement  sa  différentielle  dt,  parmi  les 
constantes  arbitraires  que  les  intégrales  de  ces  équations  doivent  con- 
tenir, il  y  en  aura  nécessairement  une  qui  se  trouvera  ajoutée  au  temps 
fini  t. 

Ainsi,  en  nommante  cette  constante,  les  expressions  finies  ùer,  s,  u,... 
seront  fonctions  de  t  -4-  c.  Donc  la  différentielle  de  O  relative  à  t,  en  tant 
que  t  entre  dans  les  expressions  de  r,  s,  u,...,  sera  la  même  que  la  diffé- 
rentielle de  0  relative  à  c;  d'où  il  suit  qu'on  aura 

dQ,   ,        dQ.   .        dQ   ,  dQ   , 

—r-  dr  H — r—  ds  -t-  -y—  du  -+- .  .  .  =  -;—  dt. 
dr  ds  du  de 

Par  conséquent  on  aura  sur-Ie-cliamp  cette  équation  relative  aux  varia- 
tions des  constantes  arbitraires  a  et  c 

da  =  -r—  dt. 

de  « 

Cette  expression  de  la  variation  de  la  constante  arbitraire  a  est  très- 
remarquable  par  sa  simplicité  et  sa  généralité,  et  surtout  parce  qu'on  y 
parvient  àpriori,  indépendamment  de  la  variation  des  autres  constantes 
arbitraires. 

31.  Cela  posé,  je  vais  prouver  que  la  valeur  variable  de  a  ne  peut 
VI.  101 
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contenir  aucun  terme  non  périodique  de  la  forme  E>,  car  pour  cela  il 
faudrait  que  -^  contînt  un  terme  constant  K.  Or,  la  fonction  O  ne  con- 
tenant par  l'hypothèse  que  des  quantités  périodiques,  il  est  impossible 
que  la  différentielle  -^contienne  un  terme  non  périodique  K. 

Si  l'on  veut  avoir  égard  aux  secondes  dimensions  des  forces  perturba- 
trices, il  faudra  tenir  compte,  dans  la  valeur  de  0,  des  variations  des 

constantes  arbitraires  a,  b,  c,f,  g Pour  cela  on  suivra  un  procédé 

analogue  à  celui  des  nos  10  et  1 1  du  Mémoire  sur  la  variation  des  éléments 
des  planètes,  et  l'on  parviendra  à  un  résultat  semblable,  vu  que  les  dif- 
férences partielles  de  D.  relatives  aux  constantes  arbitraires  sont  expri- 
mées de  la  même  manière  par  les  symboles  (a,  b),  (a,  c),...,  comme  on 
l'a  vu  plus  haut  (20). 

32.  Dans  l'orbite  des  planètes  autour  du  Soleil,  T  devient 

dx-  -+-  df  -+-  dz2 

m -. , 

2  al' 

et  V  devient 

m  (  i  -t-  m  ) 


r  étant  le  rayon  vecteur  de  la  planète  m,  et  la  masse  du  Soleil  étant  prise 
pour  l'unité.  Alors  la  constante  a  devient 

m(i  -t-  m) 
a 

a  étant  le  grand  axe  de  l'orbite,  comme  on  le  voif  par  l'équation  rap- 
portée dans  le  n°  8  du  Mémoire  cité. 

Ainsi  le  Théorème  sur  la  variation  du  grand  axe  n'est  qu'un  cas  par- 
ticulier de  celui  que  nous  venons  de  démontrer. 

33.  Dans  la  rotation  d'un  corps  solide,  on  a  [Mécanique  analytique, 
Partie  II,  Section  VI,  Article  40  (*)] 

T  =  -  (Ap2  H-  Btf2  4-  Cr2)  -  Fqr  —  Qpr  —  ïïpq, 
(  *  )  Dans  la  deuxième  Édition,  seconde  Partie,  Section  IX,  n°  21 .        {Note  de  l'Éditeur.  ) 
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p,  q,  r  étant  les  vitesses  de  rotation  autour  de  trois  axes  perpendicu- 
laires entre  eux,  et  A,  B,  C,  F,  G,  H  étant  des  constantes  dépendantes  de 
la  figure  du  corps  et  de  la  position  des  trois  axes;  et,  si  l'on  nomme  p  la 
vitesse  de  rotation  autour  de  l'axe  instantané  de  rotation,  et  ).,  [x,  v  les 
angles  que  cet  axe  fait  avec  les  trois  axes  des  rotations  p,  q,  r,  on  a 
[Section  citée,  Article  45  (*)] 

p  =  p  cosl,     </  — pcosf/,     r  =  pcosv. 

La  force  vive  2T  sera  ainsi 

(A.cos2X-t-B  cos'p.  -t-Ccos2v  —  aFcos^cosv  — 2Gcos)iCOsv  — aIIcosÀcos/x)p2. 

Donc,  s'il  y  a  des  forces  perturbatrices,  la  valeur  de  p  ne  pourra  jamais 
être  sujette  à  une  variation  croissante  comme  le  temps,  en  ayant  même 
égard  aux  secondes  dimensions  des  forces  perturbatrices. 

Ce  résultat  s'applique  naturellement  à  la  rotation  de  la  Terre  et  des 
planètes,  en  tant  qu'elle  peut  être  altérée  par  l'attraction  des  autres 
planètes. 

34.  Je  dois  ajouter,  relativement  à  l'analyse  du  n°  25,  qu'on  peut  la 
rendre  rigoureuse  en  formant  d'abord  l'équation 

.     f  ,.dR       .dR   ,  \        ,     /  l.  dR        .  f/R   , 

Ar  [de  -r-f  —  è  -f-  dt)  —  §r  [  dA  -j-r  —  A  -p-  dt 
\      dr   .       dr       j  \       dr  dr 

.     /  „  f/R        .dR   ,  \        .     /  ,.   f/R        .  f/R    ,  n 

-+■  As  [  dà  -rr  —  à-r-  dt)  —  §s   [  dA  -r-, A.-,-  dt 

\       ds  ds       /  \       ds  ds 

.     (  ..dR       .dR   .  \       ,     /  ,.  r/R        .  r/R  , 
-i-  Au    de  -j-t  —§-y-dt)  —  §u[  dA  -7-7  -Ay-  dt 
\      du  au       J  \       du  du 

qui  se  transforme  aisément  en  celle-ci 

d    Ar  à  —r-r  -r-Asà  —rr  -f-  Au  à  -r—  —  dr  A  -=—7  —  as  A  —r-, du  A  -7—7 

\  dr  ds  du-  dr  ds'  du 

.    ,  f/R       .    .dR        .     .dR       .    ..dR       .  , .  dR       .    r .  dR\    , 

Ard-j—-hAsà  —. 1-  Au  §  —. 1-  Ar'  §  -=-7-  +  As'  è  -r-r  H-  Au'  è  -7-7-    dt 

dr  ds  du  dr  ds  du  J 

.    .  f/R       ,    .  f/R       .     .  f/R       .   , .   f/R       .  ,  A  f/R       .    .  .    f/R\    , 
<5rA-j—  -^SsA-r--\-duA-1—-i-dr'A-1-r-{-§s'A-r--i-èu'A-rT)  dt — 
dr  ds  du  dr'  ds  du  J 

[*)  Dans  la  deuxième  Édition,  seconde  Partie,  Section  IX,  n"  29.       [N'oie  de  l'Éditeur. 
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Or,  R  étant  une  fonction  des  variables  r,  s,  a,  r',...,  il  est  facile  de  voir, 
par  le  développement  des  différentielles  marquées  par  A  et  à,  que  les 
deux  formules 

Are  -r—  -+-  As  o  —, h  Au  o  —, 1-  Ar'  6  -j-r-  -+-..., 

dr  ds  du  dr 

„    4  dR       ,    .  dR        .  s     f/R        .  ,  .   JR    , 

or  A  -> \-  os  A  —. H  A  ou  -= h  or  A  -j-r  -+-... 

dr  ds  du  ar 

sont  identiques.  Donc  il  reste  l'équation  intégrable 

,  /  A     ,  r/R        A    ,(IR         .      .  r/R        „    .   JR        ,    .    rfR     .  ,     .    dR\ 

d    Ard-r-  +  As  ô -7—  +  A;/ 0-^-7-  —  orA-j-p  H-  os  A  -^ o?«A  -j-j-    —  o. 

\         dr'  ds  du  dr  ds  du'; 

35.  Enfin,  si  dans  l'expression  Ae^dt  du  n°  20  on  substitue  les  va- 
leurs des  symboles  {a,  b),  (a,c),...  données  dans  le  n°  26,  et  qu'on 
dénote,  comme  dans  le  n°  7,  par  la  caractéristique  §  les  différentielles 
provenant  uniquement  de  la  variation  des  constantes  a,  b,  c,  /,...,  on 
aura  l'équation 

dT  ,dT  dT 

cIQ.    ,         dr    „  dT        ds    „  dT        du  .  dT  drr  ds'  du' 

cU=-;-S-1-r-h-r-è  -j-p  -+-  -j-  S  -r-y -, —  dr -. —  ds -= —  du, 

da  da     dr'        da      ds         da      du  du  da  a  a 

où  le  t  devant  disparaître  du  second  membre  y  peut  être  supposé  tout  ce 
que  l'on  voudra. 

On  aura  autant  de  pareilles  équations  qu'il  y  a  de  constantes  arbi- 
traires, en  changeant  successivement  a  en  b,c,f,...  dans  les  différences 
partielles. 

C'est  là,  ce  me  semble,  ce  que  l'Analyse  peut  donner  de  plus  simple 
sur  la  variation  des  constantes  arbitraires  dans  les  Problèmes  de  Mé- 
canique. 
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SUPPLEMENT  AU  MEMOIRE  PRÉCÉDENT. 

L'objet  de  ce  Supplément  est  de  montrer  comment  la  formule  du  n°35, 
qui  renferme  toute  la  Théorie  de  la  variation  des  constantes  arbitraires, 
et  à  laquelle  je  ne  suis  arrivé  que  par  une  analyse  longue  et  compliquée, 
peut  se  déduire  immédiatement  des  équations  primitives  du  n°  8. 

En  conservant  toujours  la  caractéristique  â  pour  dénoter  les  différen- 
tielles provenant  uniquement  de  la  variation  des  constantes  arbitraires, 
il  est  facile  de  voir  que  ces  équations  peuvent  se  mettre  sous  cette  forme 

plus  simple 

r/Q  .       ,  dR 

-r-  dt  =  0  -j-y, 

dr  dr' 

dQ.   ,        .  dl{ 

-j-  dt  =  6  -r—1 

ds  ds 

du  du 

dont  celles  du  n°  8  ne  sont  que  le  développement. 

De  là,  en  regardant  r,  s,  u  comme  fonctions  de  a,  on  tire  tout  de  suite 

f*Q  ,/,  -  dr  js  f0*        ch  ^dR        du     dR 
da  da     dr'        da      ds'         da     du' 


et,  à  cause  de 


on  a  aussi 


&s  =  o,    Su 


dR  ,dR  .  dR 

dQ,    ,         dr  .  dR        ds  .  dR        du  .  dR  dr'  .  ds'    .  du'    . 

-r—  dt  =   -g-   0  —r-r    H t-  0  -r-, ! 7—  0   -r-l ;- ; Or ; OS ; OU, 

da  da      dr        da      ds         da     du  da  da  da 

où  il  n'y  a  plus  qu'à  changer  R  en  T  pour  avoir  la  formule  dont  il  s'agit. 
Cette  équation  et  celle  du  ri°  34,  par  laquelle  on  voit  que  le  second 
membre  de  l'équation  précédente  est  toujours  indépendant  du  temps  t, 
sont  le  résultat  de  tout  le  Mémoire,  qui,  présenté  de  cette  manière,  ne 
tiendrait  que  deux  ou  trois  pages. 
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SECOND  MEMOIRE  SUR  LA  THÉORIE 

DE   LA 

VARIATION  DES  CONSTANTES  ARBITRAIRES 

DANS  LES  PROBLÈMES  DE  MÉCANIQUE, 

DANS  LEQUEL  ON    SIMPLIFIE   INAPPLICATION   DES   FORMULES   GÉNÉRALES  A  CES   PROBLÈMES   (*). 


(Mémoires  de  la  première  Classe  de  l'Institut  de  France,  année  1809.) 


La  variation  des  constantes  arbitraires  est  une  Méthode  nouvelle  dont 
l'Analyse  s'est  enrichie  dans  ces  derniers  temps,  et  dont  on  a  déjà  fait 
des  applications  importantes.  Dans  la  Mécanique,  elle  sert  à  étendre  la 
solution  d'un  Problème  à  des  cas  où  de  nouvelles  forces,  dont  on  n'avait 
pas  tenu  compte,  seraient  supposées  agir  sur  les  mobiles.  Ainsi  lors- 
que, après  avoir  résolu  le  Problème  du  mouvement  d'une  planète  autour 
du  Soleil  en  vertu  de  la  seule  attraction  de  cet  astre,  on  veut  avoir  éeard 
aussi  à  l'attraction  des  autres  planètes,  on  peut,  en  conservant  la  forme 
de  la  première  solution,  satisfaire  à  cette  nouvelle  condition  par  la  va- 
riation des  constantes  arbitraires  qui  sont  les  éléments  de  la  Théorie  de 
la  planète. 

Les  observations  avaient  depuis  longtemps  indiqué  les  variations  de 
ces  éléments;  mais  Euler  est  le  premier  qui  ait  cherché  à  les  déterminer 
par  l'Analyse.  Ses  formules  étant  de  peu  d'usage  par  leur  complication, 
et  n'ayant  pas  même  toute  l'étendue  que  la  question  peut  comporter, 

(*)  Lu  le  19  février  1810. 

VI.  ,02 
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M.  de  Laplace  et  moi  en  donnâmes  de  plus  générales  et  plus  simples, 
que  nous  parvînmes  ensuite  à  réduire  au  plus  grand  degré  de  simplicité. 

Enfin  je  viens  de  donner  dans  un  Mémoire  lu  à  cette  Classe  le  i3  mars 
1809,  et  imprimé  dans  le  volume  des  Mémoires  de  1808  (*),  une  Théo- 
rie complète  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  dans  tous  les 
Problèmes  de  la  Mécanique.  J'étais  parvenu  d'abord,  par  une  analyse 
assez  compliquée,  à  un  résultat  simple  et  inespéré;  j'ai  ensuite  trouvé 
moyen  d'arriver  directement  et  par  un  calcul  très-court  à  ce  même  résul- 
tat, comme  on  le  voit  dans  Y  Addition  et  dans  le  Supplément  au  Mémoire 
cité,  imprimés  dans  le  même  volume.  Mais  l'application  des  formules 
générales  aux  Problèmes  particuliers  demandait  encore  un  long  calcul, 
à  cause  des  éliminations  qu'il  fallait  faire  pour  obtenir  séparément 
l'expression  de  la  variation  de  chacune  des  constantes  devenues  varia- 
bles. Heureusement  une  considération  très-simple,  que  je  vais  exposer 
et  qui  m'avait  écbappé,  facilite  et  simplifie  extrêmement  cette  applica- 
tion et  ne  laisse  plus  rien  à  désirer  dans  la  Théorie  analytique  de  la' 
variation  des  constantes,  relativement  aux  questions  de  Mécanique. 

On  peut  regarder  cette  Théorie  comme  toute  concentrée  dans  la  for- 
mule très-simple  que  j'ai  donnée  dans  le  Supplément  cité,  et  qui  consiste 
en  ce  que  la  différence  partielle  d'une  certaine  fonction  dépendante  des 
seules  forces  ajoutées  au  système,  prise  relativement  à  une  quelconque 
des  constantes  arbitraires,  est  toujours  égale  à  une  fonction  des  variables 
du  Problème  et  de  leurs  différences  prises  séparément  par  rapport  au 
temps  et  par  rapport  aux  constantes  arbitraires,  laquelle  fonction  jouit 
de  cette  propriété  singulière  et  très-remarquable,  qu'en  y  substituant 
les  valeurs  des  variables  exprimées  par  le  temps  et  par  les  constantes 
arbitraires  elle  doit  devenir  indépendante  du  temps,  et  ne  plus  contenir 
que  les  mêmes  constantes  avec  leurs  différences  premières. 

Cette  circonstance  de  l'évanouissement  de  la  variable,  qui  représente 
le  temps  dans  la  fonction  dont  il  s'agit,  m'a  fait  penser  que,  si  les  va- 
riables étaient  exprimées  par  des  séries  de  puissances  ascendantes  du 

(*)  Voir  le  Mémoire  précédent,  p.  771  du  présent  volume. 
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temps,  la  fonction  dont  nous  parlons  ne  contiendrait,  après  les  substi- 
tutions, que  les  premiers  termes  tous  constants  de  ces  séries  et  les  coef- 
ficients des  seconds,  à  cause  des  différences  premières  des  variables  qui 
se  trouvent  dans  la  fonction.  Or  ces  quantités  sont  justement  les  con- 
stantes arbitraires  que  l'intégration  introduit  naturellement  dans  l'ex- 
pression finie  des  variables,  lorsqu'elles  dépendent  d'équations  diffé- 
rentielles du  second  ordre,  comme  cela  a  lieu  dans  tous  les  Problèmes 
de  la  Mécanique.  Il  suit  de  là  qu'en  adoptant  ces  constantes  arbitraires 
il  suffira  d'avoir  égard  aux  deux  premiers  termes  des  expressions  des 
variables  réduites  en  séries. 

Mais  on  voit  par  notre  formule  du  Supplément  que  les  différentielles 
des  variables,  relativement  au  temps,  ne  s'y  trouvent  que  dans  les  dif- 
férences partielles  de  la  fonction  de  ces  variables  que  nous  avons  nom- 
mée T,  et  qui  n'est  autre  chose  que  la  moitié  de  la  force  vive  du  sys- 
tème. Si  donc  on  suppose  que  les  valeurs  de  ces  différences  partielles 
soient  aussi  réduites  en  séries  de  puissances  du  temps,  leurs  premiers 
termes  ne  dépendront  que  des  premiers  termes  et  des  coefficients  des 
seconds  termes  des  séries  des  premières  variables.  On  pourra  donc, 
pour  plus  de  simplicité,  adopter  les  premiers  termes  de  ces  nouvelles 
séries  pour  constantes  arbitraires,  à  la  place  des  coefficients  des  seconds 
termes  des  premières  séries.  De  cette  manière  il  suffira,  dans  les  substi- 
tutions, d'avoir  égard  aux  seuls  premiers  termes  de  ces  différentes  sé- 
ries; et  la  simple  inspection  de  notre  formule  fait  voir  qu'alors  la  dif- 
férentielle partielle  de  la  fonction  des  forces,  relativement  à  chacune 
des  constantes  arbitraires,  est  égale  à  la  différentielle,  d'une  seule  de  ces 
constantes  :  de  sorte  qu'on  a  ainsi  directement  les  différentielles  de  ces 
constantes  devenues  variables,  exprimées  de  la  manière  la  plus  simple 
par  les  différences  partielles  de. la  même  fonction. 

Maintenant  on  sait  que  toutes  les  constantes  arbitraires,  que  les  dif- 
férentes intégrations  peuvent  introduire,  sont  toujours  réductibles  à  ces 
constantes  arbitraires  primitives;  car  pour  cela  il  n'y  a  qu'à  supposer  le 
temps  égal  à  zéro  dans  les  différentes  équations  intégrales  qu'on  aura 
obtenues.  On  aura  ainsi  les  nouvelles  constantes  arbitraires  en  fonction 


812  SUR  LA  THÉORIE  DE  LA  VARIATION 

de  celles  qu'on  avait  adoptées,  et  l'on  en  déduira  facilement,  par  les  opé- 
rations connues,  les  valeurs  de  leurs  différentielles  exprimées  en  diffé- 
rences partielles  de  la  même  fonction,  mais  rapportées  à  ces  nouvelles 
constantes  arbitraires.  Tout  cela  ne  dépend  plus  que  d'un  calcul  connu, 
et  nous  donnerons  les  formules  générales  qui  en  résultent.  Ce  sera  le 
complément  de  notre  Théorie  de  la  variation  des  constantes. 

M.  Poisson  a  lu,  le  16  octobre  dernier,  à  cette  Classe,  un  Mémoire  sur 
la  variation  des  constantes  arbitraires  dans  les  questions  de  Mécanique, 
lequel  est  imprimé  dans  le  volume  qui  vient  de  paraître  du  Journal  de 
l' École  Polytechnique  (*).  Ce  Mémoire  contient  une  savante  analyse  qui 
est  comme  l'inverse  de  la  mienne,  et  dont  l'objet  est  d'éviter  les  élimi- 
nations que  celle-ci  exigeait.  L'Auteur  parvient  en  effet,  par  un  calcul 
assez  long  et  délicat,  à  des  formules  qui  donnent  directement  les  valeurs 
des  différentielles  des  constantes  arbitraires  devenues  variables.  Ces 
formules  ne  coïncident  pas  immédiatement  avec  celles  que  je  donne 
dans  ce  Mémoire,  parce  qu'elles  renferment  les  constantes  arbitraires 
en  fonction  des  variables  du  Problème  et  de  leurs  différentielles,  au  lieu 
que  les  nôtres  ne  renferment  ces  constantes  qu'en  fonction  d'autres  con- 
stantes; mais  il  est  facile  de  se  convaincre  à  priori  qu'elles  conduisent 
aux  mêmes  résultats. 

Voici  maintenant  notre  analyse,  d'après  les  principes  que  nous  venons 
d'exposer. 

1.  En  conservant  les  noms  donnés  dans  le  premier  Mémoire,  on  a 
cette  formule  générale  trouvée  dans  le  Supplément  (**) 

d—       -  d—  d  — 

f/Q   ,        dr  ,  dl        ds  ,  dl        dit  ,  f/T        C  dr'  ds'  du1 

dt=  -r-è  -r-r  -4-  -r-  0  -r-r  -+■  -r-  S  -r-r -, —  or -j —  ds -, —  du, 

da  da     dr'        da     ds         da     du'  da  da  cla 

où  la  caractéristique  5  indique  des  différences  relatives  uniquement  aux 
constantes  arbitraires  contenues  dans  les  expressions  des  variables  r, 
s,  u. 

(*)  i5c  Cahier,  page  266. 

(**)  Voir  page  8o5  de  ce  volume. 
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Le  point  capital  de  cette  formule  est  que  le  second  membre  de  l'équa- 
tion doit  devenir  indépendant  du  temps  après  la  substitution  des  valeurs 
de  r,  s,  u,  comme  je  l'ai  démontré  d'une  manière  fort  simple  dans  le 
n°  34  de  Y  Addition.  C'est  pourquoi,  si  l'on  suppose,  ce  qui  est  toujours 
permis, 


et  ensuite 


r  :=  «  -+-  a!  t.  -\-  a!'  f- 

-f-.  • 

s  =  (3  -i-  (3'  t  -f-  |3"  f 

+  .. 

u  =  y  -t-  / t  -+-  y"  t1 

-f-.. 

-—  =  À  +  V  t  H-  À" 

e-h 

i'-h 

-t—t-  =  V  -r-  v  t   -+-  V 

du 

p-h 

tous  les  termes  de  ces  séries,  excepté  les  premiers,  s'en  iront  après  les 

substitutions;  de  sorte  qu'il  suffira  de  substituer  dans  la  formule  géné- 

.  .  -,       i  i  .-.<  dT      dT      dT 

raie  a,  p,  y,  A,  a,  v  a  la  place  des  quantités  r,  s,  u,  -p">  ^tt'  tt!  ce 

qui  la  réduira  d'abord  à  la  forme 

dQ.    ,        da  .,       d&  .         dy  .         dl  .         du.  s         c/v  . 
#«  aa  da    r        ««  a«  a«  da 

_  „       ,.         ,  ,  -,       ,       dr      ,       ds       .       du 

et,  comme  T  est  une  fonction  de  r,  5,  u  et  de  r  =  -r-,  s  =  -j-,  u  =  -j-, 

dt  dt  dt 

il  est  clair  que  les  premiers  termes  X,  p.,  v  seront  donnés  en  fonction 

de  a,  |3,  y  et  de  a! ,  |3\  y',  et  que  ces  fonctions  seront  semblables  aux 

„       ,.  dT     dT     dT    ,  ,     ,      , 

fonctions  -77)  -7-7-5  -j-r  de  r,  s,  u,  r  ,  s  ,  u  . 
dr       ds      du 

2.  Les  équations  différentielles  entre  les  variables  r,  s,  u  et  t  étant 
du  second  ordre,  les  constantes  arbitraires  que  l'intégration  introduit 
naturellement  dans  les  expressions  de  r,  s,  u  sont  leurs  valeurs  initiales 

a,  (3,  7,  ainsi  que  les  valeurs  initiales  a',  j3',  y'  de  ^>  ^>  -jj-  Donc  si,  à 
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la  place  de  ces  trois  dernières  constantes,  on  prend  les  trois  constantes 
X,  [j.,  v,  qui  sont  données  en  «,  fi,  7  et  a',  fi',  7',  on  pourra  représenter 
les  six  constantes  arbitraires  du  Problème  par  les  six  quantités  a,  fi,  7, 
X,  a,  v. 

Ainsi,  en  substituant  successivement,  dans  la  formule  précédente, 
chacune  de  ces  quantités  à  la  place  de  a  qui  représente  une  des  con- 
stantes arbitraires,  et  changeant  la  caractéristique  §  en  d,  puisque  les 
variations  des  constantes  arbitraires  se  rapportent  maintenant  au 
temps  t,  on  aura  tout  de  suite  les  six  équations 

dQ  ,        ,,  dQ   .  dQ  , 

-j—  dt  =  dl,  —ir  al  =  du.,         — —  dt  :=  dv, 

doc  dô  '  dy 

dQ   ,  dQ   ,  lo       dQ   , 

dt  —  _  da,     -r-  dt~  —  dQ,     -j-dt=  —  dy, 
dl  dp  r        dv  ' 

qui  sont,  comme  l'on  voit,  sous  la  forme  la  plus  simple  qu'il  soit  pos- 
sible. 

3.  Mais,  quelles  que  soient  les  constantes  arbitraires  qu'on  veuille 
employer  dans  les  expressions  des  variables  r,  s,  u,  elles  ne  peuvent  être 
que  des  fonctions  des  constantes  a,  fi,  7,  a  ,  fi' ,  7',  qu'on  trouvera  faci- 
lement en  faisant  t  ■=  o  dans  les  équations  qui  donnent  les  valeurs  de 

r,  s,  u,  et  dans  leurs  différentielles,  et  changeant  r,  s,  u,  r',  s',  u'  en 

,    »     7  7  73  77777 

a,  fi,  7,  or! ,  fi' ,  7'. 

Ainsi,  comme  les  quantités  X,  [x,  v  sont  données  aussi  en  a,  fi,  y,  oc', 
fi',  7',  on  aura  les  nouvelles  constantes,  que  nous  désignerons  maintenant 
par  a,  b,  c,f,  g,  h,  en  fonction  des  constantes  oc,  fi,  7,  X,  p.,  v. 

Donc,  en  différentiant  les  valeurs  de  a,  b,c,...,  et  substituant  les  va- 
leurs de  doc,  dfi,  dy,  dX,  dy.,  dv  qu'on  vient  de  trouver,  on  aura,  en  divi- 
sant par  dt, 


da 

da 

dQ 

da  dQ 

da 

dQ 

da 

dQ 

da 

dQ 

da 

dQ 

4- 

-4 

dt  ~ 

dx 

dl 

dQ  du. 

~dy 

dv 

'  dï 

da. 

dp. 

d& 

dv 

dy' 

db  _ 

db 

dQ 

db  dQ 

db 

dQ 

db 

dQ 

db 

dQ 

db 

dQ 

dt 

dx 

dl 

d&  du. 

dy 

dv 

+  dï 

da. 

+ 

du. 

d& 

+  dv~ 

~*ï\ 
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Or,  en  regardant  Q  comme  fonction  de  a,  b,  c,f,  g,  h,  et  ces  quan- 
tités comme  fonctions  de  a,  |3,  y,  X,  p.;,  v,  on  a  par  les  formules  connues 


dQ 
da 

_  da  dQ 
da   da 

db   dQ        de 
da    db         da 

dQ 
de 

df  dQ 
da   df 

dg  dQ 
da    dg 

dh  dQ 

"^  da   dh 

dQ 
dp 

_  da  dQ 
~~  dp   da 

db   dQ    ^  de 

h  dp   db    h  dp 

dQ 
de 

df  dQ 
+  dp-df 

dg  dQ 

+  dP  dg 

dh  dQ 
+  dp  ~dlî 

4.  Faisant  toutes  ces  substitutions  dans  les  expressions  précédentes 
de  -r-i  -7T'--  '  et  ordonnant  les  termes  suivant  les  différences  partielles 

de  Q,  on  voit  d'abord  que  le  coefficient  de  -7—  est  nul  dans  la  valeur 
^  da 

de  -y-,  que  celui  de  -77-  est  nul  dans  la  valeur  de  j-,  et  ainsi  des  autres; 

qu'ensuite,  en  employant  des  symboles  [a,  b],  [a,c],  [b,c],...  analogues 
à  ceux  du  premier  Mémoire,  tels  que  l'on  ait 

r      .  -, da  db        da  db        da  db        da  db        da  db        da  db 

L  '    J  —       da  dl        dp  dy.       dy  dv     '    dl  da    '    dy.  dp    '    dv   dy  ' 

r       -1  _       da   de        da   de        da  de        da  de        da  de        da  de 
da  dl       dp  dy.       dy  dv  n    dl  da       dy.  dp       dv   dy  ' 

.-,     ,  db  de        db  de        db  de        db  de        db  de        db  de 

L  '    -1  da  dl        dp  dy.        dy  dv        dl  da    '    dy.  dp        dv   dy  ' 


on  aura  ces  formules 


da  dQ  -.dQ       r      .-.dQ       ,       n  dQ       .     t.dQ 

W=     L>,  V\w  +  [a,  d]  —  +  [«,/]  W  +  [a,g]  -^  +  [a,  A]  ^-, 

db  dQ       r,     ,  dQ       r,    „  dQ       r,      ,  dQ       r,    ...  dQ 

5r=-[«.»J-ar+[*.«]^-+[*./]-^+[*.ri^:  +  [*.*]^-. 

de  dû  ,rfû      _     .-.f/O       r       ..dQ       r         da 

dt=- ^'  C]  -d^  -  ^  ^W  +  ten  W  +  [p,  g]  -q  +  [c,  A] Z/r, 
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dans  lesquelles  la  loi  de  la  continuation  est  évidente,  en  remarquant 

que-les  symboles  changent  de  signe  quand  on  change  l'ordre  des  deux 

lettres  renfermées  entre  les  crochets,  mais  sans  changer  de  valeur. 

Ainsi 

\b,  «]  =  -[«,  6],    [*,&]= -[M],.... 

Ces  formules  donnent,  comme  l'on  voit,  la  solution  la  plus  directe  et 
la  plus  simple  du  Problème  de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  et 
elles  s'étendent  à  autant  de  constantes  qu'on  voudra. 


FIN   DU    TOME    SIXIÈME. 
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